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Avant — propos

Chers collegues professeurs,
Chers éleves,

(A A %A A A AAAdAAAAAAAAAAidAdAdidiidiiiidsiiasiiisiissasssiass
L'institut Pedagogique National a le plaisir de présenter a la famille scolaire un projet de manuel
de I’éléve pour la 5°™ année secondaire conformément aux nouveaux programmes de la réforme
de 1999.

Ce document a été réalisé dans des conditions marquées par l'urgence afin qu’il soit disponible
des la rentrée 2008 - 2009.

Il sera expérimenté a |'aide d‘une grille d’évaluation qui sera distribuée en cours d'année scolaire.

Il a été procédé a l'adoption d’une méthodologie particuliere mettant |'accent sur les points
essentiels dans le programme suivant une approche pragmatique qui privilégie les aspects
pratiques.
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i Ce choix a été traduit par le découpage du programme en terme de chapitres (12) et la mise en
: ceuvre d’une structure de chapitre permettant aux différents utilisateurs d'en tirer profit.
i Cette structure est ainsi congue:
: = “ Faire- savoir” : permet de déterminer I'essentiel du chapitre sous forme de résumé des
i points essentiels et incontournables.

. avoir - faire ": permet a I'éleve de mettre ses capacités a |'exercice, dans un premier
{ = “ savoir - faire ” t a l'éléve d tt ités a I’ ice, d i
( temps, en traitant des applications directes du cours et dans un deuxieme temps en passant
: aux Exercices de niveau avancé.
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L'IPN souhaite que les utilisateurs de ce projet de manuel lui fassent parvenir leurs remarques et
suggestions constructives pour qu’il puisse en tenir compte dans la prochaine édition.

Les auteurs
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I- NOMBRES ET CALCUL DANS R

=|H Faire savoir

Le cours

1. Rappel sur les ensembles de nombres

a) N est 'ensemble des entiers naturels
N ={0;1;2;3;4;5;6;7;8;10;11;12; ... }
L’ensemble N — {0} est 'ensemble des entiers naturels, non nuls et se note N*
b) Z est 'ensemble des entiers relatifs
Z=A{.;-2;—-1;0;+1;+2; ...}
Avec;
O Z, 'ensemble des entiers relatifs positifs : Z, = {0; +1;+2;+3; ...}
O Z_ I'ensemble des entiers relatifs négatifs : Z_ = {...; =3; =2; —1; 0}
Et;
Z=7Z,UZ_ et Z, N7Z_ = {0}
< L’ensemble Z — {0} est 'ensemble des entiers relatifs, non nuls et se note Z*
< 77 estl'ensemble Z, — {0} des entiers relatifs strictement positifs.
< Z* est'ensemble Z_ — {0} des entiers relatifs strictement négatifs.

¢) D est 'ensemble des décimaux relatifs
D ={..; —-548;...;0;...; 2,127; ...; 3,4; ... }
D ={ax10"; telqueaetn € Z}
Avec ;
O D, I'ensemble des décimaux relatifs positifs : D, = {a X 10™; telquea € Z, etn € Z }
O D_ I'ensemble des décimaux relatifs négatifs : D_ = {a X 10™; telquea € Z_etn € Z}
Et;
D=D,UD_ et D, nD_ = {0}
<{ L’ensemble D — {0} est "'ensemble des décimaux relatifs, non nuls et se note D*
< D% est 'ensemble D, — {0} des décimaux relatifs strictement positifs.
< D= estlensemble D_ — {0} des décimaux relatifs strictement négatifs.

d) Q est 'ensemble des rationnels relatifs
Q= {a/p telquea € Zetp € L'}
Avec ;
QO Q. I'ensemble des nombres rationnels relatifs positifs : Q, = {a/p; telquea €Z, etp €L” }
O Q_ I'ensemble des nombres rationnels relatifs négatifs : Q_ = {a/p; telquea €Z_etp €Z” }
Et;
Q=Q,UQ- et Q. NQ_={0}



< Lensemble Q — {0} est 'ensemble des rationnels relatifs, non nuls et se note Q*
< Q@ estl’ensemble Q, — {0} des nombres rationnels relatifs strictement positifs.
< QX est'ensemble Q_ — {0} des nombres rationnels relatifs strictement négatifs.
Caractéristique
Les nombres rationnels Q sont périodiques.
Exemple 1
13 13 —
- EQ car;7 = 1,857142857142 ... = 1,857142
e) R est 'ensemble des nombres réels ;
R = {a tel que a est un DDI*} * DDI = Développement Décimal Infini
Avec;
O R, = 1l'ensemble des réels positifs
O R_ =1'ensemble des réels négatifs

Et;
R=R, UR_ et R, NR_ = {0}

< L’ensemble R — {0} est 'ensemble des nombres réels, non nuls et se note R*

< R} est'ensemble R, — {0} des nombres réels strictement positifs.

< R est 'ensemble R_ — {0} des nombres réels strictement négatifs.
Remarque
Les nombres réels n"appartenant pas a Q sont appelés nombres irrationnels.
Exemple 2

Soita = 17,122333444455555666666... € R ; a estirrationnel car on voit qu’il n’est pas périodique.

Etbh = —12,01001000100001000001 ... € R ; b est irrationnel car on voit qu’il n’est pas périodique.
Ona;NcZcDcQcR

7Z\ D} Q] R

f) Repérage sur la droite numérique
N O [ M A
y 0 1 X a
Soit la droite (D) munie du repére (0; ). L’ensemble des nombres réels permet de repérer la totalité des

points de la droite (D). Autrement dit ; il existe une correspondance exacte appelée bijection, entre chaque
point d’'une droite graduée, et un nombre réel unique.

Ainsi, on peut donc définir R comme I'ensemble des abscisses des points d’'une droite graduée.

Exemple 3

Soit les nombres rationnels ; x = 4,735 et y = —0,1928.



Donner I’écriture fractionnaire de x et y.
Solution

x =4,735 = 1000x = 4 735,735 =4731+4,735=4731+x = 1000x —x = 4 731

1577
=>999x=4731=>x=4731+999$x=ﬁ

y=-0,1928 = 10000y = —1928,1928 = —1928 + (—0,1928) = —-1928 + y
1928
= 10000y—y=—1928:99993/:—1928=>y=—1928+9999=>y=—m
Exemple 4
a) Trouver la nature de chaque nombre en spécifiant le plus petit ensemble de nombresN; Z; D; Q; R

auquel il appartient :

51 5++2 8 —36
3V64; —; 4—10; ——; 2,6666; —; ;1074
A 442 3" 1,5
b) Y-t-il des nombres égaux dans cette liste ?
Solution
a) N |z |D|oQ|R Le plus !;)etlt ens.emble
auquel il appartient
364 =3x8=24| € | € | € | € | € N
50 5
— =—-—=172 (S (S (S D
4t 4 25 |
4—-10= -6 ¢ | €| €| e |E Z
5++2
¢ | &€ | &€ | &€ | € R
4442
2,6666 € | € | E | E/ E D
8
§ ¢ ¢ ¢ € € Q
BV ¢ | ele|ele Z
1,5
10~* = 0,0001 € | € | €E | €| E D

b) Il n’y a pas de nombres égaux dans cette liste.

2. Les regles de calcul dans R
Rappel sur le calcul de base
a) Egalité et opérations
Regles de calcul
Pour tous réels x,yeta,ona:
o x=yeSx+a=y+a
o x=y&Sx—a=y-—a
o x=ySxxXxa=yxXa(a#0)
e x=yox+a=y+a(a#0)
o x=yeta=b&eSx+a=y+b
o x=yox*=y*(x=0ety=0
e x=yoVr=[y(x=0ety=>0
b) Avec les parentheéses



Pour tous nombres réels a, b etc,ona:

a- Signe (—) :

aX (—b) =(—a)xb=—ab

Et (—a) X (=b) = ab

b- Produit nul :

ab=0a=0o0ub=0

c- Simplification :

ac=bc(c#0)&e=a=>b

d- Calcul littéral - Produits (identités remarquables) :
Pour tousréels a,b,c,d,x,yetz,ona:

. a+(b+c)=a+b+c

. a+Mb—-c)=a+b-c

. a—(b+c)=a—-b—-c

. a—(b—-—c)=a—-b+c

. aX(b+c)=ab+ac

. ax(b—c)=ab-ac

. (a+b)(c+d)=ac+ad + bc + bd

. (a—b)(c+d)=ac+ad — bc —bd

. (a+b)(c—d) =ac—ad + bc — bd

. (a—b)(c—d) =ac—ad — bc + bd

. (x+y)? =x%+ 2xy + y?

= (x—y)P=x?-2xy+y?

. (x+y+2)?2=x?+y2+ 22+ 2xy +2xz+2yz
P )+ - )P =26 +y)

" - (- y)? =4y

. (x+y)3 =x3+3x%y + 3xy3 +y3

. (x—y)3 =x3—3x%y +3xy3 —y3

= P 4yi =+ ) —xy +y2)

= -y = (- )+ xy +y?)
Exemple 5

1°/ Développer : (V3 +2)%; (V3 -=2)?; (V7-1)(V7+1).
2°/ Factoriser : f(x) = x> —4x +4 — 4 Gx - 2)2 ;
Puis résoudre I’équation: f(x) = 0.

Solution

1°9/(V3+2) =(V3) +2(V3x2) + (2> =3+4V3+4 =7 + 43
(V3-2) ' =(V3) —2(V3x2)+(2)? =3-4/3+4=7-4V3
V7-1)E7+1)=(7) -1)?=7-1=6

2 2

2°/f(x)=x2—4x+4—4(%x—2> =(x—2)2—4(;x—2>

=[(x—Z)—2(%x—2)”(x—2)+2(%x—2)]=(x—2—gx+4><x—2+§x—4)
=(x—-2-3x+4)(x—2+3x—4)= f(x) =(—2x+2)(4x — 6)



f(x)=0=>(—2x+2)(4x—6)=O=>—2x+2=00u4x—6=0=>5={1; —}

Exemple 6
1°/ Développer
A=Qa+3)% B=((Gb—-4)3

2°/ Factoriser

C=x3+8;, D=y3-27
3°/ Factoriser

E=8x3+12x2+6x+1

F =27y3 —54y? + 36y — 8

Solution
1°/
A=2a+3)3=2a)P+3%x2a)?>x3+3x(2a)x3%2+33
= 8a® + 36a? + 54a + 27
B =(5b—4)3=(5b)3—-3x(5h)> x4+ 3x(5b) x4%—43
= 125b% — 150b? + 240b = 64
2°/
C=x34+8=x34+23=(x+2)(x?—-2x+4)
D=y>-27=y*-33=(y=3)(y*+3y+9)
3°/

E=8x34+12x>+6x+1=(2x)>+3x (2x)2x1+3x (2x) x 12+ 13 = (2x +1)3
F=27y3—-54y2+36y—8=(3y)> —3%XBy)?x2+3x(3y)x22-23=By-2)3
Exercice 7
Démontrer par développement ou par factorisation les.identités précédentes
c) Avec les quotients

a- Signe (- ) :
Pour tous nombres réels'a,b,c,d et k,ona:

—a a a —a a
—=—=——et—=—

b —-b b —b b
b- Simplification :

%z%(sikiO)

c- Egalité :

a ¢
Eza@adzbc(b;to;dth)
a ¢ a ¢ a+c a-c
b d b d b+d b—d
d- Addition :

a ¢ a+c a ¢ ad+bc
b b b “bTd” " bd

e- Multiplication :
I a_ka taxc_ac
50 b7 d T bd

f- Division :



a a
1 b a ac E_a_g_axd_ad
Q" a’b b’'c bc’'E b c bc
b C d
Exemple 8
Calculer les quotients :
2 2 1
aot,3 5 ,_5%2
15 7 3_1
2 3 4 6
Solution
2
_1.3 3=2 23 3=2 - 3=2+4+04-3=-0,6
a—I+§— = +§X§— = +§— =2+4+04—-3=-0,
2 3
2.1
b—§+7—(2+1>'(3 1)_(4+5)_<18—4)_9X24_9><24_54
3 1 \5 2/ \4 6/ \10/) \ 24 )] 10714 10x14 35
4 6

d) Avec les puissances entiéres de réels
Définition
Pour tous a et b réels, et tous m et n naturels,

ASin>0;a%"=aXaXxaX..Xa
n facteurs

ASin=0;a’=1
_ 1
QSln<0;a”=aTn (a+0)

Regles de calcul

e aMmxqh=qgmtn
o (am)" = gmxn

e (axb)"=a"xb"

o —=aq

°
~
Sl
~

S

Il

c'la
3| 3

Exemple 9

Mettre sous forme de a X 10™ (a € Z et n € Z), les nombres suivants :
5 2

153 x 1074 + 32 x10~3 — 16 X 105 ; (5)2 x (- 5)3 ;[(~0,01)213; [(—0,2)%]2

Solution

153 x107* +32x 103 -16x107°=(1530+3200—16) x 107> =4714 x 1075
5\ 20 52x28 2 »

() *(-5) =g =—g="04=-1x10

[(=0,01)*]® = [(=1072)?]® = 10712

[(=0,2)}1? = [(-2x1071)3%]? = 64 x 107°

e) L’écriture scientifique d’un décimal relatif

Définition



La notation scientifique d’un nombre décimal relatif est de la forme a X 10P ou, a est un décimal ayant un
seul chiffre non nul avant la virgule, (1 < |a| < 10), et p est un entier relatif.
Exemple 10
Donner I'écriture scientifique des nombres décimaux suivants :
A=5012,563; B =42000; C =-0,64908; D =—237x10™% E = 0,00891 x 103
Solution
A=5012,563 =5,012563 x 103, B =42000 = 4,2 x 10*
C =-0,64908 = —6,4908 x 107%; D =-237%x10"*=-2,37x 1072
E =0,00891 x 103 = 8,91 x 10°
f) Nombres premiers
Définition 1
Soit a et b deux entiers naturels.
On dit que b est un diviseur de a (ou que a est un multiple de b), s’il existe un entier naturel k tel que
a=k.b
Définition 2
On dit qu’un entier naturel p est premier s’il possede exactement deux diviseurs; 1 et lui-méme.
Propriété
Tout entier naturel n = 2, se décompose en un produit de facteurs de puissances de nombres premiers.

Cette décomposition est unique, a I'ordre pres des facteurs.
Exemple 11

5821200 =16 %x27 X25%49 x11 =2*%x33x5%2%x7%2x 11!
3539250 =2%x9Xx125%x 121 x 13 =21x3%2x53%x11%x 131
35919936 = 64 X 81 X 169 X 41 = 2° x 3% x 132 x 411

g) Avec les racines carrées

Définition

Soit @ un nombre réel positif, on note ¥/a le seul nombre réel positif tel que ;
(Va)' =a

a- Regles de calcul

Pour tout réels positifs a et b, on a ;

A Va? = (Va) = aetva® = (¥a)" (nentier)

O Vaxb=+axVb

o i1

b b
OvVa+b<va+b
N +va? = |a| (pour tout a € R)
b- Expression conjuguée
Exemple 12
L’expression conjuguée de : V2 + 1 est V2 — 1
L’expression conjuguée de : 3 — 4+/5 est 3 + 4+/5
L’expression conjuguée de : V5 + /7 est /5 — 7
L’expression conjuguée de : 5v3 — 3v/2 est 5v/3 + 32



c- ’équation x> = a

Sia > 0;ilya 2 solutions; va et —+a
Sia=0;ilyalsolution; 0

Sia < 0;iln’yapas de solution.
Exemple 13

1°/ Simplifier : §; = 5V45 — /80 + 2/180;
S, = 5V48 — 24/75 ++/27.

2°/ Ecrire sans radicaux aux dénominateurs :

U o423
V3+2] V7-V3' T 5v2+3
Solution

1°/ S; = 5v45 — /80 4 2v/180 = 5V/9 X 5 — V16 X 5 + 2v/36 X 5 = 5 x 3v/5 — 45+ 2 X 6v/5
= 15v5 — 4v/5 + 12v/5 = (15 — 4 + 12)V5 = 235
S, = 5v48 — 24/75 + V27 = 5vV16 X 3 — 2v/25 x 3 + V9 X 3 = 5 X 4v/3 =2 x 5v/3 + 3V3
=20vV3—10vV3+3V3=(20-10+3)vV3 =13V3

2°/ Je multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur
1 3—-2 3-2

A= = V3 = V3 =2—-+3

itz (VB+2)(V3-2) 3-4

2V3 23(V7++3)  2V21+6. 2V2T+6 +21+3

B

VTV (VT-V3)(T+3) | 78 4 2
_42-3 (4V2-3)(5vV2-3) 40-12vV2-15V2+9 49-27V2
S 5v2+3  (5v2+3)(5v2-3) 50 -9 oM

h) Avec la valeur absolue
Définition
Soit x un nombre réel :

e |x|=xsix=20

o |x|=—-xsix<0

Regles de calcul

Soit x et y deux réels, et a et b deux valeurs réelles :
X |x| =0

X lx|=0=x=0

X x| =|—x|

X Vx2 = x|

X Ix] x|yl = |x x yl

X |x|
al- 5
vl Iyl
x=y
&le=lyl<=>{ ou
xX=-y
X |x+ vyl < |x|+ |yl



X |x™| = [x|™

X |x|<ae —a<x<a

X x| >ae x< —-aoux=>a

X lx—al<bsa—-b<x<a+b

Exemple 14

Trouver a chaque fois le ou les réel(s) x tel(s) que :

a)lx|=7;b)|x| =—4;¢c)|x—4|=1;d)|1 —2x|=3;e)|x=5|<2;f)|x+1|=7.
Solution

a)lx|=7Tex=-TToux=7)=85S={-7;7}

b) [x| = —4 = § = ® il n’existe pas de solutions.
Ax—4l=1x—-4=-1oux—4=1)dot,x =3 0oux=5= 5 = {3;5}
d|1-2x|]=3 @ (1 —-2x=-30ul—-2x=3)dou,x=20ux=-1=8={-1;2}
e)lx—-5|<2e (-2<x-5<2)dou,3<x<7=85=]3;7]

fllx+1|=27 x+1<—-T7oux+1=>7)dol,x<—-8oux=6=>8=]—0; —8]U[6; +x[
Exemple 15

Ecrire sans la valeur absolue

V12 — 4
3—V13|; |————
| | 5—+24

Solution
Comme;3<\/ﬁ=>3—\/ﬁ<0
Commeona;opp(3—v13)=vV13-3>0=
|3-v13|=v13 -3
Comme; V12 —4<0et5—v24>0=|V12 - 4|=4=+V12et|5—-v26| =5-26
Vi2—4| [VI2-4] 4-V12
~ [5-v26| . [5-v26| 5-v26

i) Ordre — encadrement et opérations

Regles de calcul

Pour tous réels a, b,x et y,ona:
Xa<0et0O<b=a<bh
Xx<yeox+a<yta(a€R)
Xx<yex—as<y—a(a€eR)
Xx<yexxasyXa(a>0)
Xx<yeoSxxazyxa(a<0)
Xx<yex+asy+a(a>0)
Xx<yex+azy+a(a<0)
Xo<x<yet0<a<b=0<ax<by
Ma<b<0s=0<-b<-—a
&OSaSb@)OSlSl

b~ a
K0<x<ye0<x?<y?
&OSxSy@OS\/Es\/}
j) Intervalles de R — Ordre — Encadrements



Définition
Soit a et b deux réelstelsque a < b;
Un intervalle est un sous-ensemble de R caractérisé par des inégalités :

inégalités Représentation Intervalles
asx<b | 0 __ b [ x € [a; b]
aS= =) h
a<x<b Qg b g x € [a; b
—= —
a<x<bh ga b x € ]a; b]
a<x<b a b | x € Ja; b[
- —
x2a | o o, x € [a; +0]
a —m
x>a a x € la; +oo[
I TR
x=a ] a X € |—o0;al
T
x<a « "C; x € ]—o0;a[
<« a2 24 Hree ® POo 2P PY L
x€R e x € ]—OO; +O°[

Centre et rayon d’un intervalle
Soit a un nombre réel, et soit r un réel positif. Pour tout nombre réel x on a;
Ix—a|<re-r<x-as<rea-r<x<a+rexela—-r;a+r]
a est appelé centre de l'intervalle et r son rayon et, plus généralement ;
a+b, b—a
| <

<x<bs —
asx=s X 2 2
e e a+b . R _ b—a
......... en re - 2 ’ ayon B 2

. ( i )| "

( )

a—r a at+r

) T = r
p ( . ) 5

L J

a 0 b

P = ke - d

_b—a _b+a
T_T O_T
a- Intervalles a branches extérieures
+b b—a
xSaoube(:|x+ |2
2 2
b- Distance dans R
a+b b—a
anSb@d(x; > ) < 5



a+b b—a

a<x<b&sd (x; ) <
2 2

c- Interprétation géométrique
Soit a et b deux réels quelconques avec a < b (ou a = b) sur une droite graduée (d) munie d’'un repére
(0;1). Soit A et B les points d’abscisses respectifs a et b. Par définition, la distance des réels a et b, notée
d(a; b) est la distance AB.Ona; d(a;b) = AB = |a — b| = |b — al. En particulier, si M est un point
d’abscisse x (x € R), alors, d(x;0) = |x — 0] = |x| = OM.
(La figure suivante est faite avec a > b et x < 0).

——

M
t
x

(=3 )

> T ™
8 +x

Exemple 16

Ecrire a I'aide d’intervalles, de la valeur absolue les inégalités suivantes:
a)1<x<6;b)-5<x<-3;¢)2<x<5;d)-11<x<-1;e)-7<x<8f)55x<16
puis exprimer les en terme de distance.

l<x<6 € 1L 6 1+6<7—1 | 7|<5d"d( 7)<5

= ; = — = — A - = —
a)l <x< X ; X > | =3 x—plszdond|x )<

-5+ (-3 -3—-(-5

b)—-5<x<-3x€e]-5 -3[e|x— 2( )‘S 2( )<=>|x+4|31d’oi1,d(x;—4)§1

2<x<S5eoxel-2 5 | _2+5|<5_(_2)<=> 3|<7d"d( 3)<7

- = -2; 5[ |x — —-—l <= ;=) <=
c) X X ; x > < > Xx=g| =5 doud|x o)<

—11+(-1)] —-1+11 121 10

d)—11<x<—1<:>xe]—11;—1[<=) X — > < > (:)|x+7 <7

12
@d(x; ——><5

2
rsrsvoscinglaf S Do B )
B < —/ele X = Slk—-|<— )< 22
O rEx=terely RN S ) '2) =72
5<x<16 & E[S-l6]<:>| 5+16|<16—5@| 21<11<:>d(-21)<11
Po=xs= e T2 12 To1ER ) =72

3. Ordre — Encadrement — Calcul approché

a) Ordre dans R

Définitions

Soit a et b deux nombres réels.

a < b signifie que b —a = 0 (b — a est un réel positif).

a < b signifie que b —a > 0 (b — a est un réel strictement positif).

a = b signifie que b —a < 0 (b — a est un réel négatif).

a > b signifie que b —a < 0 (b — a est un réel strictement négatif).

b) Le majorant et le minorant

m est le minorant d’'un ensemble E, signifie que ;
VaeE=m<a

M est le majorant d’un ensemble E, signifie que ;
VaeEE=>a<M



c) Propriétés

1°/ Pourtousréelsa, betc,ona:

a<beth<aea=b

a<beth<ceac<c

2°/ Soit a et b deux nombres réels ;
Pourtoutréelc;a<b<=a+c<b+c

Pour tout réel positifc ;a < b < a.c < b.c

Pour tout réel négatifc ;a < b & ac = bc

En particuliera <b = —b < —a
Pourtoutréelsa,b,cetd;a<betc<d=a+c<b+d
Pour tout réels positifs a,b,cetd ;a < betc <d= ac < bd

Pour tout réels positifsaetbh;a< b & a2 <b%?,a<b <=+Va<+b
1

Pour tout réels strictement positifsaetbh;a < b = i > 5

Exercice 7

Démontrer les deux propriétés précédentes.

Remarque

La partie entiére E(x) d’'un nombre réel x c’est le nombre entier ntelque;n<x <n+1
Exemple 17

1-On donne les encadrements suivants :

1,414 < V2 < 1,415

1,732 <3 < 1,733

2,236 <5 < 2,237
En déduire des encadrements pour :

V6: V10; V15; jE; 3V5;, =4V3; 5V2; 3V5 —4V3
2 5v2

Solution

1°/ 1,414 < V2 < 1415 et 1,732 < V3 < 1,733
= 1,414 x 1,732 < V2 x¥/3 < 1,415 x 1,732
= 2,449048 < V6 < 2,452195
2°/ 1,414 <2 < 1,415 et 2,236 <5 < 2,237
= 1,414 x 2,236 < V2 x /5 < 1,415 x 2,237
= 3,161704 < V10 < 3,165355
3°/1,732 <3 < 1,733 et 2,236 < V5 < 2,237
= 1,732 % 2,236 < v/3 x5 < 1,733 x 2,237
= 3,872752 < V15 < 3,874988
4°/3,872752 < V15 < 3,874988
et 1,414 < /2 < 1,415

3,872752 /15 3,874988

1414 NG < 1415




/15
= 2,738862 < > < 2,738507

5°/ 3x 2,236 <3 xV5<3x2,237
= 6,708 < 3V5 < 6,711
6°/ —4x 1,732 > —4 x /3 > —4x 1,733
= —6,928 > —4+/3 > —6,932
= —6,9321 < —4V/3 < —6,928
7°/5x 1,414 < 5 X2 < 5 x 1,415
= 7,07 < 5vV2 < 7,075
,,6708—-69321 3V5-4v3 6,711-6,928
7,07 ST v S 7,075
3V5 — 43
5v2

= —0,031697 < < —0,030671

d) Valeur approchée-Encadrement

Définition

Soient a et b deux nombres réels, € un nombre réel strictement positif.
b est une valeurs approchée de a a ¢ prés signifie que ; la — b| < ¢

€ est I'incertitude de I'approximation ou de la valeur approchée.
Exemple 18

a) Donner des valeurs approchées (sans oublier l'incertitude) de x et de y en utilisant les encadrements ;
22
2,15 <x<2,18; 3,14Sy$7
b) Traduire par un encadrement chacune des informations suivantes ;

X 0,818 est une valeur approchée & 1073 prés de 19—1

X 2,351 est une valeur approchée a 2 X 10~% prés de A.
Solution

a) Les valeurs approchées
215<x <218 = x =2,165a0,015 pres

22
314 <y <~ =y=3141420,0014pres

b) Traduction par des encadrements

Information Traduction
0,818 est une valeur approchée a 1073 prés de % 0,818 < i <0819
2,351 est une valeur approchée a 2 x 10™* prés de A 2,351 < A< 2,352

Exercices généraux
Ensembles de nombres
Exercice 1.

a) Les nombres rationnels suivants sont-ils décimaux ?
21 216 497 4 x (17 1)

% 72 17 161



b) Donner dans chaque cas si la réponse est négative, I'écriture sous forme de fractions irréductibles

Exercice 2.

Les nombres réels suivants sont-ils rationnels ? Décimaux ? Entiers relatifs ? Entiers naturels ?

4 3n V50 2 5
55 10,/0,09, 0 (V2-1), ot

Calcul sur les puissances
Exercice 3.
On pose a, b, ¢ des réels non nuls. Simplifier ;
a~2a3a’ (@3h%)(a?b)-1 a~2p~> a_5<a‘2>_2 (a?b)3b?c3
’ asa~2’ a8 a?c(bc?)3

a*a3a?’ a=*

Mettre les résultats sous la forme a™, a™b? ou a™bPc1.

Exercice 4.

Calculer et simplifier :
2 2
11
- (@3 - (-2
7 11 7 11

Exercice 5.

Sans calculatrice, simplifier :
2\ 0.0 (1) _ (ax1073)?
a=(3" x159;8= (=) x =L

20 0,025

Exercice 6.

Effectuer les calculs suivants en donnant les résultats sous forme de produits de puissances de nombres
premiers, simplifiés :

A= 43 _ 83x(-45)7 _22x375x25
(-2)5 "’ (-15)6x103 ’ 10x32x573 °
1 3 1 16x10 8x81x107°>
D=-—=)X—; L .
3 4 15 2,43%X103x256x10712

Calculs sur les nombres premiers

Exercice 7.

Donner la décomposition en produit facteurs premiers 140; 2 500; 1 728 000
Exercice 8.

A. Décomposer 84 et 630 en produits de facteurs premiers,

B. En déduire le PGDC(84;630)

84
C. En déduire la forme irréductibles de =30

Exercice 9.

1°/ Décomposer 1 624 en produit de facteurs premiers ;

o . . g . 1624
2°/ Ecrire sous forme irréductible A = 5



3°/a) Trouver le Plus Petit Multiple Commun PPCM (1 624 ; 70);

b) En déduire la valeur exacte de B = % + 710 (sous forme irréductible) ;

4°/ Ecrire /1 624 sous la forme av/b (a et b naturels et a > 1) ;

Ecriture scientifique
Exercice 10.
Donner I'écriture scientifigue des nombres ;
593,7; —0,051; 35 x 107*; —73.000
Identités remarquables et équations
Exercice 11.
1°/ Montrer que : gest une solution de I'équation 3x? + x — 2 = 0, y a-t-il une autre solution pour cette
équation ?
2°/Résoudredans R: a)x?=5; b)x*=-3;
3°/Résoudredans R:  4(2x — 1)? = 25(5 — x)?;
4°/ Résoudre dans R : x+1)B—-—x)=x+1.
Exercice 12.
1°/a et b sont des réels, développer ;
A= Qa+3)3 B=(5b—4)3

2°/ x et y sont des réels, factoriser ;

C=x3+8;, D=y3—-27
3°/ x et y sont des réels, factoriser ;

E=8x3+12x%2+4 6x +1

F = 27y3 — 54y? + 36y — 8

Développement — Réduction — Factorisation — équations produit-nul
Exercice 13.
1°/ Développer et réduire: A = 4(3 — 2x)%> — (2x — 7)(1 — 5x) ;
2°/ Calculer la valeur exacte de : B.= —x* + 4x — 1 pourx = 2 — \/§;
3°/Soit: C = —2x*+ 11x =5, montrerque C = (2x — 1)(5 — x) ;
4°/ Montrer que 1x* —x — 1 = (x—%)z —Z.
Exercice 14.
Factoriser puis résoudre I'équation dans chaque cas :
2x+3)(x—4)—302x+3)(Bx+5)=0; 3x*—x=0; 4x3—25x=0;
Qx—1)(—4x+3)—-32x—1)*=0; 4x*—9(5x— 2)*=0;
(x+1)3—-16(x+1)=0;x*—4+(x—-2)(3—-5x)=0.

Equations quotients
Exercice 15.

Résoudre dans R les équations suivantes :



2 -3 x2+2x 2x-5 x+1
—=—; b) =0; c) =

x+1  x—=2 x+1 2x—5 '

a)

Mettre un probléme en équation et le résoudre
Exercice 16.
1°/ Montrer que pour tout x € R :
x*=2x—-3=(x+1(x—-3)
{x2—6x+5 =(x—1)(x—-05).
2°/ Trouver trois entiers consécutifs qui soient les mesures des cétés d’un triangle rectangle.

Exercice 17.

Trouver deux réels dont la somme soit 22 et la différence de leurs carrés 88.

Forme adaptée au probléme posé

Exercice 18.

Ondonne P(x) = 5(x? —9) — (x — 5)(6 — 2x).

1°/ Développer et réduire P(x).

2°/ Factoriser P(x).

3°/ Trouver la forme convenable pour résoudre les équations :
a)P(x)=0;

b) P(x) = —15;

c) P(x) =7x+5.

Exercice 19.

Soit A = x* + 4x + 21 (forme 1).

1°/ Montrer que pour tout x, 4 = (7 — x)(x + 3) (forme 2).
2°/ Montrer que pour tout x, A = —(x = 2)2+ 25 (forme 3).
3°/ En choisissant la bonne écriture de A :

a) Calculer la valeur exacte de A pour x = 2 + V2;

b) Résoudre A =0 ;

c) Résoudre A = 21 ;

d) Résoudre A = 16 ;

e) Résoudre A = 7 — x.

Exercice 20.

Soit A = ?’xj;% (forme 1), définie pour x € E = R\ {—2;2}.

5x+14
x2—4

1°/ Montrer que, pourtout x € E,A =3 +

(forme 2).

2
x?—4"

2°/ En choisissant la bonne écriture de A ; résoudre A =

Calcul avec les quotients



Exercice 21.
Simplifier ;

1

1I
T3

N| =

Exercice 22.
Simplifier ;

1 1 1
x—1 x+1 x2—1

Exercice 23.

Soient a, b et c trois réels non nuls.

1 1 1
a) Ecrire 2 + 5 + z sous forme d'une seule fraction

101 1
b) Montrerque51E+E+E=O,alors(a+b+c)2=a2+b2+c2

Le vérifier poura = 2,b = 3 etc = —1.
c) La réciproque est —elle vraie ?

Exercice 24.

; aps 7z L7 2 3 4 1 - x5
Vérifier I'égalité; 1 + x + x* + x°> + x* = 1
successivement pour x = 0,x = —letx = é

Le démontrer pour x quelconque différent de 1.

Exercice 25.
Donner 'écriture fractionnaire de
x+2 5+4x

A=
3—x+x+1

Exercice 26.
Donner la fraction correspondante au quotient rationnel dans chaque cas :
x =2,25; y.= 0,463 z = 45,8473 ;

Calcul sur les racines carrées

Exercice 27.

Simplifier

a) (VZ=3)(VZ+3),b) (V5 —1)",0) V3Z + V42, d) V2 + 1 x V2 — 1

Exercice 28.

Ecrire chacun des nombres suivants sans radicaux aux dénominateurs :



2 1 V2443
V5 V2-1" " 5vV3+3v2

Exercice 29.

En déduire une expression simple de la somme ;
1 1

1 1
N==+ + e
1 V2+vV1 V2443 V100 + /99

Exercice 30.
Le nombre 1+T\/§ est appelé nombre d’or, et on le note .
a) Comparer ¢ — 1 et%

b) En déduire que ¢ est une solution de I'équation x? = x + 1, puis calculer.@?.
c) Montrer que, pour tout entier naturel n, ¢ est une solution de I'équation ; x™*t2 = x"*1 4 x™.

d) Calculer alors @3 et @*

Valeur absolue

Exercice 31.

Calculer chacun des nombres suivants ;
3 1 1 1 5 1 1 2
5 33Tz T2 5T

Et donner le résultat sous forme d’une fraction.

Exercice 32.
Ecrire sans valeur absolue les réels suivants ;
3 2 5
a= 7—§|,b =[107],c =11,7 =+¥/3|,d = |n? — 10],e = |(§— \/3) (—3)|
Exercice 33.

Résoudre dans R les équations suivantes ;
a) |x + 2| =5 b) |x + 2| = -5, c)|2x—1] =3, d)|2x + 1| = |x + 3]

Exercice 34.

Résoudre dans R'les inéquations suivantes ;

1
a) x| <3, b) |5x — 1| <3, o) |x| =3, d)|2—§x|>1

Calcul sur les intervalles

Exercice 35.

Ecrire sous forme d’intervalles chacun des ensembles suivants :
a) L'ensemble I; des x telsque 3 > x = =5;

b) L'ensemble I, des x tels que 0 < x < 51 ;

d) L'ensemble I5 des x tels que 2 < x ;



e) L'ensemble I, des x tels que x > —3;
f) L'ensemble I des x tels que —4 > x .

Exercice 36.

On appelle intersection de deux intervalles I et J ’ensemble des réels qui appartiennenta I et a /. On la note
Inj.

On appelle la réunion de deux intervalles I et ] I'ensemble des réels qui appartiennenta I ou a /. On la note
1U].

1°/Soit I = |-5;4] et] = [2;7[. DéterminerINJetI U]J.

2°/ Soit K = |—o0;3[ et L = [4; +oo]. Déterminer KN LetK U L.

Exercice 37.

A l'aide d’'un schéma adéquat, déterminer I'intersection et la réunion des deux intervalles donnés ;
a)l =]—oo;1[et] = [-3; +oo]

b) I =]-5; +o[et] = [4; +oo[

) =]-co;1[et] = ]1; +oof

Exercice 38.

Donner sous forme d’intervalles ou de réunion d’intervalles, les ensembles des réels x définis par les
conditions suivantes ;

a)x <3etx>-1, b)x >220ux <1, ¢)Jx €R,

d) x S%etx >—-1,e)x<3etx#-1, f)x € ]R{\{—\/Z\/f}

Exercice 39.

Dans chacun des cas suivants, représenter les intervalles I et J sur une droite graduée. Déterminer ensuite
INnjetlU]J.
; 6[

a)l=]-51[et] = |-
b) = |-2; — 2| et/ = [-2; 4ol

) [ =|—o0;V2[ etJ =]1,413; 1,415[.

AN RS

Ordre dans R

Exercice 40.
Comparer les nombres réels suivants ;

23 231 99 990 23 239
a)ﬁetﬁ, b)ﬁetﬁ’ c)ﬁet@

d)3et95, e)2v3et3vZ, f)(V5) etsS
g) V3 —V2et V2 -3, h) V13 —V8et V14 +7

, 1 1 ,
l)ﬁ_ﬁetz_ﬁ, )7 —=3V5et V14 ++7

Exercice 41.



Dans chacun des deux cas suivants, ranger par ordre croissant les réels ;
28 25 27 28 28 26

Y2 28 28 26 25 18
b)V17+3v2, 4+v19, V5(V3+2)

Exercice 42.
Soient a et b deux nombres réels de ]0; 1]
a) Quel est le signe de (1 — a)(1 — b),

1 1 1
b) Comparerg + S et 1+ —

Exercice 43.

a, b et ¢ sont des réels strictement positifs.
a a+c

a) Comparer — et —,
b b+c

b) Comparer par les applications :

3 3+42 V7 N7 +V11
Q) - et ——

77 vz D v

Exercice 44.

x et y sont deux nombres réels strictement positifs.
Démontrer les inégalités suivantes :

x Yy ,
—+==2, b < l X < <
a)y+x_ )six <yalors,x < . Jxy <y

1 1 1
S <
C)x+y<x+y' d)Jx+y<vVx+y
Exercice 45.

Démontrer que pour tous-nombres réels a et b.
(a+b)? =a®+ 3a?b + 3ab? + b®
On suppose de plus que; a et b sont positifs.
Démontrer qu’alors’;
(a + b)3 a® + b3
<
2 2

Valeur absolue

Exercice 46.

a et b sont deux nombres réels.

a) On suppose que |a + b| = |a| + |b| (1)

En élevant I’égalité précédente au carré, démontrer que ; |a| X |b| = ab.

Que pouvez-vous dire des signes de a et b ?

b) On suppose que a et b sont de méme signe, démontrer qu’alors, I’égalité (1) est vérifiée.
c) Résoudre dans R I'équation ; |x? — 3x + 1| = |x?| + |-3x + 1]



Exercice 47.
Résoudre dans R les équations :
a)l4x+3|=2,b)|—-x—1| =-2,¢) |2x + 1| + [x — 5| = 6,

d) 13x+2| — lx =7 =3,¢) |22 = 2

Exercice 48.

Voici cing fagons de décrire un méme ensemble
a) x € [2;6] (en termes d’intervalle)

b) 2 < x < 6 (en termes d’encadrement)

c) |x — 4| < 2 (en termes de valeur absolue)

d) d(x; 4) < 2 (en termes de distance)

e) (représentation géométrique)

— ¥ ;|
L x -
2 6

Traduire de chaque fagon les ensembles suivants :
a)x € [2;6],b)x €]1;5[,c) -6 <x < -2
d-5<2x<5,e)|lx+2|<2,f)|3—x|]<4

g)
C x -
L ' |
4 6
h)
- x C
J ' L
-3 1
Exercice 49.

Caractériser par une inégalité du type, (ou r est un réel positif) ;
|x —al <7, |lx —al <7, lx—al=r ou |x—al>r
Les nombres réels appartenant aux ensembles A, B, C et D représentés géométriquement par :

= o | — —

o - | . -
@ -1 3 -1 3
| L
= | |
-5 -2 D] -5 =2
Exercice 50.

Représenter graphiquement et écrire sous forme d’intervalles ou de réunion d’intervalles, 'ensemble des
réels x vérifiant ;
a)lx—2|<3,b)|12x—1]<2,¢)|x+2|=1,d)|x| >1,e)|2x—3] =5,f)1 < |3x+ 1] < 3.

Calcul approché
Exercice 51.
Soit A(x) = 2x — 5. Encadrer A(v/2) sachant que 1,41 < /2 < 1,42.



Exercice 52.

. , . 1
Dans chacun des cas suivants, déterminer des encadrements de x + y, x — v, xy, x2, =

< xR

a)2,1<x<22 et 33<y<34;
b)-15<x<-14 et 5<y<5]1;
c)—41<x<-4 et -09<y<-08.

Exercice 53.

On donne 1,732 < V3 < 1,733 et 2,236 < /5 < 2,237 ?
a) Donner les meilleurs encadrements possibles de :

2v5 —3+/3
V5 + 2V3, —
2
b) Comparer V5 — /3 et NN

c) Trouver les nombres entiers a et b tels que ;

Encadrer séparément ces deux nombres..Quelle observation faites-vous ?

ax102<v/15<(a+1)x 1072 et bx10‘2<\/§<(b+1)x10‘2.

Exercice 54.

Encadrer avec le plus de précision possible les aires (A) et volumes (V) des solides donnés.
a) Pavé droit d’arétes a, b, c

Cas1l:

3,15 est une valeur approchée de a 8 5 x1072 prés.
2,35 est une valeur approchée de b a5 X 1072 prés.
4,25 est une valeur approchée de c 85 X 1072 prés.
Cas2:

99<a<10,56<b<5733<c<34.

b) Cylindre de rayon R et de hauteur h.

Cas1l:

25<R<26et78<h<?79.

Cas2:

R=4310"3prés,h=531073.

c) Sphere de rayon R.

Casl:

7<R<73

Cas2:

R =6231072 prés.

Rappel :

Pour le pavé ; A = 2(ab + ac + bc) et V = abc.
Pour le cylindre ; A = 2rR(R + h) et V = wR?h.

Pour la sphére ; A = 4nR? etV = gnR3.

Exercice 55.



Soit x et y deux nombres réels strictement positifs tels que ; x < y. On note :
x+y 2
= > g =/xy, h=-——

+

a

Xl
<k

a) Montrerque x < heta <y;

b) Montrerque g < a;

c) Montrer que g2 = ah. Endéduireque h < g ;

d) Ranger par ordre croissant les nombres : x,y,a, g et h.

(a, g et h sont appelés respectivement : moyennes arithmétique, géométrique et harmonique de x et y).

Exercice 56.

a) Compléter le tableau suivant :

a (degré) 1° ] 2° | 3° | 4° | 5° | 6° | 7° | 8° | 9° | 10°

a (radian)

sin

cosa

b) Comparer a en radian et sin . Que remarque-t-on ?
¢) Quelle approximation peut-on donner a cos a pour a petit. ?

Exercice 57.
Soit x € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5; } etn € {1, 2,3,4}.
a) Comparer (1 + x)™ et (1 + nx) pour toutes les valeurs de x et de n.

Ecriture scientifique et approximation
Exercice 58.

1°/ Donner |’écriture scientifique de A =1 110,23 et de B = 0,0001908 ;
2°/ En déduire I'ordre de grandeur du produit AB.



II- FONCTIONS POLYNOMES

=|H Faire savoir

Le cours

1. Les fonctions monomes

Caractérisation

Définition

On appelle une fonction mondémes (ou un monéme), toute fonction de la forme ;

F(x) =ax™aveca € Retn €N

a est appelé coefficient du monéme et n le degré du monoéme.

Exemple 1

A(x) = 5x?, B(x) = —/3x; C(x) = —;x‘*;

D(x) =13, E(x) = =8x7, F(x) = 4,85x3.
Les monbmes sont de degrés respectifs ; 2;1; 4; 0; 7; 3.
2. Les fonctions polynomes
Définition
On considere comme fonction polynéme (ou un polynéme), toute somme algébrique de fonctions

monoémes.

Exemple 2

5
Flx) = —7x4+5x3—2x2+§x+\/§—5x5

2
H(x) = 3x2 —8 + 2x3 —3X= 5v2x°

a) Simplification des fonctions polynomes
Pour simplifier une fonction polynéme, on additionne tous ses monémes de mémes degrés entre eux.
Exemple
Soit la fonction polynéme ;
P(x) =—-12x2+8—7x —5x3 4+ 4x% +8x — 16 + x3 — 2x°
Simplifier et ranger par ordre croissant P.
Solution
P(x)=8—16 —7x + 8x — 12x% + 4x? — 5x3 + x3 — 2x°
=8-16+(—-7+8)x+ (=12 +4)x?> + (=5 + 1)x3 — 2x°
= -8+ x—8x%2 —4x3 — 2x°



P(x) = —8 + x — 8x% — 4x3 — 2x°

3. Polynome simplifié et ordonné

a) La forme générale d’une fonction polynome réduite et rangée dans I’ordre croissant de
ses puissances est ;

P(x) = ag +ax + CLZXZ + a3x3 + -+ a,x"
ol; aj(o<icn) € Retn € N.
Exemple

Dans I'exemple 2, les polyndmes F (x) et H(x) réduits et rangés dans I'ordre croissant de leurs puissances
sont ;

5
F(x)=\/§+§x—2x2+5x3—7x4—5x5

2
H(x) = -8 —3X + 3x2 + 2x3 — 5v/2x°

b) La forme générale d’une fonction polynome réduite et rangée dans I'ordre décroissant
de ses puissances est ;

P(x) = apx™ + =+ azx3 + a,x? + a;x + a,
oU; a;o<i<n) € Retn € N.
Exemple

Dans I'exemple 2, les polynémes F (x) et H(x) réduits et rangés dans I'ordre décroissant de leurs
puissances sont ;

5
F(x) = —5x5—7x4+5x3—2x2+§x+\/§

2
H(x) = —5vV2x° + 2x3 + 3x2 — 3%~ 8

Exemple 1
Soit la fonction polynome ;
F(x) = —7x+3x?>—8+21x>—11x + 5 — 7x% + 2x* — 6x°
Simplifier le polynéme F et ranger-le dans I'ordre croissant puis décroissant des degrés de ses monémes.
Solution
Simplification :
F(x) =—-7x+3x>—8+21x>—17x +5 — 7x?
=—-8+5—7x—17x + 3x? — 7x? + 2x* + 21x> — 6x°
Ordre croissant :

F(x) = —3 — 24x — 4x* + 2x* + 15x°



Ordre décroissant :
F(x) = 15x5 + 2x* — 4x?> — 24x -3

4. Cas particuliers

X P(x) = 0 (Monéme nul de degré non défini).

X P(x) = a (a # 0) (Forme particuliere d’'un monéme constant de degré 0).

X P(x) = ax (a # 0) (Forme particuliere d’un monéme du ler degré).

X P(x) =ax+ b (a # 0)(b # 0) (Forme particuliére d’'un binbme du 1er degré).

X P(x) = ax? (a # 0) (Forme particuliére d’un monéme du 2iéme degré).

X P(x) = ax?+ b (a # 0)(b # 0) (Forme particuliére d’un binéme du 2iéme degré).
X P(x) = ax? + bx (a # 0)(b # 0) (Forme particuliére d’un binbme du 2ieme degré).
X P(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0) (Forme générale d’un trinéme du 2iéme degré).

X P(x) = ax3 + bx? + cx + d (a # 0) (Forme générale d’un quadrinéme du 3iéme degré).

Exemples
2v5 -5
A(x)z%_; B(x)=ﬁx; C(x)=—-3x+7;

D(x) = —4x?; E(x) = —2V3x2+7;

4 1
F(x)=53x>—=x; Gx)=—=x?>=-2x+2;
3 7

H(x) =2x3+x%2—-5x+3

5. Les coefficients d’un polyndme (ou sa suite caractéristique)

Définition

Dans un polynéme de degré n réduit et rangé suivant I'ordre croissant de ses puissances ;
P(x)=ag+ a;x + ayx? + azx3 + -+ a,x"

La suite ordonnée des coefficients ;

(ag; ay; ay; ag;w.; a,) est appelée la suite caractéristique des coefficients du polynéme P.

Remarque 1

Les coefficients des puissances qui n’apparaissent pas dans I'écriture d’un polyndme sont considérés
comme étant des zéros dans sa suite caractéristique.

Exemple
Soit le polynéme ;
2
P(x) = —1+5x —§x3 + 4+/3x° — x6 — 2x7

L’écriture compléete de ce polynéme est en fait ;



2
P(x) = —1+5x+0><x2—§x3+0xx4+4\/§x5—x6—2x7;
Et sa suite caractéristique est par conséquent ;
2
(—1; 5; O;—§;O; 4\/§;—1;—2)

Exemple 2
Soit le polynéme P(x) = 4x + 7x? — 12x> + 9x7 — 2x1° réduit et rangé dans I'ordre croissant.
Donner I'écriture compléte de ce polyndme, puis extraire sa suite caractéristique.
Solution
L’écriture compléte de ce polyndme est :

P(x) =0+ 4x+ 7x% + 0x3 + 0x* — 12x% + 0x® + 9x7 + 0x8 + 0x° — 2x19;
Et sa suite caractéristique est par conséquent ;

(0; 4; 7;0;0; —12;0; 9;0;0; —2)

6. Opérations sur les polynomes

a) Somme et différence

La somme algébrique (ou la différence) de deux polynémes A(x) et B(x) est un polynéme. Il est obtenu
par I’addition (ou la soustraction) des mondmes de méme degrés dans A(x) et dans B(x).

Exemple 3

Soit les deux polynémes
F(x) = \/§+§x —2x%2+5x3—7x*=5x> et H(x)=-8 —%x + 3x2 + 2x3 — 5v/2x°
Soit H(x) le polynéme tel que ; H(x) = F(x) + P(x). Calculer H(x).

Solution

5 2
H(x) = F(x) + P(x) = (\/§+§x — 2x% + 5x3 — 7x* — 5x5> + (—8 —3x+ 3x% + 2x3 — 5\/5369)

5 2
=\/§+§x—2x2+5x3—7x4—5x5—8—§x+3x2+2x3—5\/§x9

5 2
= (\/§—8)+(§—§>x+(—2+3)x2+(5+2)x3—7x4—5x5—5\/§x9

1
= (—\/i+4)—§x+x2+7x3—7x4—5x5—5\/§x9

1
H(x)=F(x) +P(x) = (—V2+4) —g*+ x? + 7x3 — 7x* — 5x° — 5v2x°

Remarque 2

On peut aussi utiliser les suites caractéristiques de deux polyndémes pour les additionner ou les soustraire,
et obtenir ainsi la suite caractéristique du polyndme somme (ou différence).



Remarque 3

Le degré de la somme ou de la différence de deux polynémes de degrés différents, est celui du polynéme
ayant le plus grand degré.

Remarque 4

Le degré de la somme ou la différence de deux polyn6mes de méme degré, est inférieur ou égal au degré
des polynomes.

Remarque 5
Deux polynGmes sont égaux, si et seulement si leurs suites caractéristiques sont égales.
Remarque 6

Un polyndme est nul, si et seulement sa suite caractéristique est constituée de zéros.

b) Produit algébrique de deux polynomes

Soit P(x) et R(x) deux polynémes, et soit Q(x) le polynéme tel que Q(x) = P(x) X R(x). Pour obtenir le
polynéme produit Q(x), on multiplie chacun des monémes de P(x) par chacun des monémes de R(x), on
simplifie ensuite en additionnant entre eux, tous les monémes.de mémes degrés obtenus.

Exemple 4
Soit les deux polynémes R(x) = =5 + 4x + 7x%2 + 2x3 et Q(x) =1 — 4x + 3x? — 6x3 + 9x*.
Calculer le polynéme P(x) tel que ; P(x) = R(x) X Q(x).
Solution
P(x) =R(x) xQ(x) = (=5+ 4x + 7x%2 + 2x3) X (1 — 4x + 3x2% — 6x3 + 9x*%)

= —5(1 —4x + 3x% — 6x3 + 9x*) + 4x(1 — 4x + 3x? —6x3 + 9x*) + 7x%(1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x*%)
+ 2x3(1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x%)

= -5X1—-5X4x—-5X3x245X6x3=5X9x*4+4xX1—4x X4x +4x X 3x% —4x X 6x3 + 4x
X Ox* 4+ 7x% %1 —7x*%X4x +7x> X 3x% —7x%2 X 6x3 + 7x2 X 9x* 4+ 2x3x 1 —2x3
X 4x +2x3 X 3x% — 2x3 X 6x3 + 2x3 x 9x*

= —5—20x — 15x% 4+ 30x3 =45x* + 4x — 16x2% + 12x3 — 24x* + 36x°> + 7x?% — 28x3 + 21x* — 42x°
+63x°% 4+ 2x3 — 8x* + 6x° — 12x° + 18x7

P(x) = R(x) x Q(x) = =5 — 16x — 14x* + 16x3 — 56x* + 51x° + 18x”

Remarque 7
Le degré du polynome produit de deux polynémes est égal a la somme des degrés des deux polynémes.
Remarque 8

Un polyndme peut étre donné sous une forme développée réduite ou non, mais il peut également se
présenter sous une forme factorisée.

Exemple 3
P(x) = (=5+ 12x — 6x2)(15x% — 3x>)
Q(x) = (7 —9x? — 4x3)(x + x3 — 4x*)



7. Le zéro d’un polyné6me- Factorisation

a) Le zéro d’un polynome

Soit P(x) un polynéme.

On appelle le zéro (ou la racine) du polynéme P, tout nombre réel a tel que P(a) = 0.
Déterminer les racines (ou les zéros) d’un polyndme P, revient a résoudre I'équation P(x) = 0.

b) Factorisation

Remarque 9

Si a est une racine d’un polynéme P(x) de degré n > 1, alors P(x) est divisible par le facteur x — «, et il
existe un polynéme R(x) de degré n — 1 tel que P(x) = (x — @) X R(x).

Remarque 10

Siay;aq; ay; az;...; an_q sontles n racines d’un polynéme P(x); alors celui-ci est de degré supérieur ou
égal an.

Remarque 11

SiP(x) =agx™+ -+ ay_,x? + a,_1x +a, est un polyndme de degré n, etsi a,; a;; dy; Az ;.o Ap_yq
sont les n racines de P(x), alors P(x) se factorise de fagon unigue de la maniere suivante ;

P(x) = ag(x —ao)(x — &) = az) wu(x — ap_q)
Exemple 5
Soit le polynéme ;
P(x) =x3>=3x—18
1. En calculant P(3), montrer que x = 2 est une racine de P ;
2. Déterminer les réels a et b tels que;
P(x)=(x—3)(x®2+ax+b)

3. En utilisant le discriminant A, factoriser si possible le trinobme du second degré obtenu, et en déduire une
factorisation du polynéme P.

Solution
1.P(3) =3%—-3(3)—18
=27-9-18=27-27=0
Donc ; 3 est uneracine de P.
2. Détermination desréels a et b ;

A°/ Méthode 1 (La division euclidienne)



x3 —3x—18 x—3
Fa3 + 3x? x*+3x+6
3x%2 —-3x—18
F3x% + 9x
6x—18
+6x + 18
=0

= Px)=(x-2)(x*+3x+6)
B°/ Méthode 2 (Identification)

P(x)=(x—-3)(x?2+ax+b)
=x3+ ax? + bx — 3x?> —3ax —3b
=x3+(a—-3)x>+ (b —-3a)x—3b

=x3—-3x—18
1=1
a—3=0=>a=3

b—3a=-3=>b—-9=-3=b=6
—3h=-18= =3 x6=-18

= P(x) = (x=3)(x* +3x + 6)
Méthode 3 (Coefficient de Horner)
P(x) =x3—3x—18

P(x) x3=3x—18

x—3 x—3
_x3—3x2+3x2—3x—6x+6x—18
h x—3

_ x%(e=3) +3x(x —3) + 6(x — 3)

=

x—3
(x—3)(x2+3x+6)
- x—3
= Px)=(x-3)x*+3x+6)
Pour factoriser x% + 3x + 6, on résout '’équation x? + 3x + 6,0na;
A=(3)?—4x1x6=9—-24=-13

= A< 0 donc, pas de solution pour I'équation d’ou, x? + 3x + 6 n’est pas factorisable.

=x*+3x+6

Exemple 6
Développer, réduire et ordonner le polynéme P(x) = (x — 1)(1 + x + x> + x3)
Solution
PX)=(x—1DA+x+x2+x3)=x(Q+x+x?>+x3) —1x (1 +x+x%+x3)

=x+x*+x3+xt—1-x—x*—-x3=x*-1



Exemple 7
Soit f(x) = x* + 4. En écrivant f(x) = x* + 4x% + 4 — 4x?,
Mettre f (x) sous forme d’un produit de deux polynémes du second degré.
Solution
f)=x*+4=x*+4x?>+4—4x? = (x? + 2)? — (2x)?
(X2 +24+2x0)(x?+2—-2x) = (x2+2x+2)(x®> = 2x + 2)

8. Forme canonique d’un trindme du second degré
Soit le polynéme
P(x) =ax?+bx+c

Sion prend a en facteur,ona;
, b c
alx®+—x+—
a a
On ajoute et on retranche le carré de la moitié du coefficient de x pour obtenir un carré parfait ;

2_|_b +b2 b2+c
a1 ax 4a% 4a? " a

On met en évidence le carré parfait par des parentheses ;

SO WU
N ax 4q? 4a?2 a

On écrit le carré parfait sous sa forme factorisée ;

b\* b2
a<x+%> —E-F
. <+b>2 b?> 4ac
ax 2a 4a  4a
. <+b>2 b? — 4ac
x 2a 4q

Sion note A= b? —4ac,ona;

Cette derniere écriture est appelée la forme canonique du polynéme P.



En particulier, si on pose ;
. A
a=—=¢e = ——

2a B

4a

La forme canonique devient alors ;

Px)=alx+a)*+ B
Si on revient a I'écriture
9. Quotients rationnels et fonctions rationnelles
Définition
On appelle fraction rationnelle tout quotient de deux polynémes.
Une fonction rationnelle est une fonction caractérisée par une fraction rationnelle.

Exemple 4

()_—5x3+12x2—x—6
fx) = 2x+ 3

(3—-x?2-9x)(x+1) =5x(3x — 8)
(2x — 7)(5x% + 6x)

a) Conditions d’existence d’une fonction rationnelle et d’'une fonction irrationnelle

gx) =

Une fonction rationnelle existe pour les valeurs réelles qui n"annulent pas son dénominateur.

Une fonction irrationnelle existe pour les valeurs réelles qui ne donnent pas une valeur négative sous le
radical.

Exemple 8

Soit les fonctions rationnelles ;

—5x3+12x%2—x -6 B3—-—x2-9x)(x+1) —5x(3x—8)

fG = 2x+ 3 e, 90 = (2x = 7)(5x2 + 6x)

Déterminer les valeurs réelles pour lesquelles f et g existent.
Solution
f et g existent pour les valeurs réelles qui n’annulent pas leurs dénominateurs.
f(x) existe pour 2x + 3 # 0 ; c’est-a-dire pour ;
-3

¥

g(x) existe pour (2x — 7)(5x% + 6x) # 0, C’est-a-dire pour ; x # _?G;x #0et x # %
Exemple 9

Soit la fonction irrationnelle h(x) = V2x — 7.

Déterminer les valeurs réelles pour lesquelles h existe.

Solution

La fonction irrationnelle h(x) existe pour les valeurs réelles qui ne donnent pas une valeur négative sous le
radical.



2x—-7=20=x 2% d’ou; f(x) existe pour x € E, +00[

Exercice généraux
Exercice 1.

Etudier les conditions d’existence des fonctions suivantes :

3x2+x+1

a(x) = s b(x) =+/2x%2+7x+3

x(x =5 x+4)’
c(x) = /Ix]; d(x) = \/3x2 + 4]x]

e(x) = \/x4+3x2 + 5|x|; f(x) =+/2]x| =5
2x+5 3x—7

g(x) = (x) G
2x+1

jix) = ; k(x) =/3x3 + |x|

“|x|—5|—2

l(x)=\[||x2—4|—8|—1;

4x + 1
m(x) =
[Ix2=2] - 7|
Simplification d’une fonction rationnelle
Exercice 2.
Soit les quotients réels ;
3x+7
Q) = x4+ 2
5x%2 —7x + 4
Rx)=———
-1
K( )_—4x2+3x—12
T T D -2)

_3x3—2x2+x—6
T oax(x+2)(x=3)

En utilisant la méthode de l'identification, la division euclidienne et la méthode de Hérner déterminer ;

M(x)

v Lesréels a et b tels que ;
b
W =ati s
v Lesréels a, b et c tels que ;
c
Rx)=ax+b+——
x—1
+ Lesréels a et b tels que ;



K(x)=a+ b +—
x)=4a x+1 x-—2

v Lesréels a, b et c tels que ;

MG =atos—S 4 ¢
X T 2  x—3

Encadrement et polyndmes, produits et quotients de polyn6mes
Exercice 3.
On donne I’encadrement ;

523 < x<5,24;

Et on donne;
_7x+3
y_9—x
et
_2x2—3x+8
Z= x—3
Ecrire y sous la forme ;
b
=a+
y=a X+ 2

Ecrire z sous la forme

c
z=ax+b+——
X — 2

En déduire des encadrements pour y et z.

Exercice 4.

On considére le polynéme P(x) = 9x% =25+ (3x +5)(x — 2)
1°/ Factoriser 9x2 — 25, puis factoriser E.

2°/ Résoudre I'équation E = 0.

3°/ a) Développer et réduire E.

b) Retrouver les solutions de I'équation E = 0

Exercice 5.
On considére le polynéme P(x) tel que : P(x) = x3 + 6x? + 11x + 6
1°/ Calculer P (=1)

2°/ Factoriser P(x)



III- EQUATIONS

=|H Faire savoir

Le cours

Définition
Une équation est une relation d’égalité qui existe entre deux expressions algébriques en fonction de
certaines valeurs de variables (inconnues)

Il existe des équations a une ou plusieurs inconnues, de degré 1 ou plus.

La résolution d’une équation est la détermination de I'ensemble des solutions.(ici nombres réels) qui
vérifient cette équation.

1. Equations du premier degré a une inconnue

Caractérisation

a) Forme générale

Définition

On appelle équation du premier degré a une inconnue, toute équation dont la forme générale est :
ax + b = 0 (04 b est un réel et a un réel différend de 0, et x est I'inconnue).

b) Méthode de résolution

La méthode de résolution est la suivante ;

b
ax+b=0<=)ax=—b=>x=—a(a¢0).

Si alors 'ensemble des solutions est
a=0etb=0 R
a=0etbh#0 (1)}

b
a+0 {——}
a

Remarque 1

Une équation du premier degré peut également se présenter sous différentes écritures qui nécessitent
d’étre développées et simplifiée avant de retrouver la forme générale ; ax + b = 0 aveca # 0.

Exemple 1

Actuellement, un pére a 35 ans et son fils 7 ans

a) Dans combien d’années I’age du pere sera-t-il le double de celui de son fils ?
b) Sera-t-il possible que I'dge du pére soit égal a 8 fois celui de son fils ?



Solution

On désigne par x le nombre d’années, cherché (x € N ); 35+ x et 7 + x seront les ages respectifs du pere et
du fils apres x années.

a)35+x=2(7+x) = 35+x=14+2x <> 2x—-x=35-14 < x = 21.

Donc au bout de 21 ans I’age du pére sera le double de celui de son fils.

b)35+x=8(7+x) ©35+x=56+8x<=>8x—x=35-567x=-21<x= _721

x=-3 (arejetercarx e N).
Dong, il est impossible que I'age du pére soit égale a 8 fois celui de son fils.

Exemple 2
Résoudre les équations suivantes :
(A): 2x+3=5—4x; (B): 5(3x—2)=7(6x+1);
(€): 3(4—5x)+12(2x+3) =7(1 — 3x) —6(x + 2).

Solution

21 1
(A):2x+3=5—4x$2x+4x=5—3=6x=2=x=g=§:>5={§}

(B):5(3x—2)=7(6x+1) = 15x—10=42x +7 = 15x + 42x =10+ 7

z57x=17=x=£=>5={£}

57 57

(©): 3(4-5x)+12(2x+3)=7(1=3x) —6(x +2)
= 12—-15x+4+24x+36 =7 —21x — 6x — 12

= —15x+24x+21x+6x=7-=12+12-36

(=15 + 24+ 21+ 6) 29 36 29 —29_29 ¢ {29}
= (— = — - — = — f—t = — = —
. x *=36 36 36

2. Equations du second degré a une inconnue (Equations trinémes)
Caractérisation
a) Forme générale
Définition
On appelle équation du deuxieme degré a une inconnue, toute équation dont la forme générale est :
ax?+ bx +c =0(oua # 0, b et c sont des réels et x est I'inconnue)
b) Cas particuliers
Une équation du deuxiéme degré peut étre aussi de la forme ;
ax?=0;(Lorsqueb =0etc=0)
ax?+c=0;(Lorsque b = 0)
ax?+ bx = 0; (Lorsque ¢ = 0)

c) Méthodes de résolution



1°/ Les cas particuliers
a- Les équations de la forme ax? = 0 (a # 0)
Elles ont une seule solution qui est 0, quelle que soit la valeur de a.

b- Les équations de la forme ax? + c = 0 (a # 0,c # 0)

—C
Sy
et lorsque a et ¢ sont de signes contraires

—C

I
2 ="{o

Elles ont ;
(
|
Deux solutions : 4

Elles n"ont pas de solution lorsque a et ¢ ont le méme signe.

c- Les équations de la forme ax? + bx = 0(a # 0,b # 0)

X1 = 0
ax’+bx=0=x(ax+b)=0= et_b
Sy
Plus généralement, 'équation x? = k ou k est un réel. donné.
Si alors I'ensemble des solutions est
k<0 )
k=0 {0}
k>0 {—\/F; —\/F}

2°/ Le cas général
ax?+bx+c=0

Pour résoudre cette forme d’équation, on utilise la méthode générale du discriminant A qui peut étre aussi
appliquée aux cas particuliers précédents. Le discriminant de cette équation est soit le nombre A, soit le nombre

2
b
A’ tel que A= b? —4acet A'= (5) — ac, mais d’ou vient-il ?

Si on revient a la forme canonique, on a :

, b\* A
ax“+bx+c=0=a (x+%> ~1az| =
f0m(rt ) — 0o (x4 ) = oo

= -_— _— = - o = —

@ x 2a 4q? x 2a 4q?



( A _ﬂ
b 4a2  2a
X +—= ou (A= b? — 4ac)
2a
A VA
| 4a®> 2a
( ( b VA_-b+VA
20 2a  2a
siA>0:x=4 ou
Ny | b VA _-b-+A
2a 2a 2a
b
SiIN=0=>x=——
2a
\ si A< 0 = pas de solution

En conclusion ;

( (  —b—VA
=
Si A> 0; il existe deux solutions 4 a
| —b + VA
< kxz - 2a
Si A= 0; il existe une solution double x, = ;—a

\ SiA< 0;il n’existe aucune solution dans R

Si alors I’ensemble des solutions est
A<0(L < 0) %)
A=04 = 0) _—b
- B 2a
—b-A —b+/A
{Xl ;xz}avecx1= 2=
a 2a
A>04 > 0) b
LI/ SN Y
Oux; = 2 etx, =
a a
Remarque 2

Dans une équation ax? + bx + ¢ = 0 (ou a # 0)
Lorsque a + b + ¢ = 0, alors I'équation admet comme solutions ; x; = 1 et x, = 2
Remarque 3

Dans une équation ax? + bx + ¢ = 0, (ot a # 0)

Lorsque a — b + ¢ = 0, alors I'équation admet comme solutions ;



Exemple 3
Résoudre dans R les équations :

x1=—1

¢ c
e x2=__
a

a) X’ -6x+5=0;b) xX*-2x-1=0;¢) x> -5x+6=0;d)x* -5+ 6=0; e)x-5x +6=0.

Solution

a)

Méthode 1 :

Commel-6+5=0;

donc 1 est solution et I'autre solution

est %=5. DoncS={I; 5}.

b) x* -2x -1 = 0;

A=(-2)-4(1)(-1)=4+4=8;

Ja=2\2.
2_5\/5:1—\/? X2 =

2+§\/5=1+\/§.
Dong, S = {1—«/5; 1+\/§}.

X1 =

Méthode 2.

X -6x+5=0 <
(x-3)-9+5=0<
(x-3)’=4<

x—3=ﬁoux—3=-\ﬁ<:>

X=50ux=
Donc; S = {

c) x> -5x + 6

1.
1;5}.

:0"

A=(-5)"-4(1) (6) =

25-24=1

5-1
2

Donc, $= {

X1 =

2;X2=E =3.
2
2;3}.

d) x*-5x> +6=0;

avecX=x2;
X% -5X + 6 =

ona:
0;

DoncX=2ouX=3
Dol x*=20ux’=3 <
X=* 2 oux= ix/g;

Donc S =

(B: 22 )

d- Somme et produit des racines d’un polynome

Méthode 3.

A= (-6)" - 4(1)(5) =

36-20=16; /A = 4.
_6-4 _6+4

X1= ———=b;%=——

Donc, S = {1; 5}.

e)x-Sx/; +6=0;
avecX=\/;ona:
X?-5X+6=0
DoncX=2o0uX=3
Donc\/;=20u \f;=3
D'oux=4o0ux=09.
DoncS= {4; 9}.

Lorsquel'équation ax? 4+ bx + ¢ = 0 (a # 0) admet deux racines x; et x,, alors ;

b c
S=x1+x2=—a;p=x1.x2=a

et

ax?+ bx+c=alx —x;)(x —x,) = 0[2]

Si

alors

X, et x, sont les solutions
) s .
de I’équation X+ xy =

ax*+bx+c=0

— et xq.x,
a

5.



L'ensemble des solutions de I’'équation
a+b+c=0 c
ax?+bx +c=0estdl; —}.
a
L'ensemble des solutions de I’'équation
a—b+c=0 —
ax?+bx+c=0est<—-1; —}.
a
{X ty=s oi's et p sont Les nombres x et y (s’ils existent) sont les solutions
Xy="p R
. . de I’équation du second degré d’inconnue X : X" —sX + p=0
deux réels donnés

Exercice
Démontrer les propriétés |1 | et
e) Systéme homogéne
Soit I’équation ;
ax? + bx+c¢ =0,
Telsquea # 0etA>0,0na;

b c
ax2+bx+c=0(:)a(x2+ax+a)=0

b c
<:)x2+ax+a=0=x2—sx+p=0

Exemple 4
Déterminer les dimensions d’un rectangle d’aire 15 et de périmétre 16.

Solution

16

Lo . ) X+y=—=8
On désigne par x'et y les dimensions ; on a 2
xy =15

Donc x et y sont les solutions de I'équation :
x> -8x + 15=0.
A=(-8)%-4(1)(15) =64 -60=4; JA = 2.
X1 = %= 3:%= % =5, donc les dimensions sont 3 et 5.
Remarque 4

Lorsque I'équation ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) admet une seule solution double x,, alors ;
ax? + bx + c = alx — x,)?

Lorsque I'équation ax? + bx + ¢ = 0 nadmet aucune solution, alors le trindme n’est pas factorisable.



Exemple 5
m2x%2—4x+2=2(x—1)?
m 2x% + 4x + 3 = 0 n’est pas factorisable.
e- Equations du second degré avec un parameétre réel
Exemple 6
Soit I’équation paramétrique ;
En:2x2—G+m)x+7+3m=0
Discuter suivant les valeurs du parametre m, les solutions de I'équation E,,,.
Solution
Ap, = (5+m)*>—4x2(7+3m)
=25+ 10m+ m? — 56 — 24m
= —31— 14m + m?
On considere I'équation du second degré en m ;
m? —14m—31=0
A= (—14)2 —4 x 31'=196 + 124 = 320

( 14 — 85
VA= 85 = 14 8vE
km2=T=7+4\/§

Conclusion
Sim = 7 — 4v/5oum = 7 + 44/5, alors "équation E,, admet une solution double (car Ag, = 0).
Sim € ]7 —4/5; 7+ 4\/3[, alors I'équation E;, n"admet aucune solution (car Ag < 0).

Sim e ]—00; 7 — 4\/3] U [7 4 4+/5; +00[, alors I’équation E,,, admet deux solutions distinctes (car
Ag, > 0).

3. Equation de degré 3
Exemple 7
Soit I’équation ;

(E): x3+2x*-2x—1=0
a/ Donner une solution évidente de I’équation (E) ;
b/ Ecrire (E) sous la forme ;

(x—1D(ax?>+bx+c)=0

¢/ Donner les deux autres solutions de (E).

Solution



a/ 1 est une solution évidente de I'équation (E),
Eneffet; (1)3+2(1)?2-2(1) -1
=142-2—-1=3-3=0
b/ (x — 1)(ax? + bx + ¢)
=ax3+bx’+cx—ax®*—bx—c
=ax}+b-a)x*+(c—-b)x—c
ax’=x3=a=1
(b—a)x*=2x>*=b—a=2=b=3
(c=b)x=-2x=c—b=-2
—c=-1=c=1
34+2x2-2x-1=x-1D&*+3x+1)=0
x—1=0=>x=1
ﬁ{

=

ou
x*+3x+1=0=

A=9 —4=5=+A=+/5

( -3-y5

"

| _—3+\/§

GRS

-3-y5 —3++5
5:{ 2 2 ;1}

4. Equations quotients (Equations rationnelles)
Définition
On appelle équation quotient ou équation rationnelle, toute équation associée a un quotient rationnel.

La forme générale est :

0@ P&
R(x)  T(x)

ou P, Q,R et T sont des polynomes.

(RetT # 0)
La solution de telles équations doit exclure toutes les valeurs qui annulent les dénominateurs de I'équation.
Exemple 8

Résoudre les équations rationnelles suivantes :

(A)_Bx—7_x+2. (B): -9 _ 5
"x+2 3x-7' "3—7x G5x+1
3x% + 4x 2x% —7x
(©): oxt1z = (D) : 3—2x

Solution

) 3x—7_ x+2
"x+2 3x-7

= (Bx —7)% = (x + 2)?



Bx—=7)2-(x+2)?2=0
=S [Bx—7)+x+2)][Bx—-—7)—(x+2)]=0
= [B3x—7+x+2][B3x—7—-x—-2]=0
= (4x—-5)2x—-9)=0

I{4x—5=0=>x=

= ou

Ik2x—9=0=>x=

N[O B

(B): 3—?7x= 5x+1ﬁ—9(5x+1)=5(3—7x)
= —45x — 9 = 15— 35x
= —45x+35x =15+9
$—10x=24$x=_2—f0=—2,4=>5={—2,4}
() Xt T Gx+4) = L2l t )

ox+12 . T 306xtd) 1
= x(Bx+4)+213x+4)=0=CBx+4)(x+21)=0

3Ix+4=0=>=>x=—
= 3
ou

x+21=0=x=-21
La premiére solution est rejetée car elle annule le dénominateur du quotient de I’équation.

Donc; § = {—21}

D) 2x2—7x=0=> 2x2—7x=9
3 —2x 3—2x 1
= 2x>—-7x=0=x@2x—-7)=0
x=0
M g=s=log)
2x—7=0=>x=§

5. Equations irrationnelles
Définition
On appelle équation irrationnelle toute équation de la forme ; /f(x) = g(x) ;

Exemple 9

V2—3x=5x+4

Résoudre dans R I’équation irrationnelle ;

V2—3x=5x+4



— (V2=3x)" = (5x + 7)?
= 2 —3x = 25x% + 70x + 49
= 25x2+73x+47 =0
A=732—4x25x47=5329—-4700 =629

( —73 \/62
\/_ 49(1 = _1,96
A= 629 =
—73 + \/62
Ikxz ~ —0,96

Les deux solutions sont acceptées car,
2—3x; > 0= ,/2 — 3x, existe,
et2—3x, > 0= ,/2 — 3x, existe.

= {—73 —V629 -73 + \/629}

50 ’ 50

6. Les équations du premier degré a deux inconnues
a) Forme générale
Forme générale ; ax + by + c = 0 (a; b) # (0;0)
Exemple 10
5x-3y+11=0;x—7y=8;4x -9y =0;

2
x=—3y+1;y=§x—7\/§

b) Méthode de résolution
Une équation du premier degré a deux inconnues, a une infinité de solutions.

Pour chaque valeur'gu’on donne a x, on obtient une valeur correspondante pour y, et inversement.

Exemple 11
A l'équation ; 55— 3y + 11 =0,siondonnex =4,0na;5x4—-3y+11=0
= 20-3y+11=0=-3y+31=0

:>3y=31=>y:?

31
Le couple ordonné (4; ?> est une solution de

L'équation 5x —3y + 11 =0,
7. Systéme linéaire de deux équations a deux inconnues

a) Forme générale



ax+by+c=0
a'x+b'y+c' =0[2]
Ou;a,b,c,a’,b’ et c’' sont des nombres réels.
Définition
On appelle systeme linéaire de deux équations du premier degré a deux inconnues, toute paire d’équations
du premier degré a deux inconnues qu’on se doit de résoudre simultanément.

C’est-a-dire, trouver la solution qui satisfait aux deux équations en méme temps.

b) Méthodes de résolution
Il existe quatre méthodes de résolution d’un systeme linéaire.

a- Méthode de combinaison

Elle consiste a éliminer 'une des deux inconnues x (ou y) pour se retrouver avec une équation du premier
degré en y (ou en x).

On résout I'équation du premier degré en y (ou en x). On procede de la méme fagon pour trouver I'autre
inconnue qui a été éliminée, ou on remplace simplement par lawvaleur trouvée dans I'une des deux
équations pour déterminer la valeur de I'inconnue qui avait été éliminée auparavant.

Si le systéeme a une solution unique, la valeur trouvée sera un couple ordonné (non inversible).

b- Méthode de substitution

Elle consiste en I'écriture de I'une des deux inconnues en fonction de I'autre en utilisant I'une des deux
équations, puis en remplacant la deuxiéme inconnue par cette écriture dans |'autre équation.

c- Méthode des déterminants

Soit le systéeme ;
{ ax+by+c=0
ax+b'y+c' =0

On définit les déterminants suivants :

A= a, b, =ab' —a'b
a b
A= If’ CC,| =bc'—b'c
c a , ,
Ay= |c’ a,|=ca —c'a
b ¢
eote _ly ol _be-e
A a b ab’'—a'b
a b’
c a
A a b ab’ —a'b
a b’

Si alors




Le systeme a une solution unique.
A=0
On la détermine par I'une des méthodes déja expliquées.
A=0 Le systéme peut ne pas avoir de solution ou en avoir une infinité

d- Méthode graphique

Un systéme d’équations peut étre résolu aussi par méthode graphique lorsque les équations sont
relativement simples. La solution simultanée lorsqu’elle existe, est I'intersection des deux droites.

Exemple 12
Résoudre par les trois méthodes ; combinaison, substitution et déterminant le systeme suivant
Soit le systéme ;
5x+3y—4=0
{2x—7y+11 = 0[2]

a) Méthode de combinaison

35x 4+ 21y — 28 = 0 [1]
7 x[1]+ 3 x =>{
1l 2 6x — 21y + 33 = 0[2/]

= 41 S5=0=x=—
X+ X 41

2 x [T 5 x @:{ 10x+ 6y —8 =0
—10x + 35y — 55 =.0[2"]
63
=>41y—63=0=>y=H
On peut aussi remplacer avec la valeur de x dans I'une des deux équations pour avoir la valeur de y.

-5 —25
5X—+4+3y—-4=0=—-+3y—4=0

41 41
25 25 164 189
:>3y:H+4:3y:H+H:H
189_ 189 1 63
SYEH T |3 T Y T

Le systeme a donc pour solution ;

{5 %)
41° 41
b) Méthode de substitution
5x+3y—4=0
{2x—7y+11 =0[2]
-3y +4
—

= de[1]: 5x = -3y + 4

= X =



—3y+4

=>2><T—7y+11=0
—6y + 8 35y+55_
5 5 5

—6y +8 — 35y + 55
=0
5
—41y + 63

5

0

=0= —41y+63=0

63
ﬁ41y=63ﬁy=ﬂ

= de[1]: 3y = —5x + 4
—5x+4
S>y=—F"

Y 3

—5x+ 4
de=>2x—7><T+11=0
6x —35x+28+33 0

- = — =
3 3 3
6x + 35x — 28 + 33

=0
3
41x+ 5

3

= =0=>41x+5=0

-5
= 4lx=-5=x=—
x X=1

On pouvait aussi remplacer dans I’expression de x pour avoir sa valeur directement.

63 —189 4+ 164
-3 XH+4 _ —41

- —_5=>S—{(_5-63)}
T “\a1’ 21)f

c) Méthode du déterminant

{5x+3y—4=0
2x—7y+11=0

15 3 |oewim_ 3t

a=]> 2| =5x(-7-2x3=-35-6=—-41
_ |3 -4 _ e a) = 27— 9
M= [l =3x11-(-7x-4)=33-28=5

_|=4 5|_-_ _ _ _8_55—_
a=|7] Sl=—4x2-11x5=-8-55=-63

A 5 -5 A, —63 63
TN T T YT

A —41 41
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Exemple 13

Résoudre par la méthode graphique le systéeme :
{Sx +4y—-10=0
2x+y—5=0
d) Méthode graphique
Il suffit de remarquer que la solution simultanée du systeme, c’est les coordonnées du point d’intersection
des deux droites (D) et (D")d’équations ;
(D):3x+4y—10=0;et(D"): 2x+y —5 = 0, point dont les coordonnées (x, ; ¥,) vérifient les
deux équations a la fois ;
—3x, + 10
4
En égalisant y, avec y, on obtient ;
—3x,+ 10
4

En remplagant dans I'une des deux équations, on obtient y, = 1.

On pose; y, = et yo = —2x9+5

=—2x0+5$x0=2

En représentant ces deux équations de droite dans un repére orthonormé (0; 1,7), on remarque que les
deux droites sont concourantes.

Les coordonnées de leur point d’intersection (x, = 2; ¥, = 1) constituent donc la solution du systéme.

Exemple 14
Résoudre dans R’ les systéemes :
2x+y=1 X+y=2 X+y=2 X+y=2
Y PSR ASS Ea A U
Xx+3y=-1 x—y=0 x+y=0 2x+2y=4
Solution



) 2x+y=1 y=_—3 X:i
—+ =
a) Y & 12x—-6y=2 & > = > .
x+3y=-1 1- -3
y Sy = _7y _
—Sy=3 X== y=7

b){x+y:2 <:>{2X:2 o {XZl. DoncS={(1;1)}.
X

x—-y=0 -y=0 y=1
+y=2 +y=2

c) AR < d) N ) ) .DoncS=O.
x+y=0 2 =0 (impossible)

X+y=2 X+y=2
d) o <:>x+y:2<:>y:2—x.DoncS={(x;Z—x);xeR}.
2x +2y=4 X+y=2

Exemple 15
a) Dans le plan muni d’un repére orthonormal ( O ; i ; 3), tracer les droites (d1) et (d,) d’équations
respectives 2x+y+1=0etx+2y+5=0.

2x +y=-1
b) déterminer et interpréter graphiquement la solution du systeme : N .
X+2y=-5
Solution
B} (dp)
ad): x| o | il
-1 0
11
(d) : X 0 -5 1
-5
Y5 |0
A
2x+y=-1 y=—1-2x
b) <
X+2y=-5 x+2(=1-2%)=-5

{y:—l—2x {x:l
= =
—-3x=-3 y=-3
Donc S = {(1 ;—3)} .

(1; -3) sont les coordonnées du point A commun entre les droites (d1) et (d»).

8- Solutions possibles d’un systeme linéaire donné

Interprétation graphique
Soit (d) et (d’) les deux droites d’équations cartésiennes ax + by = ceta’x + b’y = ¢’ dansunrepére (0; 7,))
du plan.

Si alors




(d) et (d’) sont sécantes
(4=0)

(d) Le systéme a un couple solution unique qui est le couple des
coordonnées du point A commun a (d ) et (d’).

(d”)

(d) et (d’) sont strictement
paralléles (4 = 0).

(d)

Le systeme n’a pas de solution.

(d”)

Les droites n’ont pas de points
communs

(d) et (d’) sont confondues

(4 = 0).

, Le systéme a une infinité de solution qui sont tous les couples de
(d)=(d") , . )
coordonnées des points de (d) (ou de d’).

Les droites ont une infinité de
points communs

Exemple 16

On se propose ici de trouver les ensembles de solutions (s’ils existent) des trois systemes suivants :
I {3x+5y—7=0

4x —6y—12=0
I — { 4x +2y—5=0

—-8x—-4y+13=0

3x=5y+6=0

1= {—12x +20y~24=0

On utilisera au choix I'une des méthodes précédentes pour résoudre les systemes.

[ 3x +5y—7=0 [1]
4x — 6y — 12 = 0[2]

18x+30y—42=0 [1
6><+5><:>{ x y 1
20x — 30y — 60 = 0[2’]
102 51
=38x—-102=0=x=—=21x

38 19



51 153
3X—=+4+5y-7=0=>—+4+5y—-7=0

19 19
153 133 20
=>5y+E_E=O=>5y+E=0
20 20 20 1
A CIRE A TR A Tl

4 S{ 51 4 }
= = —_— RN | —
Y= 719 (19 ’ 19)
Le systeme a donc une solution unique.

Le systéme correspond a deux équations de droites concourantes (ayant un point commun).

{ 4x +2y—-5=0 [1]
I -
—8x — 4y +13 = 0[2]

8x+4y—-10=0 [1’
2 x[1]+[2]= { Y
—8x —4y + 13 = 0[2]
= 3 = 0; c’estimpossible, le systéme n’a pas de solution’; S = @.
Le systéme correspond a deux équations de droites paralleles (n‘ayant aucun point commun).

{ 3x -5y +6=0
11 —
—12x + 20y — 24 = 0[2]

12x — 20y +24 =0 |1’
4><+=>{ x Y 1

—12x + 20y — 24 = 0[2']
= 0 = 0, toujours possible.

Le systéme a une infinité de solutions. Toute solution a la premiére équation est aussi solution a la
deuxiéme, et inversement.

Le systeme correspond a deux équations de droites confondues (ayant tous les points communs).
Exercices généraux
Exercice 1.

Une personne dépense dans un premier magasin le quart de la somme dont elle dispose. Dans un second
magasin, elle dépense la moitié du reste.

Et aprés avoir ensuite acheté un objet a 300 UM, il lui reste 400 UM. De quelle somme disposait —elle au
départ ?

Exercice 2.

Trouver les dimensions d’un champ rectangulaire d’aire 1 200 m? sachant que sa longueur dépasse sa
largeur de 10 m.

Exercice 3.



Un producteur de spectacle loue une salle a 53 170 UM pour organiser un spectacle.

Chaque billet d’entrée est vendu 300 UM. A partir de quel nombre de spectateurs aura-t-il un bénéfice ?
Exercice 4.

Résoudre dans R:les équations suivantes :

x> -4x+3=0 ; X+x+1=0 ; x2+1=0;

X +3x-4=0; x*-2x-2=0; x*-4x°+3=0

x*3x-4=0; x*-1=0 ;x+3x+1=0;

2x° -x-1=0; 1- 4x* = 0; (2x +1)2-3(2x +1) -4 =0

(x-1) (x+3)=0; (1 -2x)2(1+x) = 0; x(1-x}) =0

Exercice 5.

Résoudre dans R:les inéquations :
1
x+1>20;2x—-1<0; §x+120.

x> -4x+3>0 ; X +x+1<0

2x* x-1<0 ; x*-1>0

(x—1)(x+3) <0 ; (1-2x)’(1+x) <0

Exercice 6.

Soit m un réel. Soit E,, I’équation :

mx>—x+1=0. Déterminer, suivant les valeurs de m, I'ensemble des solutions de E,,.

Exercice 7.

Soit g le trinéme définie pour tout x réel, par : gm(X) = x* + 2x -2m ol m est un paramétre réel non nul.
1) Discuter suivant les valeurs de m le nombre de solution dans R, de I'équation gm(x) = 0.

2) Dans le cas ou I'équation gm(x) = 0 admet deux solutions réelles x” et x” telles que x’ < x”’ ; montrer que si
m < 0alors -2 <x’ <x” et que si

m>0alorsx’ <-2<0<x".
Exercice 8.

On considere I'équation (E) :



x*-5x3 +8x* -5x + 1=0.

1
1) Montrer que(E ) < X=X+;
X*-5X+6=0
2) Résoudre dans R I'équation ( E)
Exercice 9.

Résoudre dans R?, les systémes :

1 3x+2y:22 3x -6y =1 3 2x —6y =8
4x -5y =6 4x -8y =3 3x -9y =12

Exercice 10.

1) Résoudre dans R?, le systéeme :

5a+2b=26
2a—-3b=-1 "

2) Déduire de la question précédente, la résolution, dans R*, des systémes suivants :

(2 E=26
{5x2+2y2=26. 5Vx+2/y=26  |x 'y
2x% —3y2=-1’ 2Vx — 3y = -1’ E_E__l

X y_

Exercice 11.
Le plan est rapporté a un repére (O ; i ; j).
Déterminer l'intersection des droites (d) et (d’) données par leurs équations :
1)(d)4x+5y-12=0 2)(d)2x-10y-4=0
(d')3x+4y-2=0 (d')-3x+15y+6=0
3)(d)4x-2y-1=0
(d)y=2x+1
Exercice 12.

, 3 N
Résoudre dans R, chacun des systémes :



Xx+y+z=1 Xx+y+z=12
D<3x+2y+4z=5 2)3x-2y+3z=12 .
—2x-5y+2z2=6 S5x—y+z=12

Exercice 13.

Soit (O ; f; 3) un repére du plan.

1) Les droites (d1) ; (d2) ; (d3) d’équations respectives :
X+y—2=0;3x-y-1=0; 2x -3y + 2 = 0 sont-elles concourantes ?
2) Vérifier graphiquement la réponse.

Exercice 14.

1) Quelles valeurs faut-il donner au nombre réel m pour que les droites (d1); (d2); (d3) d’équations
respectives :

X+y—2=0;3x-y-1=0; 2x -3y + m = 0 soient concourantes ?

2) faite la figure pour la valeur de m trouvée.

Exercice 15.

Le plan est muni d’un repére (O ; i _j). On donne les points A(-3; 2) ; B(0;-3); C(2; 2).
1) Déterminer une équation de chacune des droites(AB) ; (AC) et (BC).

2) Déterminer un systeme d’inéquation définissant I'intéieur du triangle ABC.
Exercice 16.

Dans chacun des cas suivants, ou P est un polynéme de degré 2.

Mettre P(x) sous la forme canonique.

Déterminer les racines éventuelles de P

Etudier le signe de P(x).

1) P(x) = x> + 2x -1 5) P(x) = X2 + 2x +2
2) P(x) = 2+ x -1 6)P(x)=%x2+5x—1

3)P(X)=x*-7x+6 7) P(x) = 3x* + 5x -1

4)P(x)=-5x>+x+1  8)P(x)=169x*+ 13x -1



Exercice 17.

On donne un polynéme P et un nombre réel a. Dans chacun des cas suivants :
Vérifier que P(x) est factorisable par x — a.

Déterminer le quotient de P(x) par x — a.

Factoriser, si possible, ce quotient.

Etudier le signe de P(x).

1) P(x)=x>-4x* +5x -2 eta=2
3 2 3
2)P(x)=-2x"+7x"-12x +9 eta=5.

3) P(x) = 2x> + 3x*-12x -9 eta=-3
4)P(x)=-3x>+2x* +9x -6 eta= \/g
Exercice 18.

Développer, simplifier, transposer les inconnues et des valeurs constantes, puis résoudre les équations
suivantes ;

2x+3=5—4x;5Bx—-2)=7(6x+1);
34 —5x) +12(2x + 3) =7(1 — 3x) — 6(x + 2).

Exercice 19.

Résoudre dans R les équations suivantes ;

a) 4x*2=0

b) 2x2+32=40
c) 3x2-27=0
d —2x2+8=0
e) —7x2—21=0
f) 4x>+3x=0
g) 5x2=20x=0

Exercice 20.

Chercher les solutions des trois équations suivantes ;

a) 3x2—-5x—2=0
b) x2+2x+1=0
c) 5x2+3x+4=0

Exercice 21.

Soit I’équation ; ax? + bx + ¢ = 0 (ot a # 0)



On a vu dans le précédent chapitre que I'écriture canonique d’un trinébme du second degré
P(x) = ax?+ bx + cest:
b )2 b? — 4ac

P = —
() =a (x + 2a 4q

Faire une discussion et extraire le discriminant A.

Exercice 22.

Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7 et le produit est 6, puis vérifier le résultat.

Exercice 23.

Trouver les deux nombres réels x et y tels que ;
x+y=6etxy=28

Exercice 24.

Trouver deux nombres x et y ayant pour somme 25 et pour produit 144.
Exercice 25.
L’équation 2x? + 3x — 5 = 0 admet-elle deux solutions.?

a) Si oui sans calculer ces solutions x’ et x'’, déterminer leur somme S et leur produit P.
b) En déduire ;

1 1 1
— X RS
x'x x' x
Exercice 26.
Résoudre les systemes homogénes
{x+y-—-—1 _ {x2+y2=5
xy ==1 ’ xy = —2
2 2 _
{x - | xx+ y 520
xy =35 ’ -+ y =—
y x 2
2 2
AR ANy x*+y*=17
y X ; xy =
xy =-—1

Exercice 27.

Sachant que ; x3 + y3 = (x + y)(x? — xy + y?).

Déterminer les couples (x, y) vérifiant ;

{x3 +y3 =98
x+y=2"
Exercice 28.

Soit I'équation paramétrique; E,,: (m+ x> - (2m—-3)x+m—-4=0



Discuter suivant les valeurs du parametre m, les solutions de I'équation E,,,.

Exercice 29.

Résoudre I'équation paramétrique ; E,,, : 2x> — (m—3)x+2m—14 =0

Exercice 30.

Résoudre I'équation paramétrique ; E,,, : @m +3)x2 —(m+5)x —21m—42=0

Exercice 31.

Soit I’équation ; E : 2x2 —ax—3a—6 =0
Déterminer la valeur de a pour que I’équation E admet 2 comme solution et donner sa deuxieme solution.

Exercice 32.

ABCD est un rectangle déterminer le réel k tel que ;
AB _ AB + BC e
BC AB
Exercice 33.
Déterminer les réels p, q et r pour que —2 et 3 soient les solutions de I'équation ;
E: x>—Q2p+qx+3p=2q=0

Exercice 34.

Résoudre dans R suivant les valeurs du parametre réel m, les équations suivantes :
x>=(m+x+m=0
Bm=5)x*’-(m+2)x+m+2=0
m—3)x*=—(7—4m)x+20=0
6-mx*-—Bm+1)x—3-9m=0
4m+ 1)x?2-2(7-2m)x+3+m=0
(m?—4)x?-2m+2)x+(m-1)=0

Exercice 35.

Déterminer m pour que 1 soit solution des équations suivantes :
(m+1x?-2mx+5=0
mx?—02m+1x+2=0

(m?+1Dx?>+3m—-—Dx+m=0

Exercice 36.

Déterminer m pour que —1 soit solution de I'’équation suivante :
2m-1x?2-2mx+5=0

Exercice 37.



Soit le polynéme ; P(x) = 2x3 — 14x — 12
1° Calculer P(—1);

2° Résoudre I'équation P(x) = 0

a/ En factorisant P(x) ;

b/ Par la méthode euclidienne.

Exercice 38.

Résoudre dans R les équations suivantes ;
3x—2 2x+5 -12 5
2x+5=3x—2; 7x—3 2x+9
9x? + 6x . 3x? —2x

3x+2 x—9




IV-ETUDE DES SIGNES

=|H Faire savoir

Le cours

1. Etude des signes d’un polynéme

a) Etude des signes d’un polyndome du premier degré a une inconnue
P(x)=ax+b

Dans le cas général ;

Soit le polynéme P(x) = ax + b telsque a € R*etbh € R

L’équation ax + b = 0 admet une seule solution x, = —.
a

On distingue deux cas :

Sia> 0, le signe de ax + b est donné dans le tableau :
X -00 Xo +00

ax+b - 0 +

Sia<0, le signe de ax + b est donné'dans le tableau :
X -00 Xo +00

ax+b + 0 -

On peut mémoriser ces deux tableaux sous forme :

X -00 Xo +00

ax+b Signe de (-a) 0 Signede (a)

Interprétation géométrique
Dans un repére (O ;| ; J), soit (d) a droite d’équationy =ax + b (a # 0).

On peut retrouver graphiquement le signe dey =ax+ b sia >0 ( Fig. 1) oua < 0 ( Fig. 2).



a>0 a<o0
@N
7t
Fa
7
i 0 T,
8 Yo
L
29
Fig. 1 Fig. 2
Exemple 1
Soit le polynéme ; P(x) = 3x + 14, donner son étude des signes
Solution
—14
PxX)=0=>x=—
Le tableau de I'étude des signes
X —-14 4
—00 _— (0e]
3
P(x) — 0 +
Exemple 2
Soit le polynéme ;R(x) = 11 — 5x, donner son étude des signes
Solution
La solution de I'équation associée est ; x = %
Le tableau de I'étude des signes
N 11 N
— 00 s o
5
R(x) + 0 —
Exemple 3
n 3
Etudier les signes des polyndmes 5 x+1et —%+ 3
Solution
Les signes des deux mondmes sont consignés dans les deux tableaux qui suivent :
2
X -00 -— +00
3

Ex+1 - 0 +
2




-00

12

+00

b) Etude des signes d’un polyndme du deuxiéme degré a une inconnue

P(x) =ax*+bx+c

On commence par la recherche des solutions de I’équation associée au polynéme ;

ax’+bx+c=0

Cas particuliers

La forme générale peut se ramener aux cas particuliers suivants :
1) P(x) = ax? (Lorsque b = 0etc = 0)
2) P(x) = ax?+ c(Lorsque b= 0)
3) P(x) = ax? + bx (Lorsque ¢ = 0)

Tableau de I'étude des signes du polyndme ; P(x) = ax®+ c

Si a et ¢ sont du méme signe

X

—00 + oo

ax’+c

signe de a

Si a et ¢ sont de signes contraires

X

—C —C
—00 — /— ’— + oo
a a

ax®+c

signe(a) 0 —signe(a) 0 signe( a)

Tableau de I'étude des signes du polynome ; P(x) = ax? + bx = x(ax + b)

.—b
X Si—<0
a
—b
X —00 —_— 0 + oo
a
X — I 0o +
ax+b —signe(a) 0 signe(a) | signe( a)
ax? + bx signe(a) 0 — signe(a) 0 signe( a)
. —b
X Si—>0
a
—b
X —0o0 0 — + o0
a
X - 0 + | +




ax+b —signe(a) | — signe(a) 0 signe( a)

ax? + bx signe(a) 0 — signe(a) 0 signe( a)

Signe d’un trindme du second degré sur R

Si alors
A< O <0 X -00 +00
ax’ + bx + ¢ signe de a
> _ X -0 -b_ +00
A= 0N =0) 2a
ax’ +bx +c| Signe (I) Signe
de a | dea
- ; S ;
A> 0(A>0) X oo Inf(x,;x,) up (X,3X,) 400
ax’+bx +c| Signe | Signe contraire I Signe
de a | de a | dea
Exemple 4

Etudier les signes des polynémes ;

A(x) =2x?+7x+3etB(x) = —3x2+8x+3

Solution
X 3 w +
—o0 — —_— (c')
2
A(x) - 0.+ 0 -
X —00 —= 3 + oo
B(x) -0 + 0 -

Etude des signes d’un produit de polynomes

Exemple 5
Etudier les signes des polynémes suivants ;
A(x) = (3x? —5x —2)(4x?%? —9);
Solution
A(x) = (3x? —5x —2)(4x%2 —-9)
L’équation associée est ;
(3x?—-5x—2)(4x2-9) =0
= 3x2-5x—-2)2x+3)(2x—-3)=0



3x2—5x—2—0

(
|

= 4 2x + 3 =0
| ou
k 2x—3=0

On calcule le A de la premiére équation du produit ;
A= (=5)2—4x3x(=2)=25+24=49
B 5-7 =2 -1

B 2x3_ 6 3
=Va=7= 547 12
2555376

=>(x—z)(x+ )(2x+3)(2x—3)_o

((x—2=0=>x=2

1 -1
X+§:X=?
:<2x+3=0=x=_73
3
\ZX—3=0$X=§

= Les solutions de I'équation associée sont ;

-3 -1 3
s={50 302

Le tableau de I’étude des signes donne ;

X —00 _—3 _—1 E 2 4o

2 3 2

x—2 -1 -4 - ]}—-— 0 +

x+% - | = 0+ | +] +

2x + 3 =0, +0l B+ |+

2x —3 -] = -0+ +

A(x) + 00— 0 + 0 -0 +

Etude des signes d’un quotient de polyndmes

Exemple 6

Etudier les signes des quotients de polyndmes suivants ;

(3x?2+8x—-3)2x—6)(x—5)

Qx) = x4+ 2

Solution
(3x?2+8x—-3)2x+6)(x—5)

Qx) = x4+ 2

Les équations associées sont ;



(Bx%+8x—3)2x+6)(x—5) =0
et x+2=0
[1]= (3x2+8x—-3)(2x—6)(x—5) =0
|{3x2+8x—3=0

ou

ﬁ! 2x—6=0
| ou

k x—5=0

On calcule le A de la premiére équation du numérateur du quotient ;
A=82—-4x3x%x(-3)=64+36=100

-8-10_-18_
X, = = = —
_ 2X3 6
= VA=10= _-8+10 2 1
27553 T6 3
:(x——)(x+3)(zx—6)(x— 5) =
( 1
Ix—§=0=x=—
ﬂ% xX+3=>x=—
[2x—6=0=x=3
kx—5=0=x=

= Les solutions de I’équation associée au numérateur sont ;

1 ss)
3’ )

S = {—3 ;
L’équation associée au dénominateur est ;
2l=x+2=0=x=-2
(Valeur exclue car, elle annulele dénominateur)

Le tableau de I’étude des signes donne ;

1
X ~® -3 -2 3 3 5 +o
x+3 - 0+ |+ |+ |+ |+
X +2 = | =0 4+ | +] +]|+

1

—= - | =1 =0+ +| +
X =3 | = | |+
x—3 — = 1=-1=-0+]+
x—5 - I=1=-1=-1+0+
Q(x) — 0+ ||-0+0-0 +




Exercices généraux

Exercice 1

Etudier, selon la valeur de x, le signe de :
a)§x+1 ; b) -§+3.
2 4

Exercice 2

Etudier les signes des polynémes ;
Cx)=x?>—-2x+1;D(x)=—-2x>—4x—-2;
E(x)=3x2—-2x+5;F(x) = -3x2+6x—7.
Exercice 3

Etudier les signes des polynémes ;

A(x) =5x2+45;B(x) = —7x%>—-21;C(x) =3x2—-27;D(x)= —2x>+8
E(x) = 4x? + 3x; F(x) = 20x — 5x2.
Exercice 4

Etudier les signes du produit suivant ;

B(x) = (—2x?>+7x+1)(x? = 3x —12);
Exercice 5

Etudier les signes du quotient suivant ;

(3x? + 4x + 5)(4x? — 25)
(x+1D(x—-2)(x4+3)

Exercice 6

R(x) =

Discuter en fonction du parametre réel m, les signes des fonctions suivantes :
AX)=(m+2)x—-5-mx+ ({1 —m)x+3
B(x)=mx+7—2m+7)x —4(5—3m)
Cx)=(m—-3)x>—7x+2m
D(x) = (2mx —-5)(3m+ 7x)



V- LES INEQUATIONS

=||l Faire savoir

Le cours

Définition
Une inéquation est une expression algébrique qui fait intervenir une relation d’inégalité (<; <; > ou =)

et une ou plusieurs variables (inconnues) de degré 1 ou plus.

La résolution d’'une inéquation est la détermination de I’ensemble des nombres réels vérifiant cette
inéquation.

1. Les inéquations du premier degré a une inconnue

a) Formes générales
La forme générale d’une inéquation du premier degré a une inconnue développée et réduite est ;
ax+b<0;ax+b<0;
ax+b>0ouax+b=>0..(a #0).

b) Méthode de résolution
_b .
x<—sia>0
ax+bhb<0=ax<-b=

x>—sia<0
a

On a déja vu le tableau de I'étude des signes du polyndme P(x) = ax + b il est ainsi ;

b
x —00 — = + o
a
ax+b —signedea 0 signedea

—b
Sia > 0=>S=]—00; —[
a
—-b
Sia<0=>8=]—; +00[
a
Exemple 1

Résoudre dans R I'inéquation: 5x —4 > 0

Solution

4
5x—420:>x2§

Le tableau de I’étude des signes donne ;



x 1 +
—0 — (o'e)
5
ax+b — 0 +
s=[s: 4]
= |—: 400
5P
4
5
-2 -1 0 |1 2 3 4 5 6
« } —z : >
-0 40
Exemple 2

Résoudre dans R I'inéquation :
—33<4x+7 <27
Solution
—33<4x+7 <27
= -33-7<4x+7-=7<27-=7
= —40<4x< 20
= —-40+4<4x+4<20+4
= -8<x<5
S§={x/-8<x<5}=[-8;5]

2. Les équations du deuxieme'degré a une inconnue

a) Formes générales

La forme générale d’une inéquation du deuxieme degré a une inconnue développée et réduites est ;
ax? + bx + ¢ = 0 (ou > ou < ou <) Avec (a # 0)

Cas particuliers

1) ax? <0 (ou> ou < ou =) Avec (a # 0)
2) ax* +¢>0 (ou<ou < ou=)Avec(a # 0)
3) ax*+ bx <0 (ou>ou < ou =)Avec (a + 0)

b) Méthode de résolution

Pour déterminer I’ensemble de solution de telles inéquations, on utilise leurs études de signes telles que
expliquées au chapitre IV et reprises ci-dessous ;

a- Tableau de I'étude des signes du polynéme ; P(x) = ax? + ¢

1° Si a et ¢ sont du méme signe

X —0 + oo




ax? +c signede a

2°Si a et ¢ sont de signes contraires

—C —C
x — - /— I— + o0
a a

ax? +c sign(a) 0 — sign(a) 0 sign( a)

b- Tableau de I'étude des signes du polynéme ; p(x) = ax?* + bx

1°Si —< 0
a
—b
X —00 e 0 + o0
a
x - (I 0 +
ax+b —sign(a) 0 sign(a) | sign( a)
ax? + bx sign(a) 0 — sign(a) 0 sign( a)
_—b
2°Si —>0
a
-b
X —00 0 e + oo
a
x - 0 + | +
ax+b —sign(a) | — sign(a) 0 sign( a)
ax? + bx sign(a) 0 — sign(a) 0 sign( a)

c- Tableau de I'étude des signes du polynome ;

p(x) = ax*+ bx +c
1°SiA>0

X —oo inf(xy; x3) sup(xq; x3) + o0

ax® + bx + ¢ | sign(a) 0 — sign(a) 0 sign( a)

2°SiA=0

x —00 Xo + o0

ax?> +bx +c | signedea 0 signedea

3°Si A< 0

X —oo + oo

ax? + bx + ¢ signede a

Exemple
Soit I'inéquation : 2x2 —5x +2 < 0

Chercher 'ensemble des solutions de I'inéquation.



Solution
Cherchons d’abord a résoudre I’équation associée a I'inéquation ;
2x2-5x+2=0
A= (-5)2-4x2%x2=25-16=9
= A> 0 et VA=3

5-3 2 1 5+3 8
M=y Tyttt Ty
Le tableau de I'étude des signes donne ;
1
X —00 E 2 + o0
2x%2 —5x+2 + 0 - 0 +

L’ensemble de solutions de I'inéquation ;

2x2—5x+2SOestdonc;S=E;Z]

Exemple
e . 9
Soit I'inéquation : —2x2 + 6x — 5>0
Chercher I'ensemble des solutions de I'inéquation.

Solution

Cherchons d’abord a résoudre I'équation associée a I'inéquation ;

9
—2x2+6x—§=0

-9
A=62—4-><—2><7=36—36=O=>A=0

-6 3
*=3 =72
Le tableau de I'étude des signes donne ;
3
x —0 ) + o
—2x% + 6x — ; — 0 -

L'ensemble de solutions de I'inéquation ;

9
—2x2+6x—5>0estdonc;8=®

Exemple



Soit I'inéquation : 3x2 —4x + 12 >0

Chercher 'ensemble des solutions de I'inéquation.

Solution

Cherchons d’abord a résoudre I’équation associée a I'inéquation ;

3x2—-4x+12=0

= A< 0 pas de solution dans R

A=(—4)?2—-4%x3x12=16—144 = —128

Le tableau de I'étude des signes donne ;

X

—Q0

+ o

3x2 —4x +12

+

L’ensemble de solutions de I'inéquation ;

9
—2x2+6x—2>0estdonc;5=]R

-0 +00
Exemple 1
Résoudre dans R les inéquations :
1) (2x-1)(x+1) >0; 2)x* -4x +3 €0 3) (x*+ x + 1)(1 —x%)> 0.
Solution
1) 2)
X 1
-0 -1 2 +on X -0 1 400
| I
2x- 1 ) . 0 X -4x+3| ? i
X+ 1 - 0 +
S=]1;3|.
2x - I)(x +1) + 0 - (l)
I
1
S=]-00;-1]U[5 ;40|

3)




X -a0 -1 1 +a0
X+x+1 + + +
1-x° - 0O + 0 -

X +x+1)(1x) | - 1) + ? _
S=]1-1;1].
Exemple 2

Pour tout réel x, on pose f(x) = x> -9x” +26x -24

1) Calculer f(2),

2) Déterminer les réels a et b tels que, pour tout réel x, on ait f(x) = (x — 2) (x* + ax+ b).
3) Résoudre dans R I"’équation f(x) = 0.

4) Résoudre dans R I'inéquation f(x) > 0.

Solution
1) f(2) = (2)* -9(2)* +26(2) -24 = 8 -36 +52 -24 = 60 -60 = 0
fl2)=0.
2) Méthode 1 : (Identification).
f(x) = (x=2) (x* + ax + b) = x> + ax® +bx -2x* -2ax -2b
= x>+ (a-2)x* + (b -2a)x =2b

a—2=-9
a=-7
En utilisant I'identification ona : {b=2a =26 @{ 5 Donc, V'x € R ; f(x) =(x—2) (x* - 7x + 12).
—2b==24 h

Méthode 2 (Division euclidienne)
x3-9x%+26x-24 | x-2
-(x3-2x%) X°-7x + 12
0-7x>+26x -24
-(-7x* + 14x)
T 0 +12x-24
-(12x -24)
— N

Donc, Vx € R ; f(x)=(x—2) (x*- 7x + 12).
3)f(x) =0 x-2=0<x=2;0ux -7x + 12.
A=(-7)%-4(1)(12)=49-48=1; JA =1;
X1=E=3;X2=% =4,

DoncS={2;3; 4}.



X -0 2 3 4 *o
x -2 - (l) + + +
X-7x +12 * + 0 - 0 +
fx) - 0 + 0 - +

S=12,3[ U4, 4o

3. Les inéquations du premier degré a deux inconnues

a) Formes générales

La forme générale d’une inéquation du premier degré a deux inconnues est ;
ax+by+c<0;ax+by+c>0
ax+by+c<0ouax+by+c=>0.

Aveca,betc € R

b) Méthode de résolution

Pour résoudre une inéquation du premier degré a deux inconnues, on trouve deux solutions a son équation
associée.

Dans un repére (0; T,j) du plan, onreprésente la droite qui correspond a cette équation. On prend
ensuite un point non situé sur la droite (le point d’origine O de préférence si tel est son cas), on remplace x
et y par ses coordonnées et on calcule. En fonction du signe du résultat obtenu, on décide duquel des deux
demi-plans situés de part et d’autre de la droite, est la solution de I'inéquation.

4. Systeme de deux inéquations a deux inconnues
Méthode de résolution

Pour résoudre un systeme de deux inéquations a deux inconnues, on utilise la méthode graphique comme
expliqué précédemment pour chaque équation. Ensuite, on cherche I'intersection des deux demi-plans
solutions.

5. Inéquation produit — Inéquation quotient

a) Inéquation produit

a- Définition

On appelle inéquation produit, toute inéquation composée d’un produit de deux polynémes ou plus.
b- Méthode de résolution

Pour résoudre une inéquation produit, on commence par résoudre son équation associée. En fonction des
racines obtenues pour I'équation associée, on dresse ensuite un tableau d’étude de signes.



Le résultat de I’étude des signes nous permet alors de déterminer le ou les intervalle(s) de réels qui sont
solution de I'inéquation.

b) Inéquation quotient

a- Définition

On appelle inéquation rationnelle ou inéquation quotient, toute inéquation caractérisée par un quotient de
deux ou plusieurs polynémes ;

c- Méthode de résolution

Pour résoudre une inéquation rationnelle, on commence par résoudre ses équations associées dans le
numérateur et dans le dénominateur, en excluant les éventuelles valeurs qui annulent le dénominateur.

En fonction des racines obtenues pour les équations associées, on dresse un tableau d’étude des signes.

Le résultat de I’étude des signes nous permet alors de déterminer le ou les intervalle(s) de réels qui sont
solution de I'inéquation.

Exemple 3
Soit I'inéquation ;
5*-3y+15<0
Les coordonnées des points A(0,5) et B(=3,0) sont deux solutions de I’équation associée.
Dans un repére (0; T,j) du plan, la droite (AB) partage le plan en deux demi-plans.
Pour déterminer celui qui est la solution de I'inéquation, on remplace par les coordonnées de 0(0,0),
Ona;5x0—-3x0+15=15

Donc; le point O appartient au demi-plan qui n’est pas solution de I'inéquation.

y f/(0:5)

La solution de I'inéquation 5x — 3y + 15 < 0 est le demi-plan fermé de frontiére la droite (AB) et ne
contenant pas l'origine.

Systéeme de deux inéquations a deux inconnues

Exemple 4

5*-3y+15<0

Soit le systeme { X+y—4>0



La solution de ce systéme est la zone du plan doublement hachurée, fermée du c6té de la droite (AB), et
ouverte du cété de la droite (CE).

%

Exemple 5
le plan est muni d’un repéere orthonormé (O ; i ; 3).

. , , {—13X+y£1
Déterminer I'’ensemble des points M(x ; y) tels que : .

-1<x=y<l1
Solution
x+y+1>0

{—ISX+yS+1<:> x+y-1<0 Q

-1<x-y<l1 x—y+120 /

—y-1<

o x-y-1<0 b

= x+y+12>0estl’équation cartésienne du demi-plan contenant O de frontiére la droite (d;)
d’équation x+y +1=0.

= x+y-1<0 estl'équation cartésienne du demi-plan contenant O de frontiére la droite (d,) d’équation
Xx+y—-1=0

= x-y+12>0 estl'équation cartésienne du demi-plan contenant O de frontiére la droite (d3) d’équation
X-y+1=0

= x-y-1<0estl'équation cartésienne du demi-plan contenant O de frontiere la droite (d4) d’équation
x-y-1=0

En conclusion, I'ensemble demandé est la partie du plan limitée par le carré ABCD ( voir figure).

Exercices généraux
Inéquations du premier degré

Exercice 1

Résoudre dans R les inéquations suivantes puis représenter graphiquement leurs ensembles de solutions :

—-3x+4=20; -13<4x+7<19



Inéquations du deuxiéme degré

Exercice 2

Résoudre les inéquations suivantes et représenter graphiquement leurs ensembles de solutions ;
2 2 9
2x*—5x+2<0; —2x +6x—E>0;

3x2—-4x+12>0
Exercice 3
Résoudre les inéquations suivantes et représenter graphiquement leurs ensembles de solutions ;
2+2x4+1>0;3x2-7x4+2<0;
—2x2+5x+3<0;3x2+2x+5<0;
—4x2+3x—-6<0
Exercice 4
Etudier les signes, résoudre les inéquations et représenter graphiquement leurs ensembles de solutions :
(22 —xvV2+1)(x* + x¥2+ 1) <0
xX+x+1<0
Inéquation produit
Exercice 5

Résoudre dans R les inéquations produits suivantes, puis représenter graphiquement leurs ensembles de
solutions ;

(3x2-5x—-2)(4x%2-9) < 0;
(=2x2+7x+1) (x> —-3x—-12)>0;
2x+5)(4x—7)(x—10)<0;

(x® —3x%2+9x—-27)(36x*—81) > 0.
Inéquation quotient

Exercice 6

Résoudre dans R les inéquations rationnelles suivantes, puis représenter graphiquement leurs ensembles
de solutions ;
(3x*+8x—-3)2x-6)(x—5) <0
x+2 -
(3x% + 4x + 5)(4x? — 25) -
x+1D)x-2)(x+3) —

Systéme de deux inéquations a une inconnue
Exercice 7

Résoudre dans R les systémes suivants, puis représenter graphiquement leurs ensembles de solutions ;



I_{2(5—4x)—3(7x+ 1)<0
—4(x—7) +6(4x+9) > 0[2]

I {3(7x —12) = -6(2x —5)
—2(5x+4)>43x-1)

{7x—525x—11
I —
x+10>4x—-5

Exercice 8

Résoudre dans R:les inéquations :
1
x+1>20;2x-1<0; §x+120.

XX-4x+3>0 ; x*+x+1<0

2 x-1<0 ; x*-120

(x—1)(x+3) <0 ; (1-2x)*(1+x) <0

Exercice 9

Résoudre graphiguement les inéquations ou systemes d’'inéquations suivantes :
1)2y—-x+2<0 ;2)y=20 ; 3)x<1.

4 x+y-1<0 5 x+y—-1>0
2x -3y >0 x—=2y+42>0



VI- VALEUR ABSOLUE ET POLYNOMES

=|H Faire savoir

Le cours

1. La valeur absolue associée a un polynome

a) Polynéme ax + b (a # 0)
ax +bsix > —
1°sia> 0= |lax + b| = a

, -b
—ax—bsix <—
a
—b
X —00 — + oo
a
ax+b - 0 +
|ax + b| —ax—>b 0 ax+b
Résumé
] -b
Sle]—OO; —]ﬁ lax + bl = —ax—b
Sia>0= a

SixE[F; +00[=>|ax+b| =ax+b

ax+bsix <—
a

: —-b
—ax—bsix>—
a

2°sia< 0= |ax+ b| =

—b
X —00 e + oo
a
ax+b + 0 —
|ax + b| ax+ b 0 —ax—b>b
Résumé

—b
Sixe]—OO; —]:>|ax+b|=ax+b
Sia<0= a

SixE[F; +00[:>|ax+b| =—ax—D>b

Exemple 1
Donner sur R les expressions de : |5x + 7| et |—3x + 2|

Solution



-7

5x+7six2?
|5x + 7| = .
—5x—7six<—
5
Tableau
_7 4
X —00 —_— 0
5
5x +7 — 0 +
|5x + 7| —5x -7 0 5x + 7
-7
Six e ]—00; ?] = |5x+7|=-5x—-7
Conclusion = _7
Six e [? +oo[=> |5x + 7| =5x+7
] 2
—3x+251x$§
|-3x + 2| = 2
3Ix—2six>—
X Six 3
Tableau
2 +
X — 00 —_ (0 0]
3
—3x+2 + 0 _
|—3x + 2| —3x+2 0 3x — 2
\ 2
Sle]—OO; —] = |-3x+2|=-3x+2
. 3
Conclusion = 2
Six € [5; +00[=> |-3x+2|=3x—-2
Exemple 2

Donner sur R les expressions de : [4x + 7| et |3 — 11x]|

Solution
Adx +7 six > _T
|[4x + 7| = _
—A4x —-7six <—
4
X — Q0 _— o0
4
4x +7 — 0 +
|4x + 7| —4x -7 0 4x +7

Résumé



-7
Sixe]—OO; T]=> [4x + 7| = —4x—17

-7
Sixe[T;+oo[=>|4x+7|=4x+7
3 —11xsi <3
—1lxsix <—
13— 11x| = 131
11x —3six = —
X 351x_11
x 3
—00 —_— (0)0)
11 +
3—11x + 0 —
|3 —11x| 3—11x 0 11x—3
Résumé
. 1 3
Six € |—; H]$|3—11x|=3—11x
— ]
Sixe[ﬁ; +00[=>|3—11x|=11x—3

b) Polynéme ax? + bx + ¢ (a # 0)

Exemple 3

x —oo Xy x; + o0
a>0 || ax*+bx+c - 0 % 0 -
l|ax? + bx +¢| | —ax* —bx—c 0 ax*+bx+c 0 —ax*-bx—c
A>0
x —o0 Xy X, + o0
a<0 || ax*+bx+c + 0 - 0 +
lax? +bx+¢c| | ax*+bx+c0 —ax’*—bx—c 0 ax’+bx+c
x —c0 Xo + o0
a>0 || ax¥+bx+c + 0 +
|ax? + bx + c| ax* +bx+c 0 ax’ +bx+c
=0 x —00 Xo + 0
a<o | @x*+bx+c - 0 -
|ax? + bx + c| —ax*—bx—c 0 -—ax’-bx—c
x —o0 + oo
a>0 || ax®*+bx+c +
|ax? + bx + ¢| ax’> +bx+c
A< O
X —00 + oo
a<o | ax*+bx+c -
|ax? + bx + ¢| —ax*—bx—c




Donner I'expression de B sur R

B(x) = [2x? — 7x + 5|

Solution

2% —T7x+5=0=2-7+5=0
=1 t —5

X, = e xz—z

Conclusion
5
|(Six€]—00; 1] U[E; +00[=>2x2 —-7x+52>20

= |2x2 - 7x+5|=2x2-7x+5
[Sixe[1;,9] =2x2—7x+5<0
= |2x2 —7x+5|=-2x2+7x -5

Exercices généraux

Exercice 1

Donner I'expression algébrique de A sur R

A(x) = 2x + 6| + |4 — 2x| + |x — 1]

a) La valeur absolue appliquée aux équations

Exercice 2

Pour quelle valeur de x a-t-on:
5=
— | ==2
X X
Exercice 3

Montrer que pourtoutx # 0,0ona;

|-5x%| x|
|25x] 5
Exercice 4

Pour quelle valeur réelle x a-t-on :

Ja-1D2=x-1?
Exercice 5

Résoudre dans R les équations :
m|[3—-2x|=11;
m2-34—-x|=0;
ml+|5x—-6]/=0.



Exercice 6

Résoudre dans R I'équation :
|2x + 3] = |3x — 7|.
Exercice 7

Résoudre dans R les équations :
m|5x —4|=|7x+1];
m|x?>—1| =7 —x?|.
Exercice 8

Résoudre les équations :
m|3x+1|+|x—2|=9;
m|2-5x[+[3x—1| =1.
Exercice 9

Résoudre les équations
X|lx+2]+3=5

X |1x%+9]—16]/ =1
Exercice 10

Résoudre dans R

X |lx—5/+6]=7

K |lx+4l—1| =5
X|lx—5]-8 =1

X ||x? + 10| + 8| = 12

X |x?— 4]+ 11| =6

X |lx? - 3| — 7| =10

b) La valeur absolue appliquée aux inéquations
Exercice 11

Déterminer les reels vérifiant :
|5+ 3x]| < 4,

En donnant une représentation graphique de I’ensemble de solutions.
Exercice 12

Résoudre les inéquations :
m|7-2x|<3;
mx?-2|<1.

Exercice 13



Résoudre les inéquations :
|2x — 5|
lx — 4]
m|3—x|=>|x+3|—2|x|

<1

Exercice 14

Résoudre les inéquations

X |lx—14]-3| <1

X |x2 + 7] — 4| > 12

Valeur absolue associée aux produits et quotients de polynomes

Exercice 15

Donner I'expression algébrique sur R de :
Ax) = |(x=5)(x +3)(2x + 7)(3 — 4x)]|
B(x) = |(=3x% +5x + 2)(2x%2 — 7x + 3)|
C(x) =12x—3)(7 —5x)(x? + 8x =9)|

Exercice 16

Donner I'expression algébrique sur R de :
(x=2)(x+6)(3x+ 2)
(2x— 7)(3—4x)
(x —9)(—3x2+5x+2)(Bx + 2)
(x2+ 4x +4)(x2 =9)

D(x) =

E(x) =




VII- CALCUL VECTORIEL ET GEOMETRIE
ANALYTIQUE

=|ll Faire savoir

Le cours

1. Notion de vecteur
Définition
Unvecteur i = AB est déterminé par;
e Une longueur ; celle du segment [AB] appelée norme de u,
e Une direction ; celle de la droite (AB),
e Unsens; celui de A vers B.
Remarque 1
Deux vecteurs U et ¥, sont égaux s'ils ont :
e La méme longueur,
e Le méme sens,
e La méme direction.
Deux vecteurs U et ¥ sont opposéss'ils ont :
e La méme longueur,
e La méme direction,
e Deux sens contraires.
a) Relations vectorielles
Pour tout point A du plan®, on a :
AA=0 (Vecteur.nul).
Pour tous points A et B du plan P,on a:

—AB =BA (Eél) est ['opposé de E).




Exemple

A B
0
L J
Q P
D c
K

Sur la figure ci-dessus, donner ;

M Tous les vecteurs égaux au vecteur m,'

M Tous les vecteurs égaux au vecteur m,'

M Tous les vecteurs opposés au vecteur AL.

Solution

WAM =MO=0P=PC=IN=NJ =LQ = QK ;

WAl =IB=MN=1L0=0j=QP =DK = KC;

IVecteursopposéséﬁ: —H=ﬁ=ﬁ=W=ﬁ)’=ﬁ=ﬁ=?j=ﬁ?’

b) Somme de vecteurs
Pour additionner des vecteurs; on utilise la relation de Chasles.

Pour tous points 4, B et C du plan P,ona:

AC = AB + BC (Relation de Chasles).

La relation de Chasles peut aussi s’écrire ;

Pour tous points 4, B et € du plan P, et pour tout point M € P,on a AC = MC — MA.
En particulier; 0 € P = AC=0C—-04.

Exercice

Démontrer la deuxiéme écriture de la relation de Chasles.



Exemple
ABC est un triangle un triangle non aplati, P et Q sont deux points du plan définis par :
3PA — 2BC = 4BP et 2QA+:BC—4BG=0
En utilisant la relation de Chasles, déterminer les coordonnées de P et Q dans le repére (B; BA, EE)
Solution
3PA — 2BC = 4BP = 3PB + 3BA — 2BC = 4BP = —3BP — 4BP = —3BA + 2BC

- — = — e = — —_— e —_ - —
7BP 3BA + 2BC BP 7BA 7BC P(7, 7)

204 + 3 BC — 40 = 0 = 20 + 254 +  BC — BQ =0
— ~2B( - BG = ~2BA - 3 BC = ~3B( = ~2BA - 3 BC = B0 = - BA+ 5 50= 03, 5)
3 3 3 9 3'9
Exemple
Soit ABC un triangle non aplati, et soit M un point quelconque du.plan tel que ;
SMA = —2MB +7MC
En utilisant la relation de Chasles, montrer que les points 4, B et € sont alignés.
Solution

SMA = —2MB + 7MC = 5MA = —2MA — 2AB + 7MA + 7AC

— SMA = —2MA + 7MA — 24AB + 7AC = 5MA = 5MA — 24B + 7AC
— SMA — 5MA = 2AB + 7AC. = 24B + 7AC = 0

—_— —_— —_— 7—) —_— —_—
= 2AB = 7AC = AB = EAC = AB et AC colinéaire = A, B et C alignés

c) Egalités vectorielles et configurations de base
1°/ Milieu et vecteurs

A°) Milieu d’un segment et vecteurs

Soit [AB] un segment de milieu I, ona:



Pour tout point M du plan P, ona:
MA + MB = 2MI ;

1,
MI=E(MA+MB).

Exercice
Démontrer la derniére propriété.
B°) Milieux des cotés d’un triangle et vecteurs

Soit ABC un triangle. I et ] les milieux respectifs de [AB] et [AC], alors :

Exercice
Démontrer la propriété précédente

2°/ Centre de gravité et vecteurs



Soit ABC un triangle de centre de gravité G.
Et soit A’ le milieu de [BC], alors :

= GA+GB+GC =0 [1];
= GA = —2GA’ ;

_— 1—>
= GA"= - GA (3]
_— 2—>
= AG =z AX [4];
VM eP = MA+MB + MC = 3MG
Exercice

Démontrer les propriétés précédentes.

3°/ Parallélogramme et vecteurs

Exemple 1

Soit ABCD un quadrilatére. I; J; K; L; M; N les milieux respectives de [AB]; [BC]; [CD]; [DA]; [AC];
[BD].

1) Démontrer que les segments [IK] ; [JL] et [MN] ont le méme milieu G.

2) Démontrer que : GA+GB+GC+GD =0,



Solution
1) Dans le triangle ABC,on a :_17 = %14_5,

C
K
D
M ']
L
N
A i B

Dans le triangle ACD,ona: LK = %R,

Donc, I7 = LK.
Donc, IJKL est un parallélogramme.
Donc [IK] et [JL] ont le méme milieu.

Dans le triangle ACD,ona: LM = %TC,
Dans le triangle BCD,on a : ﬁf = %TC,

Donc; LM = W;

Donc, LMJN est un parallélogramme.

Donc [JL] et [MN] ont le méme milieu.

D’ou les segments [IK] ; [JL] et [MN] ontle mémemilieu G.

2)OnaGA+GB + GC+GD = (GA+ GB) + (GC +GD)
= 2GI + 2GK = 2(GI +GK) =2(0) =0
Donc,ﬁ)+ﬁ+ﬁ+ﬁ=6

Exemple 2

Soit ABC un triangle. M un point n’appartenant nia (AB), nia (AC), nia (BC).
1) Construire les points A’ ; B ; C"tels que MABA’ ; MBCB’ ; MCAC’ soient des parallélogrammes.
2) Démontrer que M est le centre de gravité du triangle A'B’C’.

Solution
1) Construction

Ba

Ca

—

2)Ona:MA"+ MB' + MC' =AB+BC+CA=44=0



Donc, M est le centre de gravité du triangle A’'B’C’.
Exemple

Soit ABC un triangle quelconque. A’ le milieu de [BC], G le centre de gravité du triangle ABC, D et E les
points tels que ; CD = %A_ﬁ et BE = %A_f On note I le milieu de [DE].
1° Faire une figure illustrant les données précédentes.

2° a) Montrer que Al = gﬁ + 214—6:

b) Exprimer AA en fonction de AB et AC.

3° a) Démonter que les points A, A’ et I sont alignés.

b) Démonter que le point G est le milieu de [AI].

4° Prouver que les droites (BC) et (ED) sont paralleles.
Solution

1°

2° a) Calculons Al par deux chemins :
Al = AB + BE + El et Al = AC + CD + DI
= 2A] = AB + CD + AC + BE + EI + DI
[
:>2AI=AB+§AB+AC+§AC
241 = 248 + 2 4¢
= = — —
3 3
ai 1(4E’+4R)
—1 = —|— —
2\3 3
- 2 2

— Al =—AB +=-AC
34513

1,
b)AA’=E(AB+AC)

3°a) Al =3 AB +3AC =§(AB +AC)



g _— 3—-)
= AB + AC =S Al
_— 1 —_— —_— —_ —_— _—
AA =§(AB +AC) = AB + AC = 2AA"[2]
Deetona;
3—> _— —_— 4‘—)
—Al = 244" = Al = —AA’
2 3
= AA’ et Al sont colinéaires = A, A’ et I sont alignés.
b) G est le centre de gravité du triangle ABC et A’ est le milieu de [BC] ;
= AG = §AA’ = AA' = EAG
Lo T2 4‘—> _— 3—>
comme on a déja Al = §AA’ = AA’ = ZAI
3—> —_— 1—>
=>§AG =—Al = AG =§AI$G=A*I
4°ona;
ED =EB+ BC+CD = —§AC+BC+§AB
=3CA+2AB +BC =§(CA+AB) + BC

_ 1T yBe - 1ﬁ+ﬁ—(1 1)@
3 -3 N 3

— 2—> — —
= ED = §BC = ED et BC sont colinéaires

= (BC)//(ED)

4° Configuration de Thales-Milet et vecteurs

A/ Premiére version Thalés

Dans le plan P, on'donne les deux droites (AB) et (A'B’) sécante en O de sorte que ;
0A’ = x.04 et OB’ =y.0B

Alors ; les coefficients de colinéarité x et y sont égaux si et seulement si les droites (AB) et (A'B’) sont
paralléles.

Dans ce cas ; A'B' = x.AB

Démonstration



Kx=y=AB =0B —0A' =x.0B —x.04
= x.(0OB — 04) = x.AB = (A'B")//(AB).
X1 (A'B")//(AB) = 3k e R /A'B" = k.AB
= A'B’ = k.(0OB — 04) = k.OB — k.0A
= A'B’ = k.OB — k.O—A
D’autre part on a déja ;
A'B’ = x.0B —y.04[2]
x#+kouy+k= 04 et OB sont colinéaires ce qui est en contradiction avec les hypotheses.
Donck=x=y
Remarque

1° Si les vecteurs OA et 0A’ d’une part, OB et OB’ d’autre part, sont de méme sens, on a;

0A’ OB’
X=ox ety = OB,
Sous ces conditions, on pourra énoncer :
0A'" OB’
0A-08 < (4B)//(A'B")
2° De méme, lorsque les vecteurs OA et OA' sont de sens contraires, ainsi que OB et W;
0A' OB’
X=—77 ety = ~ 05
Sous ces conditions, on pourra énoncer :
0A" OB’

01-08°C (AB)//(A'B")
B/ Deuxiéme version Milet
Dans le plan P, on donne le point O et les deux droites paralleles D et D’ de sorteque O € Det 0 € D'.
Soit A et B deux points de D et A" et B’ deux points de D’ tels que :
0A’ = x.04 et AB' =y.AB
Alors les points O, B et B’ sont alignés si et seulement si les coefficients de colinéarité x et y sont égaux.

Dans ce cas, on a aussi;

Démonstration



X Supposons que x = y
Ona:0B' = 0A"+ A’'B’

— OF = x.04 + x. 4B = x.(04 + AB) = x. 0B
= 0, B et B' sont alignés.

X Inversement, lorsque O, B et B’ sont alignés, d’apreés la version 1 (Thales), les trois coefficients de
proportionnalité (de OA’ par rapport @ OA, de OB’ par rapport d OB, de A'B’ par rapport & AB), sont
égaux.

Exercice

Soit ABCD un parallélogramme non aplati et I le milieu de [BC]. On désigne par E le point d’intersection
de (AI) et (CD).

Montrer que C est le milieu de [DE].

Solution

ABCD est un parallélogramme non aplati, alors

(AB)//(€D) et AB = DC[1]
E € (cD) = (EC)//(AB)

(EC)//(AB)  B1 Al . Bl =1IC
et = —=—=1= et
1=gxc 1 1F 4i = TF

= | = A * E = BACE est un parallélogramme
— 4B = CE[Z]
Deetona;ﬁzﬁ?’:C:D*E

d) Produit d’un vecteur par un réel

Il
sl ol

0.
*x VUEV =1 1.
-1.

2Rl e
|| I
:



a(pu) = (ap)i
* VU, veEV,Va,fER= 3 (a+ p)U=al+ pv
a(l+v) =au +av
Exemple 7

1°/Sur la figure ci-dessous, compléter ;

AL+AM =-;AM +DP = - ; AM + PC = - ;
m-l_]TV):"';E+A_I)="';F]>+ﬁ="';Ei'l’m:"'.

2°/ Compléter :
Al+BN=_.J AN+ =4C,
T+IN=0QJ,C..+..0=DA.

3°/ compléter par le nombre qui convient ;

—_— _ —— —_ — _ —— _— — —

DQ =--DB,AD =---AP,BQ =--BO,DB =---DN, CP = --- AO.

A B
0
L J
Q P
D c
K
Solution
1°/

AL+ AM =AL+10 = AQ,

AM + DP =AM + Mi = 4,

AM + PC = AM + MO = 40,

AM +JN =AM + MA = A4 = 0,
AD + Al =AD + DK = 4K,

Kj +KL=K] +JI =KI,
Cj+PM=Cj+]I=CI.

2°/

Al+BN =] = 4l +IM = AM = Nj,
AN+ =4C = AN + AQ = AC,
Z+IN=0Qj= QN +IN = 0J,
C..+..0=DA= CJ + KO = DA.



3°/

e) Vecteurs colinéaires

Définition

Deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires lorsqu’ils ont la méme direction. C’est-a-dire, lorsqu’ils sont portés
par deux droites paralléles ou par une méme droite.

Autrement dit ; deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires si, et seulement si ; ¥ /= k.u (k € R).

Ona Si et seulement si
v =ku U et U sont colinéaires
(keR,) et de méme sens
v =ku U et U sont colinéaires
(keR.) et de sens contraires

Remarque 1

Pour tout vecteur i, on a 0. U = 0. Le vecteur nul (6) est colinéaire a tout vecteur.

On dit du vecteur nul (6) qu’il a toutes les directions.

Remarque 2

Si deux vecteurs sont colinéaires, alors tout vecteur colinéaire a I'un est aussi colinéaire a I'autre.
a- Combinaison linéaire

Soit U et ¥ deux vecteurs quelconques de V et soit a et 8 deux réels.

Le vecteur al + BV est appelé combinaison linéaire des vecteurs U et ¥ ou a et 8 sont les coefficients
respectifs de U et de v.

b- Norme d’un vecteur



On appelle norme d’un vecteur i, et on la note ||1]|, la distance entre deux points pris pour origine et
extrémité correspondant au vecteur 1.

C’est-a-dire que, si A et B sont deux points du plan tels que AB = U, alors ;

il = ||[AB|| = AB = d(A, B).

Pour tout vecteur i on a;
Il = 0.

0]l =0etlill =0 =% =0.

il = Il—ull .
78] = 45.
78] = |,

Pour tout vecteur % et tout réel k on a;
k.2l = [kl .

Pour tous vecteurs i et v on a;

i + oIl < NIl + I9]] .

Exercice

Démontrer cette derniére propriété.

Exemple 3

Soit u et vdeux vecteurs. On pose w=2u-3v.
1) Montrer que :

[w]<2fe] - 3}y

2) On suppose que u et v sont colinéaires. Montrer que u ;\7 et w sont colinéaires.
Solution

1) On a:|w]=|2u-3v|

<[pul+|-3V
<[2ul+1-31
<2|a] +3[+]

Donc,

w<2]ul-+3]y].

2) u et vsont colinéaires si, et seulement si, v=ku avec keR.



Donc, w =2u +3(ku) = 2u + (3k)u = (2+3k)u
et(2+3k) eR.

Donc, w et u sont colinéaires.

Donc ; les vecteurs u ; v ; w sont colinéaires.

c- Vecteur unitaire

On dit d’un vecteur U qu’il est unitaire lorsque ; ||u]| = 1.

2. Base de V (V est 'ensemble des vecteurs du plan)

Définition

On appelle base de V, tout couple ordonné (7, ) de vecteurs non nuls et non colinéaires.
a) Projection vectorielle

Soit (7,]) une base et 1 un vecteur de V.

Il existe un couple unique (14, U,) tels que ;

U = U, + U,, avec U, colinéaire a T et U, colinéaire a J.

Le vecteur 1, est appelé le projeté de % sur T dans la direction de J et U, est appelé le projeté de u sur
dans la direction de 7.

Définition
L’application de P dans P, qui au vecteur % associele vecteur 1, est appelé projection vectorielle de U sur
T dans la direction de J.

En général, on note p une projection vectorielle, lorsque, aucune confusion sur les données n’est a
craindre.

b) Propriété
Soit p une projection vectorielle, quels que soient les vecteurs i, ¥ et le réel @, on a:
paU+9) = p) + p@)
p(au) = a p(u)

7

Sy

sl
)
sl

i

m@’j ,;7(74') m(ﬂ:+ﬁ) 0\ Mﬁ‘) a‘}v(i)

Exercice
Soit un triangle ABC, et E, F, D les points définis par :
AE = 2AB; AF =3AC; AD = AE + AF
1° Les paralléles a (BC) passant par E et F coupent (AD)en [ et].
Montrer que AD = Al + A_j

2° On désigne par K le point d’intersection de (BC) et (AD).



Montrer que AD = 5A4K.

Solution

1° Soit p la projection vectorielle sur (AD) dans la direction de (BC)
Ona; p(4D) = AD; p(AE) = AL p(AF) = 4]
AD = A + AF = p(AD) = p(AF) + p(AF)
= AD = Al + T]

20
AE = 2.AB =

p(ﬁ) = p(Z.ﬁ) =4l = Z.p(ﬁ) = 24K
AF = 3.AC =

c) Coordonnées d’un vecteur dans une base

Etant donné une base vectorielle (1, 7) de V et un vecteur w, il existe un seul couple (x, y) de réels
appelées coordonnées de w telsque ; w = x.U + y. V.

Exercice
Démontrer I'existence et 'unicité de ces coordonnées.
Définition
Les deux réels x et y sont les coordonnées ou composantes du vecteur W dans la base (i, ¥) et on note ;
w (x) ouw (x) ou w(x,y) ouw |x
y Y/ @ y

d) Propriétés

N (X 5 (X , s
Dans une base (7,]) de V, soit U (y) etv (y’) des vecteurs de V, et a et [ deux réels, on a les propriétés

suivantes :
=2 - - - 1 .
X l—l.l+0.]<=>l(0),

X j=0.1+ 1.7@7((1’) ;



e) Déterminant de deux vecteurs
Définition

- , . — X - xl — >
Dans une base (7,]) de V, on appelle déterminant de deux vecteurs u (y) etv (y') et on note det(u, V) le
réel défini par ;

x|
=xy' —x'y

— —> X
det(u,v =| ,‘
(u,v) N

Exemple

Dans une base (7,7) de V, soit U (_67) et v (_35), calculer det(u, D).

Solution
det(@9) = | &) f=6x3=(-7) x (=5) = 18 - 35 = det(i, ) — 17.

f) Propriété
SYX\ o (X o . —
Deux vecteurs U (y) etv (y') sont colinéaires si, et seulement si, det(u, v) = 0.

Exemple

Dans une base orthonormé (7,7) de V on donne les deux vecteurs U (_47) et v (_2112)

Vérifier que 1 et ¥ sont colinéaires.
Solution

U et U sont colinéaires si det(u, 7) = 0.

—12
21

=(4x21)—((-7)x(-12)) =84—-84=0

det(@9) = |

U et U sont donc colinéaires.



g) Changement de base

Exercice

- . e . - [a - a,l
Dans une base (7,]) de V, soit deux vecteurs non nuls et non colinéaires u (b) etv (b’)'

Par définition, (U, V) constituent une base de V.

Démontrer alors que les coordonnées de ?etfdans la base (i, V) sont données par la relation ;

|/ det(u V) \ / det( )\

\ det(u V) det(u V)
h) Conséquence

Exercice

Si un vecteur W a pour coordonnées (x,y) dans la base (7,7), montrer alors que les coordonnées de w
dans la base (U, ¥) sont données par la relation ;

b'x—a'y
| det(u; v
7| (u; v) |

ay— bx
\det(ﬁ; V)

Application

Dans une base (7,7) de V, on donne les deux vecteurs U (_37), v (i) et w (_2) )

1°/ Montrer que (U, V) est une base de V

2°/ Donner les coordonnées de 7 et J dans la base (i, V)
3°/ Donner les coordonnées de w dans la base (i, V)

Solution
o = 2N _7 5 i
1/det(u,v)—|3 2| =7 x4-3x5
=-28—-15=-43 0

Donc ; (U, ¥) est une base de V.

2°/ Les coordonnées de T et j dans (i, ¥) sont ;

4 5
S 43 .- 43
3 |\ 7
43 43
3°/ Les coordonnées de w dans (i, ¥) sont :
4x(-2)—-5x(-1) 3
_ —43 _[ 43

—-3x(=2)+(=5) x(-1)
—43 43




3. Base orthogonale, base orthonormale
Définition

La base (7,]) est dite orthogonale si les vecteurs T et j sont orthogonaux (de directions perpendiculaires).

ty

La base (7,]) est dite orthonormée ou orthonormale si les vecteurs 7 et J sont orthogonaux et unitaires.
Cest-a-dire; T L Jet||Z]l = lljll = 1.

a) Norme dans une base orthonormale

X
Dans une base orthonormale (7, )), soit le vecteur 17( ) la.-norme de U est alors donné par ;

y
lull = Va2 + y*.

b) Vecteur unitaire adjoint a un vecteur

- . — X
Dans une base orthonormale (7, )), soit le vecteur U (y)

X
— | |lu

Le vecteur u’ ezl

e

Il

est appelé vecteur unitaire adjoint au vecteur .
e

— | Il —VxP Y’

u = u
e Yy
|I1z]| W/ X2+ y?

Exemple

Dans une base orthonormée (7,7) de V, on donne le vecteur i (_35)

Donner la norme de U et les coordonnées de son vecteur unitaire associé.

Solution

La norme de % est : ||| = /32 + (=5)%2 = V9 + 25 = V/34.

Les coordonnées du vecteur unitaire associé u’ sont :



Remarque
Un vecteur et son vecteur unitaire associé sont colinéaires.

4. Repeére du plan

Définition

Soit O un point quelconque du plan. Et soit (1,]) une base de V. Le triplet (0; 7,J) est appelé un repére du
plan. O est appelé point origine du repére.

Soit A, B et C trois points non alignés. Le triplet (4; B, C) ou (A; ﬁ, 14—C>) forment un repere du plan.

a) Coordonnées d’un point dans un repére
Définition

x

Le point M(x, y) dans le repére (0; 7,)) signifie ; oM (y

) dans la base (3,)) ;

Exercice

Soit ABCD un rectangle.

On suppose que AB = 7 et BC = 4.
Soient E, F, G et H les points définis par :

—_— 1l — —

1,
AE'=-AB; BF =—BC(C;
7 4

6D =25 pH = 1 HA
7 I

Partie I : Outil analytique

1° Démontrer que (4; AB, E) est un repére du plan P.

2° Donner les coordonnées des points A, B, C, D, E, F, G et H dans le repére (4; E; ﬁ)

3° Donner les composantes des vecteurs EF et ﬁ, puis conclure sur la nature du quadrilatere EFGH
Partie Il : Outil vectoriel

1° Exprimer EF en fonction de AB et AC.

2° Exprimer HG en fonction de AB et AC.

3° En déduire la nature du quadrilatére EFGH.

Solution



Al B
-.! ,l --~~------- !...
’, —~~~~----- F
/] >
1 1
i ]
i 1
1 14
1 [}
¥ 1
] ll
HY.. /]
_____ ]
S —— I
= ----___- IG r..
D I c

Partie I : Outil analytique

1° (4; ﬁ, ﬁ) constitue un repere du plan P, si (ﬁ, ﬁ) constitue une base de V, ce qui est le cas
puisque AB et AD sont non nuls et non colinéaires.

2° Les coordonnées des points dans le repére (4; AB, ﬁ) :

A(0,0), B(1,0), c(1,1), D(0,1),

o) (D) oA

3° Les composantes des vecteurs :

6 6
EF| 7| etHG | 1| =EF =HG
4 4

On en conclut que le quadrilatere EFGH est un parallélogramme.

Partie Il : Outil vectoriel

—_— = — 6 1,
1°EF=EB+BF=7AB+ZAC

—_ - — b6 1__,
2°HG =HD + DG =7AB+ZAC
3° Le quadrilatére EFGH est un parallélogramme.
Remarque

Les trois points A, B et C sont alignés si, et seulement si ; det(zﬁ, R) = 0.

b) Coordonnées du vecteur AB

Exercice

Soit A(x,, y4) et B(xg, yg) donnés dans un repére (0; 7,7), montrer alors que les coordonnées du vecteur
AB sont données dans la base (1,]) par I'expression ;

Xp — xA)

A_B)(YB —XYa

Exemple
Dans un repére (0; 1,]), sont donnés les points A(—4, 6) et B(1,-5).

Calculer les coordonnées du vecteurs AB.



Solution
3 (¥B ~Xa\ _ (1—-(—4) —=( 5
AB (yB _yA) - ( —-5—-6 ) = AB (—11)
c) Coordonnées du milieu I d’'un segment [AB]
Exercice

dans un repére (0; 1,7), soit A(x4, y4) et B(xg, yg) et est le milieu de [AB], monter alors que les
coordonnées du point I sont données dans le repére (0; 1,]) par 'expression ;

I(xA +Xp Yat YB)
2 ’ 2

Exemple

Dans un repére (0; 1,]), on donne les points A(—5, —4) et B(9,—3).
Calculer les coordonnées du point I milieu de [AB].

Solution

Les coordonnées du milieu I d’'un segment sont données par la relation ;

I(.XA‘l'xByA"'yB)_ _5+9—4'+(—3)
2 2 N 2 2

G 13%)

d) Coordonnées du centre de gravité d’un triangle

dans un repére (0; 1,7), soit A(x4, y4), B(xp,vg) et €(xc, yc) et soit G est le centre de gravité de ABC,
montrer qu’alors les coordonnées du point G sont données dans le repére (0; 7,7) par I'expression ;
(xA +Xxp+Xc Yat VB +}’c)
G 3 ’ 3

Exemple

Dans un repére orthonormé (0; 1,7) on donne les points A(—4,12), B(—9,—-5) et C(6,11).
Calculer les coordonnées du points G centre de gravité du triangle ABC.

Solution

Les coordonnées du point G sont données par la formule ;
X4+ xg + Xx(

Xg = 3
_YatyptYyc
Vo= T
(= +(=9+6 7
)T 3 -3
12+ (=5)+11 18
Ve = 3 =73
G( 718)
: —_—— —
3’3

e) Repeére orthogonal, repére orthonormé



Le repére (0; 7,) est dit orthogonal si la base (7, ]) est orthogonale.

Soit O est un point quelconque du plan P et (,]) une base de V. Le repére (0; 1,]) est dit orthonormé ou
orthonormal si la base (7,]) est orthonormale.

&

Sy

f) Distance entre deux points A et B

Dans un repére orthonormé (0; 7,7), soit deux points A(x4, v,4) et B(xg,¥g), montrer qu’alors la distance
entre A et B est donnée par I'expression ;

AB =/(xg — x0)? + (yg.—¥a)?

Exemple
Dans un repére (0; 7,]) de V soit les points A(—13,4)et B(—7,9), calculer AB.

Solution

AB = \/(xB —x2)2+ (g —ya)? = \/((—7) — (—13))2 +(9—-4)2
=.624+52 =+36+25= AB =61

g) Vecteurs orthogonaux dans une base

Exercice

s - o P X - x, — - .
Dans une base orthonormée (1,7), soit les vecteurs U (y) v (y')' Monter que u et v sont orthogonaux si et

seulement si;
xx'+yy =0.
Exemple
Dans une base orthonormée (7,7) de V on donne les deux vecteurs i (_—162) etv (_510).

Montrer que U L .

Solution

ulvsixx' +yy =0.

—12x5+(—6) x(=10) = —60 + 60 = 0.
Donc, U 1 v.

5. Droites

a) Vecteur directeur



Définition

Soit une droite (D), tout vecteur non nul ayant la direction de (D), est un vecteur directeur de (D).
b) Droites paralléles, droites perpendiculaires

Soit deux droite (D) et (D") de vecteurs directeurs respectifs U et .

(D)//(D") si et seulement si i et ¥ sont colinéaires.

(D) L (D') si et seulement si U et ¥ sont orthogonaux.

c) Point appartenant a une droite

Soit (D) une droite de vecteur directeur U et soit A un point de (D), M € (D) si, et seulement si AM et
sont colinéaires.

Soit A et B deux points distincts du plan ;

M € [AB] & AM = kAB ; k € [0,1].

M € (AB) © AM = kAB ;k € R.

M € [AB) & AM = kAB ;k € R,.

d) Equation cartésienne d’une droite dans un repére

(D) est une droite si, et seulement si, elle admet une équation cartésienne dans un repére (0; 7,7), de la
forme :ax + by + ¢ = 0, avec a, b et c des réels tels'que ; (a, b) # (0,0).

Exemple 1

Dans un repére (0; 1,]), soit la droite (D) passant par le point A(6, —7) et de vecteur directeur U (_43)

Donner une équation cartésienne de (D).
Solution

M (x,y) est un point général.de (D), signifie que ;

WG I ?) etﬁ(_f) sont colinéaires.
x—6 =3
y+7 4
=4(x—6)+3(y+7)=0
— 4x—24+3y+21 =0

— det(AM, ) = | =0

= 4x+3y—-3=0

= (D):4x+3y—-3=0.
Exemple 2
Dans un repére (0; 1,7), soit la droite (D) passant par les points A(5,7) et B(—6,9).
Donner une équation cartésienne de (D).
Solution
M (x,y) est un point général de (D), signifie que ;
— (x -5

-5 (11 oo
AM y_7) etAB( 2 )sontcolmealres.



— det(AM,AB) = ’§:§ _211’ =0
=2(x—-5+11(y—-7)=0
= 2x—-10+11y—-77=0
= D:2x+11y—-87=0.

e) Coordonnées du vecteur directeur d’'une droite a partir de son équation cartésienne
La droite (D) : ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur directeur ; U (_ab)'
Exemple

La droite (A) : 5x + 6y — 1 = 0 a pour vecteur directeur i (_56)

f) Forme réduite de I’équation d’une droite

Exercice

Dans un repére orthonormé (0; 7,7), montrer que I'équation réduite d’une droite est dela forme ;
(D) : y = mx + p.

X m est appelé coefficient directeur de (D).
X p est appelé ordonnée a I'origine.

X u (111) est un vecteur directeur de (D).

g) Propriété
Dans un repére (0; 1,]), soit deux droites d’équations réduites ;

{(D)=y=mx+p
(D"):y=m'x+p'

(D)//(D") si, et seulement si ;i = m'.
(D) L (D")si, et seulementsi; m.m’ = —=1.
Exemple

Dans le plan P munid’un repére orthonormé (0; 1,7), on donne les équations cartésiennes des deux
droites ;

(D):4x —-2y+6=0
(D):x+2y—4=0
1° Donner les formes réduites des équations des deux droites ;
2° Donner les coefficients directeurs de ces deux droites ;
3° En déduire les positions relatives des deux droites ;
4° Soit (D) une troisieme droite d’équation réduite :

1
(D"):y = 5% 5

Montrer que (D")//(D");
5° Dans le repére (0; 1,]), représenter cette situation.

Solution



1°(D):4x —2y+6=0=2y=4x+6

4x+6 4x 6
> =7+§=2x+3=>(D):y=2x+3

(D):x+2y—4=0=2y=—x+4
—x+4 —-x 4

1
2~z Tz gt

=y =

=y =

1
= D)y =-5x+2

2° Les coefficients directeurs de (D) et (D') sont :

1
3°0na;m><m’=2><—§=—1ﬁ(D)J_(D')
4° (D" ! 5 !

° Nity=——x—-5=m"=—=
y X m 3

ml — mll — _% = (DI)//(DII) .

5° Représentation de la situation

La droite (D) a pour vecteur directeur U (;) et passe par le point A(0, 3).
La droite (D") a pour vecteur directeur v (_(1) 5) et passe par le point B(0, 2).

La droite (D"") a pour vecteur directeur ¥ (_(1) 5) et passe par le point C(0,—5).

3 /
\\\
< . ™ A s /
(") J /
[V 0,2
€00,5) N o[ 3% A
\\ \\
TN / \\\
& \\\
\\\\
N

Exemple 4

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ;01 ; OJ ).
1) Déterminer I'ensemble E dans chacun des cas suivants :

a) E d’équation cartésiennex—a=0 ; aekR.
b) E d’équation cartésienney—a=0 ; aekR.
c) E d’équation cartésienne y>—x*=0;

d) E d’équation cartésienne x> +y* - 2x+4y +1=0 ;

2) a) Déterminer une équation réduite de la droite (IJ).
b) Soit D la droite d’équation y = x. Montrer que D est la médiatrice de [lJ].



Solution
l)a)x—a=0<x=a.
Donc, E est la droite paralléle a (OJ) passant par le point de coordonnées (a ; 0).
b)y—-a=0<vy=a.
Dong, E est la droite paralléle a (Ol) passant par le point de coordonnées (0 ; a).
y—-x=0 y=Xx
Ay -x*=0<(y-x)(y+x)=0< <ou & <qou
y+x=0 y=—X
Donc ; E est la réunion des droites D, d’équation y = x et D, d’équationy = -x.
d)x2+y?-2x+4y +1=0 < (X*-2x)+(y*+4y)+1=0
< [(x—1)%-1]+[(y+2)*-4]+1=0.
S (x=1)7+(y+2)7*=(2)>~
Dong, E est le cercle d centre le point (2(1 ; -2) et de rayon 2.

2)a)onal(l;0)et (J(0;1).
() :y=mx+p.

Avec {p:1

m+p=0

Donc,p=1letm=-1.

Donc; () :y=-x+1.

b)D:y=x.0ona(1)(-1) =-1, donc D L(lJ).

Or, Ol =0J et O € D. Dongc, D est la médiatrice de [lJ].

h) Interprétation géométrique du coefficient directeur

Le coefficient directeur d’une droite (D) est la valeur de la tangente de I'angle a que fait cette droite avec
I’axe des abscisses.

T/« ]
) o|~4 | b 1/ ”
7
a4
sina || a
tana = =—"=—=
cosa b
llull

i) Représentation paramétrique d’une droite

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) la droite (D) passant par le point A(x,, y,) et de vecteur directeur

—

a . . \ . ’: . ,
u (b) Le point M (x,y) appartient a (D) si, et seulement s’il existe un réel t tel que ;

—

AM =t.u



X—x
= (y — ys) - (ZD

- {x —Xo = at

Yy = Yo = bt

_ {x =Xxot+at

y =Yy, + bt
X =x9+at
y =Yy + bt
le point A(x,,V,) et de vecteur directeur U (Z)

Le systéme { t € R est appelé une représentation paramétrique de la droite (D) passant par

Exemple

Soit la droite D(A; u) tels que A(—5,7) et (_24), donner une représentation paramétrique de D.

Solution

x = xo +at D_{x=—5+2t
Y =Yo + bt y=7-4t

Soit le paramétre t on a la représentation paramétrique de D:{
j) Le vecteur normal

Définition

Soit une droite (D).

On appelle un vecteur normal a (D) tout vecteur non nul dont la direction est perpendiculaire a (D).
a- Propriétés

Soit (D) et (D) deux droites de vecteurs normaux respectifs 7 et n' ;

= (D)//(D") si, et seulement si, 71 et n’ sont colinéaires.
= (D) L (D) si, et seulement si, 7i.et n’ sont orthogonaux.

b- Propriété

Le plan 2P est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7), soit (D) une droite de vecteur normal 7, et soit A un
point de (D), alors ; Un point M € (D) si, et seulement si, AM et 7 sont orthogonaux.

Remarque

Le plan PP est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7), la droite (D) : ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur
normal 7 (Z)

Exemple

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit les droites d’équations cartésiennes :



(D) :—4x—-7y+3=0;
(D"): 12x+ 21y —5=0;
(D"): 7x —4y+1=0.
1° Donner les vecteurs 7, n etn’ normaux respectivement aux droites (D), (D) et (D"")
2° A partir de ces vecteurs normaux montrer que (D)//(D") et que (D) L (D).
Solution
i3 G e (2y)
Ona;(—4)x21—-(-7)x12=84—-84=0
= n; n' sont colinéaire, donc (D)//(D").
Ona;(—4)x7+(-7)x(-4)=-28+4+28=0
= 7n; n'” sont de directions orthogonales, donc (D) L (D).

6. Le cercle dans le plan

/ //-_\
o/ N

AREENENER B

v

) o\\i' %o /

Le plan 2P est muni d’un repére orthonormé (0; T,7). Soit Q(x,, y,) un point donné, et soit R un nombre
réel positif donné.

Une équation cartésienne de cercle C de centre () et de rayon R est (x — x4)? + (y — y,)? = R?.

> C: (x=x0)%+ (y=y0)% = R? est le cercle de centre Q(x,,y,) et de rayon R.
< C: x?+ y2 = R?%est le cercle de centre l'origine 0(0,0) et de rayon R.
< C: x%+ y?% = 1estlecercle de centre I'origine 0(0, 0) et de rayon 1.

Exemple 5

1) Soit (T; ]) une base de V.

Soit u=2ietv=i+].

a) Déterminer les coordonnées des vecteurs u et vdans la base (f ; 3)

b) calculer det(ﬁ ; \7) dans la base (f; 3).
(ﬁ ; v ) est-elle une base de V ? Justifier.

2) On suppose que (T ; ]) est une base orthonormal et V le plan rapporté au repére orthonormal

(O 1 _j) . Soit I" I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que :



X2+ y2 -2x -3 =0.
a) Déterminer et construire 'ensemble I'.

—

b) Donner une équation cartésienne de I" dans le repére orthonormal (Q; i ] ) ol (1 ; 0) dans le repeére
(O ; T; _j)
Solution

- - - = ~(2
1)a) u=2i=2i+0j; donc u[oj ;
- T re ~ - 1
v=1+j=1i+1j; donc V[J

I
b) det (u : V):‘O [=2m-e =2

Comme det (u ; V);tO ; donc u et v ne sont pas colinéaire,

par conséquent, (ﬁ ; ;/) est une base de V.

2)a) X’ +y?-2x-3=0=x+y’-2x-3=0< 1
(x—1)%-1+y*-3=0 r
o (x=1)72 +y* =4
< (x-1)% +(y-0)* = (2)~
Dong, I est le cercle de centre le point €2(1; 0) et d.erayon 2.

b)T: (x—1)2 +(y-0) =4. -1
M(x ; y) dans (O;T;_j) ; M(X;Y)dans (Q; T;j);

{sz—l
Donc ;

y=Yy

Donc, I'’équation cartésienne de I'.dans le repere ( Q ; i ;] ) estX’+ Y’ =4.

7. Changement d’un repére
a) (Origine seulement)
Dans ce repére (05 1,]) du plan.P, soit Q(x,, ) un point donné de P.
M(x,y) dans (0; 1,]) & M(X,Y) dans (Q; 1,]) avec;
X =x—x T
. Eneffet; QM = OM — 0Q.
{Y =Y—Yo 1

3

b) (Origine et base)

Exercice



\ b . - s . — a - ! .
Soit un repére (0; 7,7) de P, et soit deux vecteurs non nuls et non colinéaires u (b) etv (a ) et un point

bl
Q(xq,v,) de P.
Par définition, le triplet (Q; U, V) constitue une base de P.

Dans le repére (0; 7,7), on donne le point A(x,4, y,), montrer que les coordonnées de A dans le nouveau
repére (Q; U, V) sont données par la relation ;

(x4 —x0)b" + (yo — ya)a’
Al/ A 0 0 A \

\ (xo —x2)b+ (y4 — YO)(I/

det(u; v)
Exemple
Dans un repére (0; 1,7) du plan P, on donne les deux vecteurs U (_65) et v (g) et les deux points
A(=3,7) et B(—8, —2).
1° Montrer que (iU, V) constituent une base de P ;
2° Donner les coordonnées de T et J dans la base (i, V) ;

3° Calculer les coordonnées du point A dans le repére (B; U, V) ;

4° Calculer les coordonnées du point B dans le repére (4; u, 7).
Solution
1° Pour montrer que (i, ¥) est une base,ona;
Det(@; M= | % 3| =6x3=(-5)x4=38
= Det(u; ¥) # 0 = U et ¥ ne sont pas colinéaires, donc, (i; V) constitue une base du plan.

2° Coordonnées de T et J dansda base (i, V) :

( 3
- 3 — 5 - - ﬁ
= ﬁu + ﬁv =1 i
38
) 4
- 4 — 6 - - _ﬁ
J= —@u + 3—17 =] i
\ 38
3° Coordonnées.de A dans le repére (B; U, V) :
(xg —xp)b" + (yg — ya)a 3(=3+8)+4(-2-7)
A 38 = A 38 =>A< 21-79)
(xg —x4)b+ (y4 — vg)a —5(—-8+3)+6(7+2) 38’ 38
38 38
4° Coordonnées de B dans le repére (4; U, V) :
(xg —x)b" + (y4 —yg)d' 3(—8+3)+4(7+ 2)
B 38 =B 38 =>B<21- 79)
(x4 —xg)b+ (yg — ya)a —5(-3+8)+6(-2-7) 38’ 38

38 38



Exemple 6

ABCD est un carré de centre O. M un point du segment [BD] qui se projette orthogonalement en P sur (AB)
et Q sur (AD).

On se propose de montrer que le triangle OPQ est isocele rectangle en O.

Le plan est rapporté au repére orthonormal (A ; AB ;E ) et on désigne par x I’abscisse du point M.

1) Exprimer en fonction de x I'ordonnée du point M.

En déduire les coordonnées des points P et Q.

2) a) Donner les coordonnés du point O. D
b) Calculer OP? ; 0Q? et PQ?; conclure.

Solution
1) Ona M € (BD). 0
OrB(1;0)etD(0;1).

Donc : I'’équation réduite de (BD) esty = -x + 1.
Donc : 'ordonnée du point M est 1 —x.

Or; les points P et M ont la méme abscisse et les A P B
points Q et M ont la méme ordonnée.

Donc; P(x;0)etQ(0; 1—x).

2) a) O(% ; %) (O milieu de [BD]).

b)OP2=(x-l)2+(O-l)2=x2—x+l+l=x2—x+l.
2 2 44 >
OQ2=(0-1)2+(1—X-1)2=1+(1-X)2=l+l-X+X2=X2—X+l.
2 2 T4 4 4 2

PQ%=(x-0)2+(0-1+x)>=x’+(x—1)2=2x* +x* -2x +1=2x* -2x + 1
Comme OP*= OQ2 et OP? + OO\2 = PQZ.
Dong, le triangle OPQ est isocele rectangle en O.

Exercices généraux

Exercice 1
Soit ABC et A’B’C’ deux triangles.

Démontrer que ces deux triangles ont méme centre de gravité si, et seulement si, AA'+BB'+CC' =0.
2) ABC un triangle de centre de gravité G. A’ ; B’ ; C’ les milieux respectifs de [BC] ; [CA] ;[AB].

Montrer que G est le centre de gravité du triangle A’B'C’.

Exercice 2

ABC un triangle. | ; J ; K les points tels que :

Ai=2AB:Bj=2BC:CK=2CA.
5 5 5

1) Faire une figure.



2) a) Montrer que :Al+BJ+CK =0.
b) En déduire que les deux triangles ABC et IJK ont le méme centre de gravité.

Exercice 3
ABC un triangle tel que AB=5; AC=6.

D est le symétrique de A par rapport au milieu de [BC].
1) a) Quelle est la nature du quadrilatére ABDC ?

b) Montrer que AD < 11.

2) Soit E le symétrique de C par rapport a D.

Montrer que BE <11 et AE< 16.

Exercice 4

Soit (T; 3) une base de 77

1) Démontrer que : (T+j ;3’ ) ; (2? ;23 ); (f -T ;§+3 ) ; (f ;-j ) sont des bases.

~(a —(a' - =
2) Soit u(b] et V( j deux vecteurs donnés par leurs coordonnées dans (i ; j ).

a) Calculer les coordonnées de u et vdans chacune des bases (I+3 ;j ): (20 ;23 )i G -T ;}+3 ) s (T ;-j ).
b) Calculer det (ﬁ ; ;/) dans chacune des bass.
c) Montrer que si det (ﬁ ; (1) =0 dans l'une de ces bases alors, det (ﬁ ; {,) = 0 dans les autres bases.

Exercice 5

Soit (01 ; 3) un repere du plan. Soit D la droite d’équation : 2x —3y + 1= 0.

1) Les points suivants appartiennent- ils a D.
1 -1 1

A(l1;1); B(—;—),;C(0; —);D(-1;3).

(1;1) (2 S ), € 3) (-1;3)

2) Donner:
a) u vecteur directeur de D.
b) I’équation réduite de D.

c) une droite D’ parallele a D.
Exercice 6

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ;T ; 3) . Soit D la droite d’équation y = 3x -2.



1) Donner :

a) le coefficient directeur de D.

b) un vecteur directeur de D.

2) donner :

a) une équation de la droite D’ paralléle a D et passant par le point A(O ; 4).

b) une équation de la droite D" perpendiculaire a D et passant par le point B(O ; 1)..
3) tracer D; D’ et D”.

Exercice 7

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O i1 3).

1) Placer les points A(3; 2) ;B(0;3);C(-2;0).

2) Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD est un parallélogramme, puis déterminer les
coordonnées de son centre I.

3) Soit G et H les centres de gravités respectifs des triangles ABC et ACD.
Déterminer les coordonnées de G et H.

b) Montrer que | est milieu de [GH].

Exercice 8

—

Le plan est muni d’un repere (O i1 J)-A; B; Ctrois points de coordonnées respectives :
(a1;@2); (b1; b2); (c1; c2).

I;J; Ksont les milieux respectifs de [AB] ; [BC] ; [CA].

1) Exprimer les coordonnées des points | ; J ; Ka I'aide des réelsa;; by;ci;a2; by *
2) Démontrer que les deux triangles ABC et IJK ont le méme centre de gravité.

Exercice 9

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O i j).

1) Placer les points : A(2;0); B(-1; \/g)

C(-1;-43).

2) Démontrer que le triangle ABC est équilatéral de centre O.

Exercice 10



ABCD un carré. BCE et CDF sont deux triangles équilatéraux respectivement a l'intérieur et a I'extérieur de
ABCD.

On se propose de montrer que les points A, E, F sont alignés. On consideére le repére (B ; C; A).
1) Quelles sont les coordonnées des points A;B; C;D?

2) Calculer les coordonnées des points E et F.
3) Déterminer les coordonnées des vecteurs AE et AF .Calcule det( AE ;TF) et conclus.

Exercice 11

Soit (O i1 3) un repére du plan. Déterminer les équations des droites suivantes puis représente
ces droites.
1°) la droite D, est la droite (AB) avec A(1; 2) ; B(-2; 1).

2°) la droite D, est la droite (AC) avec A(1; 2) ; C(1; -2).

~(=2
3°) la droite D3 passe par A(1 ; 2) et est dirigée par u(l j

4°) la droite D4 passe par A(1 ; 2) et est dirigée par i.

5°) la droite Ds passe par A(1 ; 2) et est dirigée par 3

Exercice 12

La droite D a pour équation 2x+ 3y -1 = 0 dans un repere (O ;T ; 3).
Donner, pour D, les précisions suivantes.:

a) un vecteur directeur

b) un vecteur directeur dont la premiere coordonnée est 1.
c) un vecteur directeur dont la seconde coordonnée est -3.
d) deux points

e) I'équation réduite.

f) le coefficient directeur et I'ordonnée a l'origine.

Exercice 13

- - . i 1
Soit (O ;i ; j)un repére orthonormal du plan, et les points A(-3; 1) ; B(-2; -2) et C(5; 5 ).

Soit D le quatrieme sommet du parallélogramme ABCD.
Déterminer les coordonnées de D et faire la figure.
Le parallélogramme ABCD est-il un rectangle.

Vérifier I'égalité 2(AB? + BC? ) = AC* + BD”.



Déterminer une équation du cercle de diametre [AB].

Détermine et construis 'ensemble " des points M(x ; y) tels que : x* + y*-10x —y + 25 = 0.

Exercice 14

Le plan est rapporté a un repére (O i ; 3).

Soit Dy la droite d’équationy =x+1-m?oum € R.

Soit M, le point de coordonnées (2" ; 2**" «E) ouneN.

1). a) que peut-on remarquer sur la direction de D, ?

b) Déterminer les valeurs de m, pour lesquelles D, passe par O.

2) Montrer que le point M, appartient a une droite fixe passant par O.



VIII- BARYCENTRE

= ] Faire savoir

Le cours

1. Barycentre d’un systeme de deux points

Physiquement, on appelle barycentre G d’un ensemble de points pesants, le point d’équilibre de cet
ensemble de points.

Mathématiguement, la notion est étendue a des coefficients qui peuvent étre négatifs.

a) Point pondéré

Définition

Soit A un point du plan P, et soit @ un nombre réel. La notation A(a) ou (4; @) signifie que le point A est

affecté du coefficient a, ou que le point pondéré A est affecté dela masse a.

Exemple 1

(45); (8,-3); (€2); (D,~2) ; (£,0); (F.V2)

Sont des points pondérés.
b) Barycentre de deux points
Définition
Soit A et B deux points du plan P.
Et soit a et f deux nombres réels tels que ; @ + f # 0.
Il existe un point unique G vérifiant ;
aGA+BGB =0
Le point G est appelé barycentre des deux points A et B affectés respectivement des coefficients a et 5.

On peut aussidire que ; G est le barycentre du systéme des deux points pondérés ; A(a); B(B) ou

{(4,a); (B,p)}.
c) Propriété

Le point G est le barycentre de deux points A et B affectés respectivement des deux coefficients a et  si et
seulement si;

aGA + BGB = 0.

d) Notations

G est barycentre de A et B affectés respectivement des deux coefficients a et f§ se note ;
G = bar{(4; a),(B; B)},

Ou encore ;



A B
G = bar
B
Exemple 2
A B
Soit G = bar
3 2

& 3GA+2GB = 0.
e) Construction du barycentre G de deux points

Exercice

Montrer que ;

A | B
G = bar
a | B
—_— ﬁ —_— —_— a —_—
= AG = AB & BG = BA
a+pf a+p
Remarque

Dans le repere (A; E), le point G a pour abscisse ; G (a:’;ﬁ) .

Dans le repére (B; ﬁ), le point G a pour abscisse ;G (ﬁ Y

Exemple 3
A et B sont deux points distincts.
A | B
5 7

Soit F = bar

Donner I'abscisse du point F dans le repére (4; E)

Solution

F=bh A | B . W 7 7
= par c . :)AF_S—”AB_EAB:}F(E>

Exemple 4

A et B sont deux points distincts.

Donner les abscisses des points E, F et G dans le repéere (A; E), sachant que ;

A B

E = bar
4 5
A B

F = bar
—-10 | -6
G = bar A B




Solution
A B _, 5_, 5
E = bar @AE=—AB=>E(—)
4 5 9 9
F=b 418 & AF 6 AB 3@ = F(g)
= par = — = — —
—-10 | —6 —-16 8 8
A B N 1 1
G = bar <=)AG=—AB$G(——)
-8 1 =7 7
Exemple 5

A et B sont deux points distincts.

Donner les abscisses des points F, G et H dans le repere (A; E), tels que ;

A B
F = bar
3 2
A
G = bar
-5 4
A B
H = bar
11 —6
Solution
A B -, 2,
F = bar < AF = =-AB
3 2 5
£ (5)
:} J—
5
A B —_— —_—
G = bar < AG =—AB
5 4 -1
= G(—4)
H = bar < AH =—AB
11 —6 5
H(-¢)
: _——
5

f) Méthodes de construction du barycentre de deux points



a- Méthode de I’abscisse

A | B — L J—
G = bar = AG = AB
a | B a+p
= G€e€(AB),Va,BER=
G a pour abscisse dans le repére (4; ﬁ)
a+pf
Exemple 6
A B
Construisons le point G = bar >
Solution
46 = — 4B = 4B
— e — = —
2+3 5

b- Méthode du parallélogramme

A B

a | B

et soit P un point du plan P tel que ; P ¢ (AB) on définit les points P; et P, par;
P—Pl) = aPA etP—PZ> = [S’ﬁ

Soit G = bar

Soit S le point tel que PS = ﬁ; + ﬁ; et PP;SP, est un parallélogramme.
PS = aPA+ BPB = (a + B)PG = G € (PS)

Or,G € (AB) = G = (AB) n (PS)

Exemple 7

En utilisant la méthode du parallélogramme, construire le point ;

A B

3 4

G = bar

Solution



Exemple 8
Soit [AB] un segment.

1) Construire le point G = bar ‘g ]23

2) « Méthode du parallélogramme »

Soit P un point non situé sur la droite (AB). P, et P, les points tels que.: P—P] =3PA et P_Pz’ =2PB.
S le point tel que PP;SP, est un parallélogramme.
Montrer que G est le point d’intersection des droites (AB) et (PS).

Solution

1)G=barAB@A_G':3E. A G B
312 5

2) G:Par_%’%_;?onf c(AB).

Or, PS=PP, + PP, = 3PA+2PB= 5PG.
Donc, le point G € (PS).

D’ou G est le point d’intersection des droites
(AB) et (PS).

c- Méthode des paralleles
Cette méthode consiste a ;

- Tracer lesegment [AB],
- Choisir un vecteur unité u,

- Surles droites d;(A,u) etd,(B,u), tracer les deux vecteurs B et —aul respectivement a partir des
points A et B,

- Joindre les deux extrémités des deux vecteurs —ail et 7, soit P; et P, leurs extrémités respectives.
Le point de concours des deux droites (AB) et (P, P,) est le point G barycentre du systéme

Justification

A B

a | B
Sur les droites paralléles d, (4, %) etd,(B,u),

Construisons le point G = bar




construisons les points P; et P, définis par ;

1, 1
= :EAPl = —EBPZ = aAP, = —BP,

= AP, + BBP, = 0.
= a(AG + GP,) + B(BG + GP,) = 0.
= aAG + aGP, + BBG + BGP, = 0.

Comme; aAG + BBG = 6,
= aGP, + BGP, = 0.

P P.
= G = bar ! ?
a B
= G € (P,P,) = G = (AB) N (PyP,).
Exemple 9
A
Construire le point G = bar
3 4

Solution

g) Existence et unicité de G
A | B
a | B

existe si, et seulementsi; a + 8 # 0.

Le point G = bar

La relation ; AG = a’%ﬁﬁ établit I'existence et 'unicité de G.

h) Lien vectoriel du barycentre G de deux points

L'égalité AG = a’%ﬁﬁ implique que G € (AB)

G=bar | A B | & G,Aet B sont alignés




a | B & G € (4B)

i) ensemble des barycentres de A et B génére la droite (AB).
Soit A et B deux points distincts ; la droite (AB) est 'ensemble des barycentres des deux points A et B.
Autrement dit ; V M € (AB) ils existent deux réels a et f8 tels que ;

A B
M = bar Avec,a + B # 0

a | B

Exercice
Démontrer la propriété précédente.
Remarque

Pour montrer que trois points sont alignés, il suffit de montrer que I'un d’eux peut s’exprimer comme
barycentre des deux autres.

ona Si, et seulement si
a=0 G=8B
af >0
(a et 8 sont de méme G € [AB]\ {4, B}
signe)
af <0
(a et B sont de signes G € (AB) \ [AB]
contraires)
af <0 (lal > 18D G € [BA)\ 14B[
af <0 (lal <18 G € [AB) \ 14B]
Remarques
A B
% Si G = bar
a | B
Aveca > f > 0, alors ; G estplus proche de A que de B.
A B
% SioG = bar
a | B

Avec § > a > 0, alors ; G est plus proche de B que de A.
j) Opérations conservant le barycentre G

Théoréme de I’homogénéité (Proportionnalité du barycentre)

En multipliant ou en divisant les coefficients a et § par un méme nombre réel non nul k, le barycentre G est
conserveé ;

A | B
a | p

G = bar




A B
< G = bar 1
k.a | k.B
A | B
©G=bar [ @ | p
k| k
Exercice

Démontrer les propriétés précédentes.

Exemple 10
A|B A|B A|B
G = bar = bar =bar [3 2
312 916 - | =
5|5
Propriété
A|B A|B
G = bar = bar (a,B) # (0,0)
a ﬁ (Z’ ﬁl
SE_F
a B

Exercice
Démontrer la propriété précédente

Propriété 2

A B
G = bar
a B
G B
< A = bar
a+p —
G A
< B.=bar
a+pf -
Exercice

Démontrer la propriété précédente.
k) Isobarycentre de deux points

On définit I'isobarycentre de deux points comme le barycentre de deux points affectés du méme coefficient
non nul, c’est —a-dire ;
A B

G = bar ;a+0
a a




—

= AG =

a — — 1
—AB © AG=-AB& G=A%*B
2a 2

G est isobarycentre de A et B si, et seulement si ;

A B —_ B — -
G = bar S GA+GB=0
1|1
S AG = EAB < G est le milieu de [AB]
A B
I = bar
1 1
I B
[AB] a pour milieu I & A = bar z :
I A
B = bar
2 | -1
a_ I B

Exercice
Démontrer la propriété précédente
I) Fonction vectorielle de Leibniz

Soit A et B deux points du plan P, et soit @ et f deux nombres réels.

Pour tout point M du plan P, on définit la fonction ; f(M) = aMA + ,BW appelée fonction vectorielle de
Leibniz, associée au systéme de points pondérés ; {(4,a); (B, B)}.

Si Alors
a+p+0 fTMﬁz(a+ﬁ)W3
Avec G = bar{(4,a); (B,p)}
a+p =0 ]TMj = —aAB
f estconstante ; (indépendante de
M)

m) La projection conserve le barycentre

La projection conserve le barycentre ; c’est-a-dire ;
A | B
a | B
Et A’, B’ et G' sont les projetés respectifs de A4, B et G. Sur la droite (d) parallélement a (A).
Alors ; G' = bar A" | B

SiG = bar




n) Caractérisation du barycentre
Propriété

Soit (4, @) et (B, B) deux points pondérés tels que @ + 8 # 0 et G est le barycentre du systéme
{4,a); (B,A)}.

Alors pour tout point M duplanP ona;

(a+ B)MG = aMA + BMB, que I'on peut écrire ;

M =—* wi+r=P B
(a+ ) (a+pB)

Exercice
Démontrer la propriété précédente.
2. Barycentre d’un systeme de trois points
Définition
Soit A, B et C trois points du plan P.
Et soit a, B et y trois nombres réels telsque ;a + 5 +y # 0.
Il existe un point unique G vérifiant ;
aGA + ,86_§ + )/Ef =0
Le point G est appelé barycentre des trois points A, B et C affectés respectivement des trois coefficients «,
pety.
a) Propriété

Le point G est le barycentre des trois points A, B et C affectés respectivement des trois coefficients a, f ety
si et seulement si;

aGA + ,BG_B) + yﬁ’) =0.
Remarque

On peut aussi dire que ; G est le barycentre du systéme de points pondérés A(a); B(B); C(y) ou

{(4,a); (B,B); (C,n)}
b) Notations

G est barycentre du systéeme (4, a) ; (B, B) et (C,y) se note ;



G = bar{(4; a),(B; B),(C; y)},

Ou encore ;
A B C
G = bar
B 14
Exemple 11
A B C
Soit G = bar
8 4 -5

& 8GA + 4GB — 5GC = 0.
c) Comment construire le barycentre G de trois points

a- Méthode des coordonnées
A|lB|C

G = bar @aﬁ+ﬁ@+yﬁ=6
al B |y
eAG-—PF B+ Y ¢
at+tp+y atp+y
o BG = BA Y B¢
a+f+y a+f+y
—>_ —_ ﬂ —_—
= CqG CA + CB
a+p+y a+p+y
Exemple 12

ABC est un triangle non aplati.

En utilisant la méthode des coordonnées, construire les points E et F tels que ;

A B C
E = bar
3 2 1
A B C
F = bar
-2 3 1
Solution
A|B|C 1 1_
E = bar = AE =—-AB +-AC
31211 3 6
A|B|C . 3 1_
F = bar = AF =—AB +-AC
—213]|1 2 2

Construction



Exercice

Démontrer les propriétés précédentes.

Remarque

Dans le repére (A; Té, A_C>), G a pour coordonnées ;

b- Méthode du barycentre partiel

(Associativité du barycentre)

G est conservé lorsqu’on remplace deux points par leur barycentre affecté de la somme de leurs

coefficients.

G<a+ﬁ+y’a+ﬁ+y

A|B H
G = bar < G = bar
B a+p
A
Aveca + f # 0 et H = bar
a
Exemple 13
B C
Soit G = bar
5
Construire le barycentre G.
Solution
A F
Soit F = bar = G = bar
4 9




/ t

A

c- Savoir reconnaitre un barycentre de trois points
Exemple 14

Etant donné les figures suivantes, exprimer G comme barycentre de A, B et C.

Solution
Fig.1:
A | B cC | H
H = bar et G =-bar
1 2 3 1
ClH A|B
= G = bar = G = bar
3 1|2
Fig. 2 :
A|B C |H
H = bar etG = bar [ —7 =
215 — | 7
3
Al Bl C A B | C
G = bar —7| = G = bar
2|5 — 6 |15| -7
3
Fig. 3 :
A C A | B
H = bar et K = bar
2 4 4 1




B H C K
= G = bar = bar
B | 6 Yy | 5
1 B 4 1
=5=7=;=|B=3| etlr=8]
A|B|C A | B C
= G = bar 1 = bar
21 =18 4 1 |16
2
A B C
= G = bar
4 1 |16
Fig. 4 :
A C He=bh A
K=bar [—1] = etd = bar T2
B | K Cc | H
= G = bar = bar
B | 4 Yy | 3
=>1=£=—=|B=4|et|y=5|
4 vy
A | B
= G = bar
-1 4 5

d) Existence et unicité de G
A | B C
a B vy

existe si, et seulementsi; a + f +y # 0.

Le point G = bar

L'égalité ;

C(G=——->——CA+——CB

a+f+y a+pf+y

Etablit I'existence et I'unicité du barycentre G.
e) Lien vectoriel du barycentre G de trois points
A|B|C
G = bar (a+p+y+0)
a|B |y
& G,A, B et C sont coplanaire < G € (ABC)

ona Si, et seulement si




a==0 G=C
a=y=0 G=B
B=y=0 G=A
a=0 G € (BC)
B=0 G € (AC)
y=0 G € (AB)
a+f = G appartient a la
paralléle & (AB)passant
par C
— a+y=0 G appartient ala
& paralléle & (AC)passant
Q.
© par B
S
c B+y=0 G appartient a la
%o paralléle & (BC)passant
[
K par A
g a,f ety du G est al'intérieur du
g Méme signe triangle ABC
<
Deux G est a I'extérieur du
seulement de | triangle ABC
a, B ety sont
du méme signe

f) Opérations conservant le barycentre G

Théoréeme de ’homogénéité (Proportionnalité du barycentre)

En multipliant ou en divisant les coefficients , 5 et y par un méme nombre réel non nul k, le centre de

gravité G est conservé ;

A |\ B C
G = bar
a.| B v
A B C
< G = bar
k.a | k.p | k.y
A | B C
< G = bar a | p y
k k k
Exercice

Démontrer cette propriété.




Propriété 1

A|lB|C A B C
bar = bar 7 ; | avec
a|B |y a | By
(Of;ﬁ;)’)i(O,O,O)@ﬁ,:ﬁ_’:z
a B v
Exercice
Démontrer cette propriété.
Propriété 2
A B C
G = bar
a | B |y
G B C
< A= bar
a+B+y | B | —v
G A C
< B = bar
a+ ﬁ +y - -y
G A B
< C = bar
at+p+y | —a | =B

g) L'ensemble des barycentre de trois points non alignés A, B et C, génére le plan (ABC).

Soit 4, B et C trois points distincts et non alignés ; le plan (ABC) est 'ensemble des barycentres des trois
points A, B et C.

Autrement dit ; V M € (ABC) ils existent trois réels a, B et y tels que ;

A| B | C
M = bar Avec,a+f+y #0
a ‘B Y

Exercice

Démontrer cette propriété.

h) Caractérisation du barycentre de trois points
a- Propriété

Soit (4, a), (B, B) et (C, y)trois points pondérés tels que @ + 8 + y # 0 et G le barycentre du systéme ;
{(4,a); (B,B); (C,n)}

Alors pour tout point M duplan?P ona;

(a+B+y)MG =aMA + BMB + ym, que |'on peut écrire ;

— a — B — y
MG=—————MA+——MB+—
(@+B+y) (a+p+v) a+p+y

Exercice



Démontrer cette propriété.

Exemple 15

Soit G = bar

& 3MG = 2MA — 3MB + 4MC
i) Isobarycentre de trois points

Définition

A| B | C
G = bar avec; a # 0
a | a| «a

Alors, G est appelé isobarycentre des points A, B et C, appelé aussi centre de gravité du triangle ABC.
a- Propriété

G est centre de gravité de ABC si, et seulement si ;

A|B|C .

G = bar &S GA+GB+GC=0
1011

(E)AG=§AA'<=)BG=§BB'=)CG=§CC'
Telque; A’ =B=«C, B'=Ax*C, C' =A%*B.
Al A B | B’ c|c

< G = bar = ban = bar
112 112 112

j) Fonction vectorielle de Leibniz

Soit A, B et C trois points du plan P, et soit a, f et y trois nombres réels.

Pour tout point M du plan P, on définit la fonction ; f(M) = aMA + SMB + ym appelée fonction
vectorielle de Leibniz, associée au systéme de points pondérés ; {(4,a); (B,B); (C,y)}.

Si Alors

a+B+y+0 mz(a+ﬁ+y)m,avec
G = bar{(4,a); (B,B); (C,y)}

a+tB+y=0 f(M) = BAB + yAC




= aBA + yBC
= aCA + ,Bﬁ?
f est constante ; (indépendante
de M)
Exemple 16
ABC un triangle; | = bar ‘? ]23 Bl = iB—C

Les droites (IC) et (JA) se coupent en G.
Les droites (BG) et (AC) se coupent en K.

1) Faire une figure. Al BlC
2) a) Déterminer des réels o ;p3 ; y tels que G = barT’T'y—
. . A C
b) Déterminer a4 ;P1; y1 tels que G = bar o, B et oy + Bi+7y:=
1

3) Déterminer la position du point K sur la droite (AC).
4) Déterminer et construire les ensembles :
a) A des points M du plan tels que :

|sMA +10ME| = [9MB + 6MC|
b) I" des points M du plan tels que :
H3m +6MB + 4M_'CH = ?Hl\ﬁ +2MB —31\/TCH

Solution

A
1)1 = bar 1123@/\1 ?AB BJ—EBCQJ—barBC

Ge(JAA=G= barAJ =G= barAIil_
als ol 3

Donc, G = bar ? C4 et i+£+i:£:
— 13 13 13 13

A|C

—Soit N = bar?’—4

OnaN € (AC) et G = bar NIB

716

_ A| B
3) G = bar 316

Donc N € (AC) et N € (BG)
D’ou N =K ; donc K = bar %

LJO



4)a)onal=bar ? 1?0 etl)= bar1593 g .Donc, M € Asi, et seulement si,

< IM = MJ.
Donc, A est la médiatrice du segment [1J]

i

b) Ona G =bar 3| 6 |4 et MA+2MB —-3MC=CA +2CB =3CI

donc M e I si, et seulement si, 13M—GH = ?HZ»EIH .

< MG =IC. Donc, I' est le cercle de centre G et de rayon IC.

Alignement
Exemple 17

SABCD une pyramide de base un parallélogramme ABCD. | est le milieu de [SA] : G est le centre de gravité du
triangle BDS. Démontrer que les points | ; G ; C sont alignés.

Solution AlBID
Comme ABCD est un parallélogramme, alors, C = bar THH

1
AlS _ S|B|D
Or, barj’j—let bar 1 1—G.

I
213

Donc, C = bar d’ou les points I; G ; C sont alignés.

Droites concourantes

Exemple 18
ABCD un tétraedre. G; ; G, ; Gs ; G4 les centres de gravité respectifs des triangles ABC ; ABD ; ACD ; BCD.
Démontrer que les droites (G1D);(G,C) ; (G3B) ; (G4A) sont concourantes.

Solution A

BlC A|B|D AlC D | |
Ona:Gi=bar 11111 ;Gz=bar 1|1|1 ; Gz = bar 1|1|1 ; Ga = bar 113(1211)

it G =par AlBlC|D
Soit G = bar ANIREN

o GyD . GZIC, _ GJ|B . ~_ G4|A
Ona:G-=bar 317 ; G =bar 3 1,G—bar 3 1,G—bar 3

Donc; G € (G1D); G € (G,C) ; G € (G3B) ; G € (G4A).
Dong, les droites (G1D); (G,C) ; (G3B) ; (G4A) sont concourantes en G.

k) Sommets d’un parallélogramme et barycentre

ABCD est un parallélogramme si, et seulement si ;

B| C |D A|C| D
A = bar B = bar
1(-111 1(1]-1

C=bar | A |B|D D = bar Al B |C




A| B | C
G = bar Si, et seulement si;
1 1 |-1

Les point 4, B, C et G sont les sommets d’un parallélogramme, dont G et C en sont des sommets opposés.
Exercice

Démontrer ces égalités.

I) Barycentre et géométrie analytique

Coordonnées du barycentre dans un repére

a- De deux points

Dans le plan P rapporté a un repére (0; 1,]) ;

A | B
Si G = bar (a+ B #0);
a | P
_ axp+ Pxp
- { Sl B
_ oyt BYs
Ve a+p
(Moyenne pondérée des coordonnées de A et B)
Exemple 19
Dans le plan P rapporté a un repére (0; T,J), on donne les deux points A(5; —7) et B(3; 4) tels que ;
A | B
G = bar
3 4

Calculer les coordonnées de G.

Solution
3xX54+4x%x3 27
=T334 "7 :G(g_—_s)
3IX-7+4%x4 -5 77
Ye=""3v4 "7

b- De trois points

Dans le plan P rapporté a un repére (0; 1,]) ;

A|B | C
Si G = bar (a+pB+y#0);
a | By




_axg+ Bxp +yxc

@{XG_ a+B+y
_aya+tBys +vye
e a+p+y

(Moyenne pondérée des coordonnées de A, B et C)
Exercice

Démontrer ces résultats.

Exemple 20

Dans le plan P rapporté a un repére (0; 1,7), on donne les points A(2; —3), B(—4; —5) et C(6; —2) tels
que;

SiG=h A B C
iG = bar a+f+y#0);
T8 10 (a+B+y+#0)
Solution
( _7x2-8x(-4)+10x6 106
{ Yo = 7-8+ 10 ~ 9 :G(“’ﬁ.f)
_7><(—3)—8><(—5)+10><(—2)_4 9 '9
e = 7-8+10 ~9
Remarque

Pour montrer que trois points distincts sont alignés, il suffit de-montrer que I'un d’eux peut s’écrire comme
barycentre des deux autres.

3. Centre d’inertie d’une plaque homogeéne
a) Principes généraux

Soit P une plaque d’épaisseur négligeable. Le centre d’inertie I de la plaque est I'isobarycentre de tous les

points de la plaque. (C’est donc un barycentre d’une infinité de points). Il s’agit d’'une notion mathématique
difficile a définir. Cependant, il est souvent facile de construire le centre d’inertie d’'une plaque homogene

grace aux propriétés suivantes (admise a notre niveau).

On donne quelques principes utilisés en physique concernant les centres d’inertie des plaques homogeénes :

a) Cas simples
— Le centre d’inertie d’une tige homogene est le point milieu de cette tige.



— Le centre d’inertie d’une plaque homogéne triangulaire est le centre de gravité des sommets de ce
triangle.

— Attention ! Le centre d’inertie d’'une plaque quadrilatére ABCD est, en général différente de
I'isobarycentre des sommets A, B, C et D.

b) Principes de symétrie

— Sila plague admet un centre de symétrie I, le centre d’inertie estde point I.

— Sila plague admet comme axe de symétrie la droite A, le centre de symétrie est sur la droite A.
c) Principes de juxtaposition et de décomposition

— Le centre d’inertie d’une juxtaposition de morceaux de tiges homogenes est le barycentre des
centres d’inertie de ces morceaux de tige.

— Siune plaque P; d’aire a, a pour centre d’inertie I, et une plaque P, d’aire a, a pour centre d’inertie
I,, alors la plaque P; U P, admet pour centre d’inertie le barycentre G du systéme (I;, a,) et
(I,, a,). Comme les plaques sont homogeénes, leurs aires. a, et a, sont proportionnelles a leurs
masse m, et m,, on a donc aussi (d’aprés ’homogénéité des coefficients) ;

G = bar{( Il) ml); (12' mZ)}

— Sila plaque P est décomposable en deux plaques. IP; et IP,, alors le centre d’inertie G de la plaque P
est le barycentre du systéeme {(G,,m,); (G,, m,)}ou la plague P; a pour masse m, et pour centre
d’inertie G4, la plaque P, a pour masse m, etpour centre d’inertie G,.

— Sila plaque P est décomposable en plusieurs plaques, on lui applique le méme principe.

Exercices généraux

Exercice 1

Construire le'point G = bar

Exercice 2
A et B sont deux points distincts.
A | B
2 1

Soit F = bar

Donner I'abscisse du point F dans le repére (A; /TE)
Exercice 3
A et B sont deux points distincts.

Donner les abscisses des points E, F et G dans le repére (A; ﬁ), sachant que ;



A B

E = bar
2 3
A B

F = bar
-2 -3
A B

G = bar
-2 3

Exemple 4

A et B sont deux points distincts.

Donner les abscisses des points F, G et H dans le repere (A; E), tels que ;

A B
F = bar
2 5
A B
G = bar
-3 5
A B
H = bar
4 -1
Exercice 5
A | B
Construisons le point G = bar
-2 13
Exercice 6
A | B
Construire lejpoint G = bar
-3 2
Exercice 7
Soit le triangle ABC.
A | B C
On considere G = bar n n

Construire G
Exercice 8

ABC est un triangle non aplati.

G=bar | A B C




112 |3

Construire G en utilisant la méthode des coordonnées de G dans le repére (A; ﬁ, 14_5) puis en utilisant la
méthode de I'associativité (barycentre partiel).

Exercice 9

Soit ABC un triangle non aplati. En utilisant la méthode des barycentres partiels, construire le barycentre G
du systéme {(4,3); (B,4); (C,5)}.

Probleme d’alignement
Exercice 10

Soit ABC et A'B'C' deux triangles non aplatis de centre de gravité respectifs G et G'.
1) Montrer que; A—A; + B_B’> + C—C’> = 3G—G’>
2) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que G = G'.

Exercice 11

ABC est un triangle non aplati. I, ] et K sont des points tels que ;

—

Al =-AB; C]=—-CB et/CK =—=CA
3 J=gCB e 5

1) Faire une figure ;

2) Démontrer que les droites (A]),(BK) et (CI) sont concourantes.
Exercice 12

Soit ABC un triangle non aplati.

A B
Et soit I = bar

1 2

J=b B C

Et ] = bar

-1

A C
Et K = bar

1 -6

1° Placer les points I, J et K ;
2° Montrer que (I€), (4)) et (BK) sont concourantes.

Exercice 13

ABC est un triangle non aplati de centre de gravité le point G.
Soit I = B = C. La paralléle a (BC) passant par G coupe (AC) enE.
1° Placer le point D tel que ; AD = 24AB
A | C
1] 2

2° Montrer que ; E = bar

3° Montrerque B =A* D



A|D | C

4° Montrer que ; [ = bar
1 1 2

En déduire que D, I et E sont alignés, puis préciser la position de I sur (DE).
Exercice 14

ABC est un triangle non aplati. D, E et F sont des points définis par les relations ;
AD = 3AB; AE =-3AC; CF =2CB.

1° a) Exprimer D, E et F sous forme de barycentres ;

b) Placer D, E et F sur la figure ;

2° a) Montrer que D, E et F sont alignés ;

b) Exprimer ED et EF en fonction de AB et AC ;

c) En utilisant le résultat 3CF = CE + Zﬁ,
C D E
3 2 1
3° (EB) coupe (CD) en G, préciser la position de G sur (CD).

Montrer que ; B = bar

Exercice 15
Soit ABC un triangle non aplati. On désignepar D le symétrique de B par rapport a A.
Soit] = A * C et ] le point tel que ;

BJ ==BC.
1) Démontrer que D, I et ] sont alignés ;
2) Faire une figure.
Exercice 16
ABC est un triangle non aplati.
I est le point tel que ;
il = 24¢
R

D est le symétrique de B par rapport a A.
(BI) et (CD) se coupent en G.
La paralléle & (AB) menée de C coupe (BI) en H.

1) Faire une figure;
2) A°/ Déterminer les réels a, 8 et y tels que ;

A B C
G = bar
a | B |V
B°/ Déterminer x, y et z tels que ;
A B C
H = bar
X y z




Utilisation du barycentre pour résoudre des probléemes et dans les démonstrations
Probléme de concours de droites

Exercice 17

ABC est un triangle non aplati, les points P, Q et R sont tels que ;
AP=2AF; BQ=2BC; AR=-AC
5 7 3
Montrer que les droites (AQ) ; (BR) et (CP) sont concourantes.
Probléme de parallélisme de droites

Exercice 18

ABC est un triangle non aplati, les points E et F sont définis par ;

A= 4B: AF = ¢
A "5

Montrer que les droites (CE) et (BF) sont paralléles.
Parallélisme de trois droites

Exercice 19

ABC est un triangle non aplati.

On donne @ = MA + 2ME — 3MC.

1°/ Montrer que le vecteur U est indépendant du choix du point M.

A|B A C
2°/ Soit P = bar Q = bar
1|2 1 |-3

B C
2 | =3
Montrer que les droites ; (AR); (BQ) et (CP) sont paralléles.

R = bar

Exercice 20

ABCD est un carré de centre 0.

1,], K et L sont les milieux respectifs des cétés [AB],[BC], [CD] et [DA].

On pose ;
P=A)NnDD ; Q = (4)) n(BK)
R =(CL)n(BK) ; S=(CL)n (DI

1°/ A) Faire une figure

B) Exprimer P comme ;
a) Barycentrede Aet]/,
b) Barycentrede D et |,

c) Barycentrede A,B et C,
d) Barycentrede A,B et D,



2°/ Exprimer Q comme ;

a) Barycentrede Aet]/,

b) Barycentre de B et K,

c) Barycentrede A,B et C,
d) Barycentrede B,C et D,

3°/ Peut-on exprimer P, Q, R ou S comme barycentres des points A,B,C et D ?

4°/ En utilisant le point O, montrer que PQRS est un carré.
Fonction vectorielle de Leibniz

Détermination du lieu géométrique

Exercice 21

ABC est un triangle non aplati.

1) Construire les points

A B C
E = bar

2 3 | -1

A B C
F = bar

3 1-21

2) Déterminer et construire I'ensemble I" des points M tels que ;
|2M4 + 3MB — MC|| = 2||3MéA= 2MB + MC|.
3) Déterminer et construire I'ensemble IT des point M tels que ;
|2MA4 + 3MB — MC|| = 4.

Exercice 22
Soit A, B et C trois points fixés du plan P.
A tout point M du plan P on associe les fonctions vectorielles ;
f(M) = 2MA + 3MB —MC
Et g(M) = MA+ 2MB + MC
1°/ Calculer £ (A), f(B) et f(C),

_ AlB] C .
2°/ Soit G = bar Calculer f(G),
213|—-1

3°/ Exprimer f (M) en fonction de MG,
A B C
1 3 1

4°/ Soit F = bar

Déterminer I'ensemble des points M tels que ;
[r@n]| = st

5°/ Déterminer 'ensemble des points M tels que ;



7] = a5 e [55] = 5

Exemple 23

ABCD est un carré de c6té 5cm. On définit les fonctions suivantes ;

F(M) = MA + MB + MC + MD

g(M) = 2MA — MB + 4MC — MD

1°/ Déterminer ; f(A), f(B), f(C) et f(D),

2°/ Déterminer ]TOj O centre du carré,

3°/ Déterminer ; g(A), g(B), g(C) et g(D),

A B C D

2 | -1 4 -1

4°/Soit G = bar

Déterminer g(G),
5°/ Déterminer puis construire les ensembles suivants ;
E;: |FOD|| = 1042
E,: ||f(M)|| — 10

Ess||F00| = a0
6°/ Faire une figure.
Barycentre et géométrie analytique
Exercice 24

Le plan PP est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7), on donne les points A(—3, 2), B(4,5) et C(2,—4) et
soit les points ;

P (%,0) %, (8 _11> ;R(=5,—=7).

"2
A B C
1°/ Montrer que ; P = bar
1 2
A B C
2°/ Montrer que ; Q = bar
21
A B C
3°/ Montrer que ; R = bar n n

4°/ Quelle est la nature du quadrilatére ABCR ?
Exercice 25

Etant donné un triangle ABC non aplati et un réel k, on considére les points A’; B’ et C' tels que ;



ﬁ=kﬁ;ﬁ=kﬁ;m=kﬁ.

Démontrer que les triangles ABC et A'B'C' ont le méme centre de gravité.

Exercice 26

On se donne un triangle ABC non aplati et un point O vérifiant ;
OA+0B+0C=0et0A=0B=0C.

Montrer que le triangle ABC est équilatéral en montrant que les médianes sont aussi les médiatrices.

Exercice 27

On se donne un triangle ABC non aplati.

Pour tout point M de P on pose ;

F(M) = 2MA — 3MB + MC
1° P désignant un point quelconque de P, prouver que ;
W = ﬁ (f constante)
2° Construire G, barycentre de (B; —3) et (C; 1)
Montrer que ; m = 2@.
3° Construire G, barycentre de (4; 2) et (C; 1)
Montrer que ; m = SB—GZ).
4° On désigne par G5 le barycentre de (B; —3) et (4; 2). Montrer que les droites ;
(AG,) ; (BG,) et (€G3) sont paralléles.
5° En déduire une construction de Gj.
Exercice 28
Etant donné un triangle ABC non aplati, construire les points I, ] et K définis par ;

» ] estlebarycentrede (4;2) et (C;1);
= Jestlebarycentrede (4;1) et (C;2);
» K estle barycentre de (C;1) et (B;—4).

1° Démontrer.que B est le barycentre de (K ;3) et (C;1).
2° Quel est le barycentre de (4;2),(K;3) et (C;1)?
3° Déduire du 2° que I, ], K sont alignés et que J est le milieu de [IK].

4° [, étant le milieude [CI], et M celui de [KC], démontrer que IJML est un parallélogramme dont le centre
G est I'isobarycentre de 4, B, C.

Exercice 29

On se donne deux points A et B distints, deux réels a et B (@ + B # 0 et B # 0) et un vecteur U non nul. I
est le barycentre de (4; a) et (B; B).

1° M, étant un point fixé, construire N, tel que I soit le barycentre de (M,; a) et (Ny; B).
2° Un point M décrit la droite A passant par M, et de vecteur directeur .

On désigne par N les point tel que I soit le barycentre de (M; a) et (N; B).



Quel est I'ensemble des points N ?

Exercice 30

1° On désigne par ABC un triangle non aplati et par G le barycentre de (4; a), (B; B), (C;y)
(a+p+y+0)

Donner les coordonnées de G dans le repére (4, B, C).

2° Un point M a pour coordonnées (x,y) dans le repére (4, B, C). Déterminer a, 8 et y de fagon que M soit
le barycentre (4;a),(B;B),(C;y) etquea + B +y = 1.

3° Quel est I'ensemble D des points G barycentres de (4; «), (B; 2a),(C; 1 — 3a) lorsque a décrit R ?
4° Donner I’équation de D dans le repére (4, B, C).
Exercice 31

Dans chacun des cas suivants, construire les barycentres indiqués.

1) [AB] un segment ; G = bar

—nadAB _A’ﬁ
2) [AB] un segment; | = baTH,J = bar an

Montrer que les segments [AB] et [IJ] ont méme milieu G.

3) ABC un triangle ; | = bar _‘3‘ ?;J = bar 113 S

K =bar ‘?_(2:

Exercice 32

Soit A et B deux points du plan. Construire les points suivants :

Gl=bar—’—1A 123, Gz=bar_A?|—]23; G;=bar —’—‘? _%

Exercice 33

Exprimer le point G comme barycentre des points A et B dans chacun des cas :

1@;%@ . HBG %@ 7)AB +BG =0

2)AG=—AB : 5)AG =§ﬁ $)3BG +AG =0

3)AG= ‘?2@ .6)AG :%E 9)-2BG +AG=0

Exercice 34

Dans les cas suivants exprimer G comme barycentre des points A et B.

D=
4

GBZ)AG B

5
A BG)GA B

3)
0)

A B G

G A B



Exercice 35

ABC un triangle, I, J, K les points tels que :

Al='AB.Bj=-2BC.CK=1AC.
3 5 2

1) Faire une figure.

2) Compléter les tableaux :

I:barAI—B : J:barB—’—C ;K:baré’—c

Exercice 36

ABC trois points tels que : 5AC=2AB

1) Exprimer A comme barycentre des points B et C.
2) Exprimer B comme barycentre des points A et C.

3) Exprimer C comme barycentre des points A et B.

D
C

A B
Placer le point G sachant qu’il est barycentre des points A€t C d’une part et des points B et D d’autre part.

Justifier.

Exercice 37

A et B deux points distincts, déterminer le réel x dans chacun des cas :

Al B A| B
1) bar 2——3 :barm‘—x
Al B A B
2 el =
) bar T3 —bafx+2| X3
Al B A|B
1) bar 2——3 =barﬁ’—x
3) bar A 1B st le milieu de [AB].
2x+ 1 x-3

Exercice 38

A et B deux points distincts donnés dans le plan. D est une droite dans le plan;

Déterminer I'ensemble (E ) des barycentre des points A et B, appartenant a D.



Exercice 39

ABC un triangle ; | milieu de [AB].

A|lB|C A | B]|C
H =bar 1—’—1'—2 . Z = bar l—’—l'—_l
1) Faire une figure.

2) Soit G le centre de gravité du triangle ZAH.

Exprimer G comme barycentre des points A; B ; C.

Exercice 40

ABC un trianglel=barA|B;J=bar B_’Q
cl A 113 213
K=
bar 1—|T2

Les droites (Al) et (BK) se coupent en G;
Les droites (AJ) et (Cl) se coupent en G,
Les droites (BK) et (Cl) se coupent en Gs.
Placer les points cités sur une figure.

Exprimer chacun des points G; ; G, ; G comme barycentre des points A; B ; C.

Exercice 41

ABCD un quadrilatére dans le plan. G est I'isobarycentre des points ABC. O est I'isobarycentre des points A ; B; C; D.

Montrer que les points O ; G ; D sont alignés.

Exercice 42

ABC un triangle. 1 = b i’ﬁ;]:b E’E
un triangile arl 2 ar _13

AlC
11-6

1) Placer les points cités sur une figure.

K = bar

2) Démontrer que les droites (IC) ; (JA) et (KB)

sont concourantes.

Exercice 43

ABC un triangle non aplati. | = bar g ]i%

AlC
312

Les droites (IC) et (JB) se coupent en G.

J=bar



On muni le plan du repére (A ; B ; C).

1) a) Donner les coordonnées de chacun des points

A;B;C;1;).

b) Déterminer une équation cartésienne de chacune des droites (IC) et (JB).
c) en déduire les coordonnées du point G.

2) Exprimer G comme barycentre des points A ; B ; C.

Exercice 44

ABC un triangle. D est symétrique de A par
rapport au milieu de [BC]. | = bar—‘ﬂ%

La paralleéle a (AD) passant par B coupe (IC) en G.
1) Faire une figure.

2) Exprimer G comme barycentre des points A ; B; C.

3) Déterminer et construire 'ensemble (A) des points M du plan tels que H2m+mu = H—3ﬂ+31\ﬁ3'+31\7(f” .

4) Déterminer et construire I'’ensemble (I') des points:M du plan tels que : HZMA+1\TB—1\TCH = HZMA —2@” .

Exercice 45

Soit A ; B ; C trois points donnés. M étant un point quelconque, exprimer chacun des vecteurs suivants en fonction de

MG ou G est un point a préciser.

1) MA + MB . 4) AM +3MB

2) MA + MB + MC ; 5)2MA - MB + MC
3) 2MA - 3MB ::6) MA - MB +2MC

Exercice 46

Soit A ; B; C trois points donnés. M étant un point quelconque, déterminer le vecteur indiqué dans chacun des cas
suivants :

1) MA - MB : 3) 3MA - 3MB
2) MA + MB 2MC ; 4) -2MA - BM + MC

Exercice 47

ABC un triangle. t est un réel.
Soit G; le barycentre du systéme {(A ; 2t+1) ; (B ; —t) ; (C ; 1)}

1) Déterminer I’ensemble des valeurs de t pour lesquelles le point G; est défini.



2) Le point G; peut-il étre

a) I'un des sommets du triangle ABC ?

b) situé sur I'une des droites (AB) ; (AC) ; (BC) ?
c) centre de gravité de ABC ?

3) Construire Gy ; G.1 ; G4

Exercice 48

ABC un triangle. m un réel.

On pose :
Gn=bar{(A1): (B:m): (C: —m)]
o= bar {(A : 1-2m):(B ; m): (C ; m)}
1) a) Montrer que les point Gy, et Hy, existent
pour toute valeur de m.

Que peut-on dire des points Gy et Ho.

b) Pour m # 0, peut-on avoir Gy, = Hy, ?

2)a) Déterminer et construire le lien géométrique du point G,, lorsque m varie dans R .

b) Déterminer et construire le lien gé¢ométrique du point H,, lorsque m varie dans R..



IX- GENERALITES SUR LES FONCTIONS

=|H Faire savoir

Le cours

1. Notion de fonction

Définition

Soit D une partie de R. f est une fonction de la variable réelle x définie sur D, signifie que f est un
procédé qui permet d’associer a tout réel x € D, un réel unique y noté f(x).

a) Notations et expressions

Onnote; f:x+— y=f(x)ouf(x)=y.

On lit "y est I'image de x par f" ou, "f associe a x le réel y".

y est appelé image de x,

x est appelé antécédent y.

Exemple 1

A. Dans cet exercice on demande de traduire les phrases suivantes par.des égalités du type f(a) =b.
a) Un antécédent de 5 par f est -2.

b) L'image de 3 par fest nulle.

c) La courbe C ¢ passe par le point A(1 ; 4).
d) La courbe C ¢ coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse -3.

2x—3
x=1"

B. Soit f(x) = -x*+2x -1 et g(x)=

a) Pour chacune des deux fonctions, calculer I'image de 0, de -2 et de \/5
b) Peut-on calculer I'image de 1 pour les deux fonctions ?
c) Déterminer le ou les antécédents de 1 pour chaque fonction.

Solution
A. f(-2)=5; f(3)=0; fl1)=4; f(-3)=0;
B.a)f(0) =<0 +2x 0-1==-1; f(-2)=-2°+2x(-2)-1=-4-4-1=-9;

fIN2)=-(2) 42 x(-\2)-1=-2-242 -1=-3-242.

_2x0-3°-3 __ 2X(—2)—3_—7_Z.
g(0) = 01 ——_1—3,9(2)——(_2)_1 =373
N 202 -3) (2 +1

E T ()

(4+2J§—3J§—3)
B (2-1) =1-\2




b) f(1)=-1>+2x1-1=-1+2-1=0;donc 1 est un élément de Dy.
Par contre, on ne peut pas calculer g(1) , car g(1) n’existe pas et par conséquent 1 n’est pas un
élément de D,
c) Il suffit de résoudre les équations f(x) = 1 et g(x) = 1.
fX)=1le X +2x-1 =1 -(x* -2x+1) = 1< (x> -2x+1) =-1 & (x - 1)? = -1, cette derniére égalité
est impossible, donc 1 n’a pas d’antécédent par f.
2x -3

gx)=1< =1 2x+3=x—-1< x=-4,donc les antécédents de 1 par g sont les éléments du

singleton {41}

Le sous-ensemble D de R est appelé 'ensemble de définition de f ou domaine de définition de f noté
aussi Dr.
f

On peut noter ;
) {‘D — R
Filx s fo)

N. B. Pour des raisons pratiques, dans tout ce chapitre, nous dirons fonction lorsqu’il s’agit de fonctions
numeériques a variables réelles.

Remarque

L’'ensemble de définition d’une fonction f est en général donné par un énoncé de la forme ;
« Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0; 1] par ; f(x) = x? ».

Cet énoncé impose D = [0; 1] comme ensemble de définition pour la fonction f : x — x2.

Si I’'ensemble de définition D n’est pas explicitement donné, alors D est I'ensemble des réels x pour
lesquels f(x) existe.

Exemple 2

La fonction ; f : x +— x3 + 5 est définie sur R.

La fonction ; g : x — z—;—; est définie sur R\ {—3}.
La fonction ; h : x.— a/x est définie sur [0; +ool.
Exemple 3

Donner les ensembles de définition de chacune des fonctions suivantes :

—5x%+4x+1
flx) = ; g(x) =+/3x2+ 5x — 2

x(x—=3)(x+2)

Solution

—5x2+4x+1 Lo
flx) = prommedl définie pour x(x —3)(x +2) # 0

C'est-a-dire pour; x +# 0,x # —2etx # 3
Dy =R\ {-2;0;3}
g(x) = V/3x2 + 5x — 2 est définie pour 3x2 4+ 5x —2 > 0

On résout I'équation : 3x2 +5x —2 =10



A=25-4x3%(=2)=49 = A>0=+/A=7

_—5-7 -—-12 ) _—5+7 2 1
M=9%x3 T 6 T T 2x3 "6 3
X 2 ! +
—00 - — 0
3
3x% +5x — 2 + 0o - 0 +
A partir du tableau de I’étude des signes, ona :
1
oy -n |2
Exemple 4
Indiquer I'’ensemble de définition D des fonctions suivantes :
2
X
a) XH2x2+i2; XHX+1; XHX2+1; XHX3—+1; XH2X2+|2—| .
X X X X =X X7+1
b) X > —x; xl—)\/;x\/3x+1; xl—)L; X Al=x; xl—)L; (B3-2x)5x+1).
\ﬂ \N3x+7
Solution
. Son ensemble de . Son ensemble de
La fonction e s La fonction CEr s
définition définition
x|—>2x2+i2 R X > AJ—x R
X -1
1 X Vx xAB3x +1 R+m[—,+oo[=R+
X X+— R* 1 ‘
X XH_ R>L
X X2 44 x|
R
X J-o0; 1]
5 X = 1-x
X" +1
XHX3—X R\{-1; 01 N 2x _7
|X| 3x+7 }—;‘F OO[
x|—>2x2+2— R X (3-2x)(5x+1)
X" +1 R

2. La représentation graphique d’une fonction
Soit (0; T,j) un repére du plan P.
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

La représentation graphique C de f est I'ensemble des points M (x,y) telsque x € D ety = f(x).
C est appelée la courbe représentative de f dans le repére (0; 7,7).
a) Notation

La courbe C de f est notée Cy.



Cr={Mx,y)/xeDsety=f(x)}

Exemple 5

Reconnaitre les courbes représentant des fonctions, puis donner I'ensemble de définition de ces fonctions.

: uY I.Y ‘y
a) b) c)
.\ L e <-1 /\1
. . R N - ///T\\¥/<f
R WA B S S S T 1
LY \_V k_V
d) e) f)
I 1:

Solution
Courbes définissants des fonctions Ensembles de définition associés
a) [-2;2] \ {-1}
% [2;3]
e) R

3. Variation d’une fonction et extrémums

a) Sens de variations

a- Croissance d’une fonction




On dit qu’une fonction f est croissante sur un intervalle I de son domaine de définition D, lorsque ;

La fonction f fait correspondre a des valeurs (antécédents) de plus en plus grandes, des images de plus en
plus grandes.

C’est-a-dire ; f est croissante sur [ si;
Vxy; x, € Itelsque x; < x; = f(x1) < f(x3)
Ou encore ;
Xy =% 2 0= fxz) — f(x) 20

On dit qu’une fonction f est strictement croissante sur un intervalle I de son domaine de définition D,
lorsque ;

Vxq; x5 € 1telsque x; < x; = f(x1) < f(xy)
Ou encore ;
X, —x1 > 0= f(x) — f(x) >0
b- Décroissance d’une fonction
On dit qu’une fonction f est décroissante sur un intervalle I de son. domaine de définition D, lorsque ;

La fonction f fait correspondre a des valeurs (antécédents) de plus en plus grandes, des images de plus en
plus petites.

C’est-a-dire ; f est décroissante sur [ si;
Vxq; X € I telsque x; < x; = f(x1) = f(x3)
Ou encore ;
X, =% 2 0= f(x) — f(x) <0

On dit qu’une fonction f est strictement décroissante sur un intervalle I de son domaine de définition D,
lorsque ;

Vxq; x, €1tels que x; < x, = f(x7) > f(x,)

Ou encore ;
X, — x> 0= f(x;) — f(x)) <O
}; i V4
g y=fx) F:y=fx)
o) FE ; O] = S S—
ﬂa) ....................... -
OI '1 a T X 9 1 a b X
Fig. 1 Fig.2

On dit qu’une fonction f est constante sur un intervalle I de son domaine de définition D, lorsque ;

Vxq; X, € I tels que x; < x, = f(x1) = f(x3)



Ou encore ;

X =% > 0= f(x) — f(x)) =0

VJL

a

Résumé

Soit f une fonction définie sur un intervalle .

e fest strictement croissante sur | si, et seulement si :

Pour tous a et b éléments de |, sia < b alors f (a) < f(b) ( fig. 1)
e festcroissante surl si, et seulement si :

Pour tous a et b éléments del,sia < b alorsfa)< f(b).

e fest strictement décroissante sur | si, et seulement si :
Pour tous a et b éléments de |, sia < b alors f (a) > f (b).

e fest décroissante sur | si, et seulement si :

Pour tous a et b éléments de I,sia < balorsf(a) > f(b), ( fig. 2)
e fest constante surl si, et seulementsi:

Pour tous a et b éléments de I, f(a) =f (b), ( fig. 3)

Exemple 6

La courbe C de la figure ci- contre

est la courbe représentative

d’une fonction f qui est :

= strictement croissante sur [-2 ; 1] ;

= strictement décroissante sur [1; 3] ;

2y =)

Fig. 3



= constante sur [3; 5].

-2 .
: o 1 3 5 X
Exemple 7
Soit fla fonction dont le tableau de variation est donné ci-dessous.
X |-2 2 5 10
5 6
o \ /
2 0

a) Décrire les variations de f.
b) Préciser, s’ils existent, les extremums de f sur son ensemble de définition.

Solution

a) f est croissante sur [-2 ; 2] ; décroissante sur [2 ;5] ; croissante sur [5 ; 10].

b) f admet les nombres 5 et 6 en tant que maximums relatifs aux intervalles [-2 ; 2] et [5; 10].
Elle admet aussi 2 et 0 en tant que minimums relatifs aux intervalles [-2 ; 2] et [5; 10].

Etude des graphiques de fonctions

Quand on connait I'écriture d'une fonction, on peut préciser son ensemble de définition et déterminer son
sens de variation. On compléte ensuite un tableau de valeurs pour faire sa représentation graphique.

Réciproquement; on peut partir de la représentation graphique d'une fonction pour trouver son ensemble
de définition et déduire son tableau de variation.

On peut également utiliser les représentations graphiques de fonctions pour résoudre des équations ou
des inéquations.

Lire les images et les antécédents d’un nombre sur une courbe de fonction
Exemple 8
Ici le tableau de valeurs de la fonction :

f(x)=x% — 4x — 4

Chaque couple (x; f(x)) de ce tableau est représenté par un point sur la courbe.

x |—-2/-110|1|2 |3 |4|5]|6

y=f(x)| 8|1 |-4/-7/-8/-7/-4/ 1] 8




flx)=w?-4x-4

o

Nous avons la courbe représentative de f, définie par; f(x) = x*> — 4x — 4 représentée dans un repére
orthonormé.

Cette fonction est un polyndme du second degré, et sa courbe est une parabole... qu’on étudiera plus tard.
8 est I'image de —2 par f

—4 est I'image de 4 par f

2 est I'antécédent de —8 par f

—2 et 6 sont les antécédents de 8 par f

Lire I'ensemble de définition sur la courbe d'une fonction

Sur I'axe horizontal, on lit les abscisses des points de la courbe. L'ensemble de définition est I'ensemble de
ces abscisses. |l s'écrit sous la-forme d'un intervalle ou d'une réunion d'intervalles.

Exemple 9

La représentation graphique ci-dessous est formée de points dont I'abscisse est comprise entre —3 et 5, le
nombre 1 étant exclu. Elle représente une fonction définie sur la réunion des intervalles : |—3;1[ U ]1; 5[ .

\

— N WA L OV 0 e

|
w
l|\>

|

|

=]
—
[\
w
_h_
(9]
=Y

Etablir le tableau de variation d'une fonction a partir de sa courbe



Une fonction est croissante sur un intervalle I, si, en parcourant la courbe de gauche a droite, les images en
ordonnées augmentent.

Une fonction est décroissante sur un intervalle I, si, en parcourant la courbe de gauche a droite, les images
en ordonnées diminuent.

Une fonction est constante sur un intervalle I lorsque sa représentation graphique est un segment
horizontal.

Exemple 10

|
[
|
[ g
|
=
| P
Ead
&_
T =
o
.

La ligne brisée ci-dessus représente une fonction f :
— décroissante sur l'intervalle ; [-3; 2] ;

— constante sur l'intervalle ; [2; 3] ;

— croissante sur l'intervalle ; [3; 6].

Elle atteint son minimum 1 sur l'intervalle ; [2; 3].
On résume ces informations dans un tableau de variation :

x -3 2 3 6

sens de 4 3
varationde f \ 1 —>1 /

Lire les solutions d'une équation sur une courbe de fonction

e Les solutions de I'équation f(x) = k sont les abscisses des points d'intersection de la courbe
représentant la fonction f avec la droite horizontale d'équation y = k.

Dans le cas particulier de I'équation f(x) = 0, les solutions sont les abscisses des points d'intersection de
la courbe avec I'axe des abscisses.

Exemple 11



()

=Y

La courbe (C) ci-dessus représente une fonction f.
L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = 4est:S ={-2; 3}.
L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = 0est:S = {—1; 2}.

e Les solutions de I'équation f(x) = g(x) sont les abscisses des points d'intersection de la courbe
représentant f avec la courbe représentant g.

Exemple 12
La courbe (C) ci-dessus représente une fonction f et la droite (D) une fonction g. L'ensemble des

solutions de I'équation f(x) = g(x) est:S = {0; 3}.

.

Lire les solutions d'une inéquation sur une courbe de fonction

e Les solutions de l'inéquation f(x) < k sont les abscisses des points de la courbe situés au-dessous de la
droite d'équation y = k.

Dans le cas particulier de I'équation f(x) < 0, les solutions sont les abscisses des points de la courbe situés
au-dessous de |'axe des abscisses.
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Exemple 13

La courbe (C) ci-dessus représente une fonction f.
L'ensemble des solutions de l'inéquation f(x) > —2 est:S; =]-1;2[.
L'ensemble des solutions de l'inéquation f(x) < 0 est:S, = |—o0; 0[ U ]1; 4oo[.

e Plus généralement, les solutions de I'inéquation f(x) < g(x) sont les abscisses des points de la courbe
représentant f, situés au-dessous de la courbe représentant g :

S; = ]—00; —1[ U |2; 40|

Remarque

Une fonction croissante conserve 'ordre ;

Une fonction décroissante inverse 'ordre.

b) Le taux d’accroissement (de variations) d’une fonction

Définition

Soit Dy le domaine de définition d’une fonction numeérique f, soit I C Dy, et x;,x, € I tels que x; # X5,

on appelle taux d’accroissement de la fonction f sur I'intervalle I que I'on note Af ou T, le nombre réel
défini par;

f(x1) - f(xz)

T = Af =
/ X1 — X2

Si Af > 0 alors f est croissante sur I,
Si Af </0.alors f estdécroissante sur I,
Si Af = 0 alors f est constante sur I,
Remarque
Une fonction est dite croissante lorsque ;
Vx1,X, €Dy = Af >0
Une fonction est dite décroissante lorsque ;
Vx1,X, €Dy = Af <0
Une fonction est dite constante lorsque ;

vxl,xz € Df - Af: 0



c) Extrémum et extremum relatif (local)

a- Maximum

Définition

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit x, € R tel f(x,) = M.

On dit que M est le maximum de f sur Dy lorsque ;
VX EDF = f(x) <M

b- Maximum relatif ou local

Définition

Soit f une fonction numérique et D, son domaine de définition, et soit x, € R tel que f(xp) = M;.

On dit que M; est un maximum relatif de f sur un intervalle I de son domaine de définition D¢ lorsque ;
Vx el = f(x) <M,

¢- Minimum

Définition

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit Xy € R tel f(x,) = m.

On dit que m est le minimum de f sur D¢ lorsque ;
Vx €Dy = f(x) =m

d- Minimum relatif ou local

Définition

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit x, € R tel f(x,) = m;.

On dit que m, est un minimum relatif de f sur.un intervalle I de son domaine de définition Dy lorsque ;
Vxel= f(x) =m,

Résumé

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et soit xo € .

= fprésente un maximum sur | en X si, et seulement si, pour tout xe I, f(x) < f (xo).

= fprésente un minimum sur | en Xq si, et seulement si, pour tout xe |, f (x) > f (o).

Exemple 14
Sur la figure ci-dessous,
est la courbe représentative

d’une fonction f définie sur | = [-3 ; 4].



-3

Sur l'intervalle [-3 ; 4], f présente :
un maximum en -3, qui est égala 3 ;
un minimum en -1, qui est égala -3 ;
De plus, sur l'intervalle [1 ; 4]

par exemple, fprésente un maximum

en 3, qui est égal a 2.

4. Courbes et symétrie, courbes et translation
a) Courbes symétriques par rapport a un point
Propriété 1

Les courbes Cy et C, de deux fonctions f et g sont symétriques par rapport a un point A(a, b), si, et
seulement si;

9R2a—x)+ f(x) =2b
Exercice

Démontrer la propriété 1.

A _(xo' ':'V o,) ...‘..E..; 7,//

Cas particuliers



Si Cr et C4 sont confondues, A est alors le centre de symetrie de Cr, eton a;
fRa—x)+ f(x) =2b
Si Cr est confondue a Cy, et O (origine du repére) est le centre de symétrie de Cy, alors, on a ;
f@2x0—-x)+f(x)=2x%x0
= f(=x)+f(x) =0= f(—x) = —f(x)

Définition

Une fonction f est dite impaire si, et seulement si elle admet O (le point d’origine) comme centre de
symétrie.

C’est -a-dire si; Soit fune fonction définie sur un ensemble D de réels.

f est impaire si, et seulement si : pour tout x € D, -xe D et f(-x) =- f(x).

Exemple 15

La fonction f définie sur R par f(x) = x> est impaire.

1

La fonction g définie sur R’ par g(x) = X est impaire.

Dans un repére (O ;| ; J), la courbe représentative C d'une fonction impaire est symétrique par rapport a
I'origine du repeéere.

S 1 I —

0 i X

A= A0

b) Courbes symétriques par rapport a un axe vertical
Propriété 2

Les courbes Cy et C4 de deux fonctions f et g sont symétriques par rapport a une droite A: x = a, si, et
seulement si;

9(2a—x) =f(x)
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Exercice
Démontrer la propriété 2.
Cas particuliers
Si Cr et C4 sont confondues, A est alors I'axe de symétrie de Cr, etona;
fQa—-x) = f(x)
Si Cy est confondue a Cy, et y0y' (axe des ordonnées) est I'axe de symétrie de Cr, alors, on a;
f(2x0—x)=f(x)

= f(=x) = f(x) = f(-x) = f(x)
Définition
Une fonction f est dite paire si, et seulement si elle admet yOy' (axe des ordonnées) comme axe de
symétrie.
C’est -a-dire si ; Soit f une fonction définie sur un ensemble D de réels.
f est paire si, et seulement si: pour tout x € D, -xe D et f(-x) = f(x).
Exemple 16
La fonction f définie'sur R par fix) = x* est paire.
La fonction g définie sur Rpar g(x) = 3x* —x? + 1 est paire.

Dans un repere (O ; I; J), la courbe représentative C d’'une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe
des ordonnées.

Conclusion



Si fest impaire, alors
sa courbe est symétrique par rapport
a ’origine du repere.

Si fest paire, alors
sa courbe est symétrique par rapport
a I’axe des ordonnces.

—
1
J

—
1
J

N

Exemple 17

A. Etudier la parité des fonctions données en 2.
B. Le repére (O i ; 3) est orthonormal.

La courbe C ci-contre est une partie de la courbe qui

représente une fonction f définie sur [-2 ; 2].
La compléter, en supposant d’abord que f
est paire, puis que f est impaire.

Solution

A. Le tableau suivant donne la parité des fonctions de I'application 2.

La fonction Type de parité La fonction Type de parité
, 1 Paire 1 Paire
X 2X"+— X —
X x|
1 2
X'_)X"'; Impaire . N X3 +1 Impaire
X —X
. x|
X 2X"+——— Paire
X" +1

c) Image d’une courbe par une translation

Propriété 3

La courbe C; d’une fonction f est I'image de la courbe C 4 d’une fonction g par la translation de vecteur

—

ay - :
u (b)' si et seulement si ;

Exercice

Démontrer la propriété 3

) =b+gx—a)|
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Cas particuliers

a

b=0=>17(0

) = g(x) = f(x — a) © t, est une translation horizontale.
a=0= 17(2) = g(x) = b+ f(x) & t, est une translation verticale.

5. Fonctions périodiques et période d’une fonction

Définition
Une fonction f est dite périodique, s’il existe T € R, tel que ;
Vx €D = f(x +T) = f(x)
T est appelée la période de f.
Exemple 18
On considere les fonctions trigonométriques ;
f(x) =sinx =T =2n
f(x) =cosx =T =2m
f(x)=tanx =T=mn
a) Expression de langage
Lorsqu’une fonction f est de période m, on dit que f est m —périodique ;

Lorsqu’une fonction f est de période 2m, on dit que f est 2 —périodique, etc.



6. Domaine d’étude d’une fonction

1° Lorsqu’une fonction est paire et définie sur IR, alors sa courbe graphique présente une symétrie par
rapport a I’axe des ordonnées.

Il suffit donc de I’étudier sur la moitié de son domaine de définition [0; +oo[ et compléter la courbe en
procédant par symétrie autour de (y0y').

2° Lorsqu’une fonction est impaire et définie sur R, alors sa courbe graphique présente une symétrie par
rapport a l'origine.

Il suffit donc de I’étudier sur la moitié de son domaine de définition [0; +oo[ et compléter la courbe en
procédant par symétrie autour de O.

3° Lorsqu’une fonction est périodique, alors sa courbe graphique présente une répétition sur chaque
période.

Il suffit donc de I’étudier sur une période [0; T[ de son domaine de définition et compléter la courbe en

procédant par reproduction, ou translations successives de vecteurs U (kOT), ou k € R.

Fonctions linéaires. Fonctions affines

Définitions

A. Fonction affine

On appelle fonction affine définie sur R toute fonction : f: x> ax +b,

a et b étant des réels donnés.

B. cas particuliers

= sib=0, festune fonction linéaire.
® sia=0,festune constante.

®* sia=b=0,festune fonction nulle.
Propriétés

A. Sens de variation

e Sjia>0,lafonction affine : xi— ax + b est strictement croissante sur R et |’on a le tableau de variation suivant :
X -00 +00

ax+b

/

e Sia<0,lafonction affine : x— ax + b est strictement décroissante sur R et |’on a le tableau de variation suivant :

X -00 +00

ax+b \

B. Représentation graphique



La représentation graphique de f est une droite qui sera déterminée par la construction de deux de ses
points (par exemples, les points d’intersection avec les axes de coordonnées si ces points existent).
y r y A y S

/ N\

a>0 a<o a=0

e a est le coefficient directeur de la droite.
b est 'ordonnée a I'origine.

I Jfx)- fix)

a= f(xz)_f(xl) .
X, — Xy ’

b =£(0).

C. Fonction affine et proportionnalité

e Cas des fonctions linaires.: f(x) = ax.

f (x) est proportionnelle a x. le coefficient de proportionnalité est a.
e Cas des fonctions affines : f(x) = ax + b.

JS(x,) - f(x) —a

X, =X

Pour tous réels x; et x, distincts :

L’accroissement f(x;) — f(x1) est proportionnel a I'accroissement x, — X;.
On dit que I'accroissement de I'image est proportionnel a I'accroissement de la variable.
Le coefficient de proportionnalité est a.

Exemple 19




Soit f la fonction définie sur [-1 ; 4] par :
si—1<x <0, alors f(x) =-2x

{si 0<x <4, alors f(x) =x

a) Résoudre f(x) = 1.

b) Résoudre f(x) = 3.

c) Vérifier graphiquement les résultats.

Solution

a) fix) =1l x=1oux=7; b) f(x)=3<x=3.

c) On observe ces solutions sur la représentation ci-contre.

Exercice généraux

Exercice 1

Donner les ensembles de définition de chacune des fonctions suivantes :

h(x) = /x| ; j(x) = /32 + 4|x|
k(x) = \/x“ + 3x2 4+ 5|x|; I(x) =+/2]|x| -5

2x +5 3x—7

mO == " S G
2x + 1

\/3x3 + |x]

p(x) = ; qx) =
“le — 5| -2

s(x)=\/||x2—4|—8|—1;
4x + 1

t(x) =

[Ix2 — 2| — 7|

Exercice 2

Pour chacune des fonctions rationnelles suivantes, déterminer I'ensemble de définition et simplifier si
possible I'expression :

X
Alx) = 34 2x2
6 —2x
BO) = m—er 10
2 1

C(x) =

x-Dx-3) (-2)(x-3)
_(2x-3)(x—1)? —4(2x - 3)

DGx) = Gt D2(x—3)
r o3, 5 1 4
(x)_;+x+2_x—2+x2—4



16 15x+ 5 9x

F(x) = —
) =152 Gr+ 12 o3 —x
1
x+=-—1 xz—l
_ X
Gl = 1 Tl
X
1 1 x%—4
H(x) =
() <x+2+x—2) 2x
Y- 3x
1) =—3%
EE
x 3—x

Exercice 3
On donne les fonctions suivantes ;

f(x)=3x—-7; g(x) =4x?>+5x—2;

h(x) =5x3—1 et I(x) = —4x + 6.

1° Montrer que f est croissante sur R, g est croissante sur R,/ et h est croissante sur R_.
2° Montrer que [ est décroissante sur R.
Exercice 4
Parmi les fonctions suivantes, quelles sont les fonctions paires, les fonctions impaires et celles qui ne sont

ni paires ni impaires ;

fixr—x?; g:x—>x3;, h:x— —;
X

jraxext—; kit x—2x*+—;
x x

x%+1
x3 — 2x

lixr—x2+—; m:x+—
x

x|
x2—6

;P x VX
3
q:xl—)x/zxm; rixr— ——

| x|

nix— 2x%+

—5x
s:me;t:xH—;
Vv3x+5

a:x— (3—2x)(5x+2)
Exercice 5

Etudier la parité des fonctions suivantes

—5x2 — 4|x| >
fx) = (x—3)(3—x); gx) =+/3x2+5x—2

h(x) = Ixl; j(x) = /3x2 + 4]x]
k(x) = \/x“ + 3x2 4+ 5|x|; I(x) =+/2]|x] =5




m(x) = s nx) = —=
x2—4 V3lx|+8
2x+ 1
p(x) = 3x3 — [x]

£x) = 4lx| +1
[Ix2 = 2] = 7|
Notion de fonction
Exercice 6
Soit fla fonction définie par le tableau :
X -1 -05 |0 1 1,5 |3
fix) |2 4 35 |2 0,5 |-14

Quelles sont les images par f des nombres : 0; 1et 1,52
Quels nombres ont pour image par fle nombre 2 ?
Exercice 7

Soit f la fonction définie sur R par:

f(x)=-%x+ %

a) Reproduire et compléter le tableau suivant :

X -1 -05 |0 05 |2 4

f(x)

b) Quels est le nombre dont I'image par fest 4 ?

Exercice 8

Soit f une fonction définie pour tout réel x sauf %, par f(x) = ;:;ji .

Déterminer les images parfde4;-2;7;0,5 et5.
Déterminer les antécédents par f de 2.

Soit C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé. Déterminer, s’ils
existent, les coordonnées des points d’intersections de C avec |'axe des abscisses.

Domaine de définition

Exercice 9



f et g sont définies par :
fix) = 2x* = 2x* + 4x*- 5x.

g(x) = i_i+i_§
X4 X3 X2 X.

Trouver Dy et Dg.
Exercice 10

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble de définition de la fonction f.

2Jx
Bx+7°

a) fx) = (7= = )(5x + 1) ; b) fix) =
2X

1 1
M=
1 1
d)f(X)-m-e)f(X)-m f)f(X)-|X|—1-

Représentation graphique
Exercice 11

Pourquoi la courbe 7, de la figure ci-dessous, représente-t-elle une fonction ?

Soit f cette fonction.

§%

-’

a) L'ordonnée du point de “ dont |'abscisse est 1,5 ;

b) Les abscisses des points de ¥ dont I'ordonnée est -1.
c) Les coordonnées des sommets de v ;

d) L'image de -1 par f;

e) Les antécédents de 3 par f.

Exercice 12

La courbe , ci-dessous, représente la fonction définie suR:\ {2} par f(x)

1°) Déterminer graphiquement :

2Xx+3
Xx-=2




a) Lesimagesde 1et 11;
b) Les antécédents, s’ils existent, de 4, 2 et 0.
2°) a) Calculer les images de 1 et de 11.

c) Calculer les antécédentsde 4; 2 ; 0.

d) Soit m un nombre réel quelconque. Calculer les antécédents de m.
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Exercice 13

Les courbes ci-dessous sont des représentations graphiques de fonctions numériques.

Donner I'ensemble de définition de ces fonctions.

NE SOV
] ]

L \ NN
I of 1\ O\ 1
. \/ \
i_ . A . \

] \

\
o 1\
* \

Sens de variation

Exercice 14



Associer les tableaux de variation aux et les courbes représentatives.

1.
X -3 0 1 2
f(x)

Nl ~. o/ 1 \_1
2.
X -3 0 1 2
flx) |2 \ /1\

0 0

3.
X -3 -1 1 2
flx) |2 1

X \O/V \ ;
a b) ¢)

Exercice 15

Soit f: x> x>+ 2x -1.

Soit a et b deux réels. Démontrer que:

fla)—f(b)=(a—b)(a+b+2).

En déduire que f est décroissante sur]- o ;-1] et que f est croissante sur [-1 ; + oo[.

Exercice 16
Soit f: x> _—3
X

Montrer, en utilisant les régles sur les inégalités que la fonction f est croissante sur ]0 ; + «].
Parité d’une fonction

Exercice 17

Etudier la parité des fonctions définies par :

1) xe R et fix)=1+x*;2) xe R et f(x) = 5% -2x

3)xeR etfix)=x®+x | ; 4)xe R etf(x)=x+1



5)x>2 et f(x) =vx—1.
Exercice 18

Soit la fonction f définie sur R par:

fix) = 2x2 +3.

x“+1

1) Exprimer f(-x) puis comparer avec f(x).

Soit M le point de coordonnées ( x ; f (x)) et M’ celui de coordonnées ( -x ; f (-x)).
2) Que peut-on en déduire pour la courbe “représentative de fsur R- {-1; 1} ?
Exercice 19

Soit la fonction g définie sur R par:

x> +3
x> +1

g(x) =

1) Exprimer g(-x) puis comparer avec g(x).
Soit N le point de coordonnées ( x ; g(x)) et N’ celui de.coordonnées ( -x ; g(-x)).

2) Que peut-on en déduire pour la courbe %’ représentative de g sur R..

Fonctions affines

Exercice 20

On considere la fonction f : x—> |x | .

1) Quel est son ensemble de définition ?

2) Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O ;| ;J).
Exercice 21

Soit f la fonction définie sur R par :

Fx) =l 21

1) Exprimer f(x) sans valeur absolue suivant les valeurs du réel x.
2) Tracer la représentation graphique ~ de f.

Exercice 22

Soit la représentation graphique de la fonction f définie surR. L'unité de longueur sur les deux axes
perpendiculaires est 1 cm.

1) Calculer f(x) dans l'intervalle
[2n;2n+1](neZ ).

2) Trouver une période de f.



1
3) Trouver graphiqguement les solutions de I’équation f(x) = 5 appartenant a l'intervalle [-1 ; 3].

10 1 2 3 -1 2 20+l




X- FONCTIONS USUELLES, ETUDE ET
REPRESENTATION GRAPHIQUE, FONCTIONS
ASSOCIEES

= ]Faire savoir

Le cours

1. Les fonctions algébriques de base
Définition
Sont appelées fonctions algébriques de base ou de référence, les fonctions suivantes :
Les fonctions linéaires c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ;
f(x) = ax (a € R).
Les fonctions "carré" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ;
f(x) = ax* (a € R*).
Les fonctions "cube" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme;
f(x)= ax® (a € R*).

Les fonctions "inverse" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ;
a *
f(x)=; (a e RY).

Les fonctions "racine carré" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ;

f(x) =+vax (a € R").

Les fonctions ; constante, linéaire et affine ont été étudiées en 4AS. Cette étude a permis d’établir leurs
représentations graphiques qui sont des droites ; paralléle a 'axe (xOx") pour la fonction constante,
passant par |'origine pour la fonction linéaire et passant hors de I'origine pour la fonction affine.

La partie qui suit, permet d"approfondir I'étude de ces fonctions.

Les étapes de I'étude et de la construction de la courbe d’une fonction
L’étude et la construction de la courbe d’une fonction comprend les étapes suivantes :
a) Détermination de son domaine de définition.

b) Détermination de son domaine d’étude, en étudiant sa parité et sa période.

c) Détermination de sa variation étape qui comprend ;

> Le calcul de son taux d’accroissement.
» Le dressage de son tableau de variation.
> Détermination des extrema s’ils existent.

d) Sa représentation graphique, étape qui comprend ;

> L’établissement d’un tableau de valeurs de la fonction.



» La construction de sa courbe graphique.

1°/ Fonctions affines sur intervalles

Exemple 1

Soit f la fonction partie entiere de x définie par ; E(x) d’un nombre réel x c’est le nombre entier n tel
qguen<x=<n + 1.

f(x)=E(x)=ntelleque; n<x<n+1
(E(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x, appelée également fonction en escalier).

Etude et représentation graphique de f

x€[-4; -3[=f(x)=—-4
x€[-3; -2[= f(x) = -3
x€[-2; —1[= f(x) = -2
x€[-1; 0= f(x)=-1

N
w4
w
"

La courbe Cr de f est la réunion des segments de droites :
Cr=--U[AB[U[CD[VU[EF[U[GH[U [IJ[U [KL[U [MN[u [PO[U ...
2°/ Fonction carré

Exemple 2



Soit la fonction :

fx) = x?
Etude et représentation graphique de f
a) Domaine de définition
La fonction f(x) = x? est définie pour tout x € R

D, =R
b) Domaine d’étude
Parité
fl=x) = (=x)? = () (—x) = x* = f(x)
= f(=x) = f(x)

f est paire et admet donc (yOy') comme axe de symétrie.

On peut donc I'étudier sur I'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par
rapport a (y0y').

c¢) Variations
a- Taux d’accroissement

Quels que soient x4, x, € Df,0na;

_ f(x1)— f(x) _ x1% = x5°

T
X1 =X X1 — X3
(x1 - xz)(x1 + xz)
= = (x1 + xz)
X1 — X3
T = X1 + X2
Six;,x, ER, =T >0=f 7surR,
b- Tableau de variation
X 0 + oo

T +

f@ |, / +oo

c- Extrémums
La fonction f est symétrique par rapport a (y0y"), donc, 0 est un minimum de f.
d) Représentation graphique

a- Tableau de valeurs

x 0 1 2 3 4 5 6

fl o] 1] 4] 9 [16]25]36

b- Courbe de f.

Dans le plan P muni d’un repére (0; T,)), la courbe représentative de la fonction f(x) = x? est une
parabole.



3°/ Fonction cube
Exemple 3
fG)=x3
Etude et représentation graphique de f
a) Domaine de définition
La fonction f(x) = x3 est définie pour tout x € R
De=R
b) Domaine d’étude
Parité
f(=x) = (=x)* = (=) (=) (%)

=—-(x*) =—f(x)

= f(=x) = —f(x)
La fonction f(x) = x3 est impaire. Sa courbe admet I'origine O comme centre de symétrie.

On peut done l’étudier sur I'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par
rapporta O.

c) Variations
a- Taux d’accroissement
Quels que soient x4, x, € Df,0na;

_ f(x1) = f(xz) _ x1° = x5°

X1 — X3 X1 — X3

T

(27 — x2) (1% + x9%5 + x32)

X1 — X3



Six(,3 20 ER, =T>0= f 7surR,

b- Tableau de variation

T = x12 + x1x5 + xzz

X 0

T

o |, ¥

c- Extrémums

Comme la fonction f est strictement croissante sur son domaine de définition, elle n’a donc pas

d’extrémumes.

d) Représentation graphique

a- Tableau de valeurs

X 0 1

2

3

fx)| O 1

8

27

64

125

216

b- Courbe de f

Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,)), la représentation graphique de la fonction

f(x) = x3 est la courbe suivante.

4°/ Fonction racine carrée

Exemple 4

Etude et représentation graphique de f

fx) =+x



a) Domaine de définition
La fonction f(x) = v/x est définie pour tout x € R,
Df = [0; +oo[ =R,
b) Domaine d’étude
Parité
Vx € Dy = —x € Dy
La fonction f(x) = Vx n’est ni paire ni impaire.
Son domaine d’étude est donc égal a son domaine de définition, c’est-a-dire R, ..
c¢) Variations

a- Taux d’accroissement

Quels que soient x4, x, € Df, ona;

) = f0) _ V=%

T =
X1 — X3 Xy — X2
_ VX, —/x, ¥ 1
(s~ VD (Vo 35 v +
T— 1
Vi + Vs
X,X% ER, =T>0=f 7surR,
b- Tableau de variation
X 0 + oo

T +

@ |, / D’

c- Extrémums
La fonction f est strictement croissante sur son domaine de définition n’a de ce fait pas d’extrémums.
d) Représentation graphique

a- Tableau de valeurs

x 0 1] 2 4 | 9 |16 | 25 | 36

fl o 112213456

b- Courbe de f
Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,7), la représentation graphique de la fonction

f(x) = v/x est une demi-parabole de direction [0x).



5°/ Fonction inverse

Exemple 5
1
flx) = ;
Etude et représentation graphique de f
a) Domaine de définition
La fonction
1
flx) = X

est définie pour tout x € R*

b) Domaine d’étude

Parité
1 1 1
Va £ 0 (<) == = -~ =~ (1) = /(@)
= f(—x) = —f(x)
La fonction
1
flx) = X

est impaire. Sa courbe représentative admet donc O comme centre de symétrie.

On peut donc I'étudier sur I'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par
rapporta O.

c) Variations

a- Taux d’accroissement

Quels que soient x4, x, € Df,0na;

1 1
o)~ fC) X
X1 — Xy X1 — X3

(x; — x1) -1

B (x1x5) (1 — x3) B X1X2



Six, 2 ERL =T <0= f VvsurRZ

b- Tableau de variation

X 0 + o0

T

L | D —

c- Extrémums
La fonction f est strictement décroissante sur son domaine de définition n’a de ce fait pas d’extrémumes.
d- Représentation graphique de f

a- Tableau de valeurs

1 1
X 0 — — 1 2 4
4 2
1 1
X 4 2 1 — —
Fe 2 | 1

b- Courbe de f.

Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,)), lareprésentation graphique de la fonction

est une hyperbole.

Utilisation des Fonctions usuelles
Exemple 6

1
a) Comparaison des nombres a; a’;a’; \/g;— (a>0)
a

A l'aide des courbes (graphiques), on peut comparer un nombre positif, son carré, son cube, sa racine
carrée et son inverse.

Il suffit de tracer dans le plan muni d’un repére orthogonal les courbes :

= (P )d’équation y=x>(x>0),



(L )déquation y = \E (x>0),
(A) d’équation y= (x>0),

(H ) déquation y = 1 (x>0),
X

(C ) d’équation y=x>(x>0),

P

e
>

\ / TL—TT
/ 11
[ L
\er T
/] ™N p-
4 ] =
) b | 4 5 5 L7 1 8 | x

Les positions relatives de ces courbes permettent de retrouver et d’illustrer la propriété suivante :

. 1
* si O<a<l1 alors a’<a’<a<qa <—
a
. 1
= s a=1 alors — =4a =a =a2=3}
a
. 1
= 5i a>1 alors (= <4Ja <a <a’<a’
a

2. Fonctions associées a des fonctions de base

Définition

Soit g une fonction algébrique. f est une fonction associée a g si et seulement si, il existe une
transformation geométrique qui transforme C, en Cy.

Remarque 1

Sauf mention contraire, lorsqu’on parle de fonctions associées, il s’agit de fonctions associées aux fonctions
dites de base ou de référence.

a) Fonctions associées et courbes

a- Fonctions associées par une symétrie centrale

Cr et Cy4 sont symétriques par rapport au point A(a, b), (C4 est I'image de Cr par la symétrie de centre A),
si, et seulement si, on a;

g2a—x)+ f(x)=2b

Centre de symétrie



Le point A(a, b) est le centre de symétrie de Cr, si et seulement si, on a;
f(2a—x)+ f(x) =2b

Remarque 2

Les fonctions associées par symétrie centrale ont des variations de sens contraires.

b- Fonctions associées par une symétrie axiale

Cr et C4 sont symetriques par rapport a I'axe vertical A : x = a, (C4 est I'image de Cr par la symétrie axiale
d’axe A), si, et seulement si, on ;

92a—x) =f(x)
Axe de symétrie
A est I'axe de symétrie de C, si et seulement si, on a ;
fa-x) = f(x)
Remarque 3

Les fonctions associées par symétrie axiale ont des variations de méme sens lorsque leur axe de symétrie
est vertical.

d- Fonctions associées par une translation
. . —(a . .
La courbe C; est I'image de la courbe C; par la translation de vecteur u (b)’ si et seulement si, on a;
f(x)=g(&x-a)+b.
Remarque 4

Les fonctions associées par translation ont des variations.de méme sens.

Remarque 5

La valeur absolue engendre également certaines formes de fonctions associées.

Etude des fonctions x Fsax> et x > =

X
Exemple 7
1) a étant un-nombre réel non nul on veut étudier la fonction
f:R—>R

X > ax’

e L’ensemble de définition : Df =R
e Sens de variation : on peut distinguer deux sens selon le sighe de a comme le montre les tableaux
suivants :
a>0 a<o
X 0 + o X 0 + o0

2 \0 / 2 /0 \

2) a étant un nombre réel non nul on veut étudier le fonction ;f: R—>R

a
X =
X

e Lensemble de définition Df=R =]-00;0[U]0;+x .



e Sens de variation : on peut distinguer deux sens selon le signe de a comme le montre les tableaux
suivants :

a>0 a<o
X 0 + oo X 0 + o0
a a / H /
Conclusion
Les courbes représentatives des fonctions du type : ax’+ bx+c; Jax+b ; axC+bx’+cx+d; :i:z se

déduisent des courbes des fonctions de référence x> ; x> ; «/x ; — par des transformations simples (
X

translations , homothéties, ...) dont on déterminera les caractéristiques.

Un changement de repére (origine ; agrandissement, réduction) peut permettre de retrouverla courbe

d’une fonction de référence dans le nouveau repére.

Exemple 8
Etudier les variations de la fonctionf: R—>R

X > X2 -2X+5
et tracer sa courbe représentative.

Solution
[ ] Df: R
fixX)=x*-2x+5=(x—1)*+4

Supposons :u—1<v—-1<0 Supposons :0< u—-1<v-1
u<v<l 1< u<v
(u=1)%> (v-1)? (U—1)2 < (v-1)?
(U=1)2+4>(v-1)+4 (U—1)%+4<(v-1)’+4
flu) > f(v) flu) < f(v)
f est décroissante sur]-oo ; 1] f est croissante sur]l ; +oo [
e Tableau de variation e Tableau de valeurs

X -00 1 +00 -2 -1 0 1 2 3 4

X
) \4/ fix) 113 [8 [5 |4 |5 |8 |13

e Courbe représentative




On peut remarquer que le graphique de la fonction f dans le repére ci-contre est celui de la fonction x*
dans le repere d’origine Q. Avec Q (1 ; 4).

~-(1
C’est-a-dire Cs c’est I'image de sz par la translation t de vecteuru (4

| i
e J
by /
2

\ /

A
o]

U 2l oo O
)

4 laal4
5 -4 -B -D -l { 2345 67 8(91011121’3141:';
Exemple 9
On considere la fonction f(x) = 28 .
X +1

a) vérifier que pour tout réel x = -1; f(x) =2 + Ll
X+

b) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Solution

! = 2X+2+1:2X+3 ;donc Vx=-1: fix)=2+ L
X +1 X +1 x+1 X +1

b) Df = R {1} =]-00;-1[U]-1; +o0 [

e Sens de variation :

a)2+

u+l<v+1<0 O<u+1l<v+1l
u<v< -1 -l1<u<v
1 1 1 1
—>|= —>|=
u v u v
2+l>2+l 2+l>2+l
u v u A%
flu) > flv) flu) > flv)
f est décroissante sur ]-o0; -1] f est décroissante sur ]-1 ; +oo[

f est toujours décroissante sur Df



e Tableau de variation e Tableau de valeurs

-0 1 + 0 x 135 |3 [25[2]-15]-05[0]05]1 [15

X
1 \ fix) |16 [15[13 [1 |O 4 [3[26]25 |24
N \

e Représentation graphique

L \ y“
On remarque que le b I
Graphique de fdans °
le repére ci-contre c’est : §i\
1 Q—1:2)—
celuide —dans le T U T T O T D T A T T L T D0 s e e N
X TR i e e el il B et Rl ""'.""Za T T T T T T T TTTT T T
repére d’origine Q et de — ;
méme base. 1t
6| 5| -4 B[-D \-;; o | 12134356«
] 1
: 8]
[ 3 3
: o,
Exemple 10
Soit la fonction g(x) = 2 +a/x +3..
Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative.
Solution
e Ensemble de définition Dg = [-3 ; +ool.
e Sens.de variation: On suppose que -3 <u<v
O0<u+3 <v+3
0<Ju+3 <+v+3
2<2+Ju+3<2+4v+3
g(u) < g(v)
g est croissante sur son ensemble de définition.
e Tableau de variation e Tableau de valeurs

X -3 +00 -3 -2 -1 0 1 2 3

X
/ fix) |2 3 3,41 (3,73 |4 | 423|444
g(x) )




e Représentation graphique

Le graphique de g est I'image

du graphique de la

fonction \/; par la

@)
A~
s
o
|

\

translation

L ]
»
L]
L ]
»
L
»
[]
L]
L
L]
L ]
L ]
»
Ld
[ ]
»
L ]
»
[]
L]
[ ]
L
[]
b
L ]
L4
[ ]
L ]
L ]
»
[]
L ]
[ ]
L4
»
»
L ]
.
[ ]
L ]
L ]
Ld
[]
L ]
L]
L4
L ]
[ ]
[ ]

~(-3
de vecteur u( ]
2

[

=y
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1
&
1
=
=
o)
2
o
I
=
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Exemple 11

Soit la fonction ;

4x — 3
fe) = x+2

Montrer que le point A(—2, 4) est le centre de symétrie de la courbe de f.

Solution

Pour montrer que A est le centre de symétrie de la courbe de f, montrons que pour tout x € R\ {—2},
fQa—x)+ f(x) = 2b,
a=-2=2a=-4;b=4=2b=28
= f2a—x) + f(x) = f(—4—x) + f(x)
_4(—4—x)—3+4x—3
T —4—x+2 x4+ 2
=16 —4x—-3 4x—-3 4x+19 4x-3

N —x—2 x+2 x+2 +x+2
_4x+19+4x—3_8x+16
a x+ 2 T ox+2
8(x +2)
= —= 8 ::2 X 4 ::Zb
x+ 2

Donc, le point A(—2, 4) est le centre de symétrie de la courbe de f.
Exemple 12

Soit la fonction ;
f(x)= x*—-5x—6

Montrer que la droite

est 'axe de symétrie de la courbe de f.

Solution



Pour montrer que A est I'axe de symétrie de la courbe de f, montrons que pour tout x € R,

fQa—x) = f(x),

—5=>2 =5
a—z a =

= fa—-x)=G-x)2-5G-x)—6
=(25—-—10x+x?)—25+5x—6
=25—10x+x2—25+5x—6
=x2—-5x—6=f(x)

Donc la droite

est I'axe de symétrie de Cy.

Exemple 13
Soit la fonction ;
f(x) = x3—6x%+12x -2
A/ Montrer que f(x) peut s’écrire ;
fl)=(x—2)°+6

B/ En se servant de la derniére écriture, montrer que le point A(2, 6) est le centre de symétrie de la courbe
de f.

Solution
A/ (x—2)2+6=x3—-6x2+12x—-8+6
=x3—6x2+12x—2 = f(x)

B/ Pour montrer que A est le centre de symétrie de la courbe de f, montrons que pour tout x € R,
fRa—x)+f(x)=2b,a=2=2a=4; b=6=2b=12

= fQa—x)+f(x)
=@4-x-22+6+(x—-2)3+6
=(—x+2)3+6+(x—-2)3+6
=—(x—-2P34+6+(x—-2)3+6=12=2b

Donc, le point A(2, 6) est le centre de symétrie de la courbe de f.
Exemple 14
Soit la fonction ;

f(x)=3x?>—-5x+1
A/ Déterminer I'axe de symétrie (D) de la courbe de la fonction ;
B/ Caractériser son extrémum.
Solution

A/ (D) : x = a. Pour déterminer a, on a pour tout x € R,



fQa—x) = f(x)
fRa—x)=3Ra—x)?-5QRa—-x)+1=3x2—-5x+1
= 3(4a® — 4ax +x?)—10a+5x+1=3x>—-5x+1
= 12a®? —12ax +3x>—-10a+5x +1=3x>—-5x+1
= 12a? —10a + 1 — 12ax + 5x + 3x%2 = 1 — 5x + 3x2

{12a2—10a+1=1
-

—12a+5=-5
3=3
12a®> —10a =0 5
=4 —12a = -10 =>a=g
3=3

. 5 , .
Ladroite D : x = 5 est I’axe de symétrie de la courbe de f.

Vérification

(G-2)-3o) oG

—3(25 D+ 2) 22, 5
—2\g T3 a

25 25
=—=10x+3x*——+5x+1
3 3
=3x2=5x+1=f(x)
B/ L'extrémum de la courbe de f est un minimum, il est atteint pour la valeur de x = 2

Exemple 15

On donne les fonctions suivantes :

X gx) =x?—4x+5;

2x —3

X k(x)=(x+1)°*=3;
X I(x) =54++Vx—=3.

a/ Déterminer les translations qui transforment des fonctions algébriques de base en g, h, k et L.

b/ Utiliser ces fonctions de base pour représenter graphiquement les fonctions g, h, k et [.

Solution

X glx)=x?—4x+5
a/ L’écriture canonique de g donne;
gx)=x*—4x+5=(x—-2)2+1
Posons X = x — 2
Soit la fonction ;
J)=x*=jX) =X =(x-2)*=j(x—-2)
f)=x-22+1=jx—-2)+1



= f)=jx-2)+1
. (2
Soit le vecteur u (1)

La courbe Cr de f est I'image de la courbe C; de j par la translation de vecteur U, qui transforme le point
d’origine 0(0,0) en Q(2,1).

b/ Représentation graphique
Méthode 1

Représenter g(x) = x? — 4x + 5 dans le repére (0; 7,)), revient a construire la courbe de j(x) = x2 dans
le repere (Q; 1,7).

Méthode 2

On peut également formulercela en procédant a un changement de variable et d’origine ;
gx)=x?2—4x+5=(x—-2)*+1

= gx)—1=(x=2)?

En posant;

X=x—-2et¥Y=gx) —1=Y = X?

Ainsi, pour obtenir la courbe de g on construit la courbe de la fonction Y dans le repére (Q; 7,]) avec
Q(2;1).

&h()_Zx—S_Z 5
x Cox4+1 x+1
a/Posons X =x+1
Soit la fonction
-5 _ _
e(x)—7=e(X)—7—m—e(x+1)

5
h(x)—Z—m—e(x+1)+2

= h(x)=e(x+1)+2



Soit le vecteur U (_21)

La courbe C, de h est I'image de la courbe C, de e par la translation de vecteur 1, qui transforme le point
d’origine 0(0,0) en Q(—1, 2).

b/ Représentation graphique
Méthode 1

. 2x-3 N . N . -5
Représenter la courbe de h(x) = T dans le repére (0; 1,]), revient a construire la courbe de e(x) = —
dans le repére (Q; 7,)).

Méthode 2

On peut également formuler cela en procédant a un changement de variable et d’origine ;
2x—3 5
2

5
:>h(.X')—2——x—+1

En posant;

-5
X=x+1etY=h(x)—2=>Y=7

Ainsi, pour obtenir la courbe de h, on construit la courbe de la fonction Y dans le repére (Q; 7,7) avec
Q(—1;2).

X k(x)=(x+1)°-3;
a/Posons X =x+1
Soit la fonction ;
mx)=x*=>mX)=X3=x+1)3=m(x+1)
k(x)=(x+1)32-3=m(x+1)-3
k(x)=m(x+1)-3



Soit le vecteur U (:;)

La courbe Cj, de k est I'image de la courbe C,,, de m par la translation de vecteur i, qui transforme le point
d’origine 0(0,0) en Q(—1, —3).

b/ Représentation graphique
Méthode 1

Représenter k(x) = (x + 1)3 — 3 dans le repére (0; 1,]), revient a construire la courbe de m(x) = x3
dans le repére (Q; 7,)).

Méthode 2

On peut également formuler cela en procédant a un changement de variable et d’origine ;
k(x)=(x+1)2-3=k(x)+3=(x+1)3

En posant;

X=x+1letY =kx)+3 =Y =X3

Ainsi, pour obtenir la courbe de k, on construit la courbe de la fonction Y dans le repére (Q; 7,7) avec
Q(—1;-3).

X I(x)=5+Vx—3
a/ Posons X = x — 3
Soit la fonction ;
nx) =vx = nX) =vVX =Vx —3 = n(x — 3)
I(x)=5+vVx—3=n(x-3)+5
Ix) =n(x—3)+5

Soit le vecteur U (g)

La courbe C; de [ est I'image de la courbe C,, de n par la translation de vecteur i, qui transforme le point
d’origine 0(0,0) en Q(3,5).



b/ Représentation graphique
Méthode 1

Représenter [(x) = 5 ++v/x — 3 dans le repére (0; 7,), revient a construire la courbe de n(x) = vx dans
le repere (Q; 1,7).

Méthode 2

On peut également formuler cela en procédant a un changement de variable et d’origine ;
l(x) =5+Vx=3=4/x—345
=Il(x)-5=vx—3

En posant;
X=x-3etVY=Il(x)-5=Y =X

Ainsi, pour obtenir la courbe de [, on construit la courbe de la fonction Y dans le repére (Q; 7,]) avec
Q(3;5)

Exercice généraux

Exercice 1

5° Déterminer le centre de symétrie A de la courbe de la fonction ;
fx)=x3—-6x2+12x—-5

6° Déterminer le centre de symétrie B de la courbe de la fonction ;

6x —3

x+2

f&x) =

Exercice 2

Soit les fonctions ;

f(x)=x-3;
gx)=x?—6x—-1

h(x) = x% + 6x% + 12x + 10



3x

-1
k(x)= x+2

A/ En utilisant des fonctions de base et des translations convenables, construire les courbes de ces
fonctions.

B/ En déduire les constructions des courbes graphiques des fonctions ;
[DlLe) = 1x-31;

[O]M(x) = |x2 — 6x — 1

[Q]N(x) = |x3 + 6x2 + 12x + 10|

@Q(x) - |3xx+_21|

Exercice 3

Soit les fonctions ;

f(x)=x2—6x+7;

g(x)=x3+6x2+12x+9
3x—1

h(x)= x+2
k(x)=2+\/x—3

Etudier et construire les courbes de ces fonctions en utilisant le taux d"accroissement.

Exercice 4
A partir de la représentation graphique de la courbe de la fonction
fl)= Vx,
Déduire les courbes des fonctions.suivantes dans le méme graphique ;
gx) ==Vx; h(x) =v-x; k(x)=—V/—x
Exercice 5

Soit f une fonction définie par

2x+1

f0) =33

1° Déterminer le domaine de définition Dy de f.

2° Déterminer les images par f des nombres 4; —2;7; 0,5 et 5.
3° Déterminer le ou les antécédents éventuels de 2 par f.

4° Soit C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repéere orthonormé. Déterminer s'ils
existent, les coordonnées des points d’intersections de C avec I'axe des abscisses.

Exercice 6

Soit la fonction f(x) = ax? + bx + 12, tels que a et b sont des réels.
1° Calculer a et b sachant que f(1) = —6 et f(—2) = 30.
2°Résoudredans R ; f(x) = 0et f(x) = 0.



3° Factoriser f(x).
4° Montrer que la droite D : x = _75 est 'axe de symétrie de la courbe Cr de f.

Exercice 7

Soit la fonction :
—mx + 2

x%+x

fm(x) =
1° Déterminer Dy, .
2° Calculer m pour que Cr passe par le point A (1; %)

3° Déterminer les réels a et b tels que ;

b
x+1°

ma
fm(x) = 7 +

4° Résoudre dans R ; f,,,(x) = 0.
5° Résoudre dans R ; f;,,(x) = 2 (Discuter le nombre de solutions suivant les valeurs de m).
Exercice 8
Soit f une fonction définie par ;
f(x) = ax?*+ bx + c.
1° Sachant que f(x + 1) = 2x? + 11x; déterminer I'expression de f(x).
2° Déterminer les points d’intersection de Cy avec les axes de coordonnées.
3° Montrer que la droite d’équation (d) +x = _T7 est I'axe de symétrie de Cr.
4° Résoudre dans R I'inéquation ; f(x) > 0.
5° a/ Déterminer les points d’intersection de Cr avec la droite (A) d’équation ; (A) : y = 3x — 3,
b/ Puis préciser leurs positions relatives
6° Ecrire f sous la forme canonique ;
(f(x) =2(x + a)*+B)
7° Montrer que Cy est I'image d’une courbe usuelle par une translation que I'on caractérisera.
8° Représenter graphiquement cette situation.
Exercice 9

Soit f une fonction définie par ;

ax+b
fe) = cx+d
Tels que a, b, c et d son des réels non nuls.
J o)==
Sachant que ; Dy =R \ {2}
f@3)=7

1° Donner |'expression de f.



2° Montrer que le point A(2; 2) est le centre de symétrie de Cs.
3° Résoudre dans R I'inéquation ; f(x) = 0.

4° Déterminer les réels a’ et b’ tels que, pour tout x € Dy, on a:

!

fe)=a +_-—
Exercice 10
On consideére la fonction définie par;
ax+b
fe) = cx+d
1° Déterminer a, b, c et d sachant que ;
(Dr = R\ {3}
3
1) ==
i =2
\r2) = -3

2° Montrer que le point A(3; 2) est le centre de symétrie Cr

3° Dans le repere (0; 7,)), construire Cf et en déduire Cjy,.
Exercice 11

Soit f la fonction définie par f(x) = ax? +bx + c,ou a, b etc € R.

Sachant que f(0) = 3, et que le tableau de variation de f est :

X — 2 +
Af - 0 n
+ o0 + oo
| S ) =

1° Déterminer les réels a, b et c.
2° Montrer que Cr admet un axe de symétrie D, dont on précisera I'équation.

3° Tracer D et Cf.

Exercice 12

Soit la fonction f définie sur intervalles par :

X € ]—o0; =5] = f(x) =3x + 2
x€]-5 -1l=fx)=-—x+4
x€]-1;4]=f(x) =2x-3
X €4 +oo[ = f(x) =4x + 1

fG) =

Etudier et représenter graphiquement f.
Exercice 13
Soit la fonction f définie par :
f(x) =12x = 5| +[2 — 3x| + |4x + 1]
1/ Donner I'expression de f sur R ;

2/ Etudier et représenter graphiquement f.



Fonction affine

Exercice 14
a) Résoudre dans R l'inéquation 1-2x<x+ 4
b) Déduire de a) que :
e six<-4 alorsmin(1-2x;x+4)=x+4
e six>-4 alors min(1-2x; x +4)=1-2x
c) représenter graphiquement les trois fonctions définies sur R et qui a x associent successivement
X+4;1-2xetmin(1-2x; x + 4).
Exercice 15

1) construire un triangle ABC isocele en A, tel que BC = 6cm et tel que sa hauteur issue de A mesure 4 cm.
Combien valent AB et AC?

2) soit H le milieu de [BC] et M un point de [AH] on pose HM =/x.
a) quel est I'ensemble de valeurs de M ?
b) la paralléle a (BC) menée par M coupe (AB) en P et (AC) en Q.

Exprimer la distance PQ en fonction de x.

c) tracer la droite d’équation y = %(4 —x) et déterminer graphiquement pour quelle valeur de x on a PQ =
3 ; Retrouver ce résultat par le calcul et I'expliquer gé¢ométriquement.

Exercice 16

L'unité de longueur est le centimetre. Soit ABC un triangle isocéele tel que AB =AC=4; On pose BC = x.
1) a) Quel est I'ensemble D des valeurs possibles de x.

b) Exprimer en fonction de x le périmetre P(x) de ABC.

C) Représenter graphiquement la fonction définie sur D par x — P(x).

D) Quelle est la moyenne m entre les valeurs minimum et maximum de P ?

Quelle est la nature du triangle ABC

lorsque P(x)=m ?

2) Soit B’ le projeté orthogonal de B sur (AC), on pose BB’ = h.

a) Quel est 'ensemble D’ des valeurs de h ?

Exprimer en fonction de h I'aire du triangle ABC

(A(h)).

Représenter graphiquement la fonction définie sur D’ par h > A(h).

d) Pour quelle valeur de h la fonction A est-elle maximum ?



Quelle est alors, la nature du triangle ABC ?

Fonction valeur absolue

Exercice 17

1) Sur un axe de repére ( Q; u), on considére les points I(1) ; J(-1) et M(x) ; Montrer que
Ql+OM=1+|x| ;etIM=d(x;-1)= | x+1]

2) Soient f et g les fonctions définies sur R par: f(x) =1+ Ix | et g(x) = | x +1].

a) tracer le graphique C de la fonction valeur absolue.

b) en déduire les tracés des courbes Cf et Cg représentant f et G.

Exercice 18

Soient A et B deux points distincts, O est le milieu de [AB], et x I'abscisse d’un point M de (AB) dans le
repére (O; OA).

Exprimer MA + 2MB en fonction de x, et représenter graphiquement la fonction f définie sur R par f(x) =
MA + 2MB.

Fonction carrée

Exercice 18

Utiliser la représentation graphique de la fonction carré pour répondre a la question : Que peut-on dire de
x% lorsque :

1)1<x<2 ;2)-1<x22 ;3)xs-1.

Exercice 19

Résoudre graphiquement

1)x°>1 ;2)x*<2x :13)x*=x+1.

Exercice 20

Soit Zla représentation graphique de la fonction carré f.

Les courbes ci-dessous se déduisent de Z par des transformations simples.
En déduire les fonctions définies par ces courbes.
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Exercice 21

Dans un repere orthogonal du plan, On considére le point A(3 ; 1) et la droite (D) d’équation y = 2x.
1) Pour un réel x quelconque développer
(x-1)? + 1 et le réduire.

2) Soit M le point de D d’abscisse x, exprimer AM? En fonction de x seulement.



3) Montrer que AM? est minimum pour une valeur de x que ’on précisera.

Que vaut ce minimum ? Quelle est la position correspondante de M sur (D). Expliquer géométriquement ce
résultat.

Exercice 22
Une feuille de papier rectangulaire a pour c6tés 10cm et x cm, on la roule pour obtenir un cylindre :

e dont la hauteur est x et dont la section a pour circonférence 10
e dont la hauteur est 10 et dont la section a pour circonférence x.

a) exprimer en fonction de x le volume ( en cm®) de chacun des cylindres.

b) Représenter graphiquement les deux fonctions obtenues pour 0 <x < 20.

c) Pour quelles valeurs de x le premier cylindre a-t-il un volume supérieur au second ?
On fera le calcul et on vérifiera sur le graphique.

Exercice 23

Soient f et g les fonctions définies sur [0 ; 8] par : f(x) =-8x + 80 ; g(x) = X+ 16x
1)a) soit x un réel ; développer (x -20)(x -4)

b) Résoudre dans R I'équation x* -24x + 80= 0.

c) Résoudre dans [0 ; 8] I’équation f(x) = g(x).

2) a) Représenter f et g dans un repére orthogonal ( unité 5:mm sur (Ox)) et (0,5mmm sur (Oy)); On
utilisera la calculatrice pour obtenir la représentation graphique de g.

b) interpréter géométriquement la question 1) c).

Fonction cube
Exercice 24
Le plan est muni d’un repére orthogonal

(0; i;j); Connaissant la courbe ~ qui représente la fonction cube. Représenter graphiquement les

fonctions f; g et h définies sur R par:
fix) = gy =] Al =x* - 2.
Justifier.

Exercice 25

L'unité de longueur est le centimetre. On considere un céne ~ de sommet S de hauteur 4 ; dont le cercle
I' de base a pour rayon 3.

Un plan parallele au plan de T est situé a la distance x de S coupe le cone selon un cercle y .
1) Quel est I'ensemble des valeurs de x ?

2) a) Montrer que le rayon r(x) du cercle y



vaut: r(x) = 3%
4

b) représenter

graphiquement la fonction r
définie sur D par :

X B r(x).

L
wv®
-*

Pour quelle valeur de x le rayon de r est-il la moitié de celuide I" ?

3) a) Exprimer en fonction de x |’aire A(x) de .

b) représenter graphiquement la fonction A définie sur D par x — A(x).

Pour quelle valeur de x I'aire de y est-elle la moitié de celle de I'.

(On donnera la valeur exacte de la réponse et une

valeur approchée a 107 prés).

4) a) Exprimer en fonction de x le volume V(x) du cone #’ de sommet S et de base y.
b) représenter graphiquement la fonction V définie sur D par x = V(x).

Pour quelle valeur de x le volume du céne "’ et-il.la moitié de celui de “?( On donnera la valeur exacte
de la réponse et une valeur approchée 310 prés)

Fonction racine carrée

Exercice 26

1) Résoudre
a) I'équation \/;:g ; b)linéquation 1< «ESZ.

2) Controler les résultats de ces questions graphiquement.

Exercice 27

festune fonction paire et on sait que pour

x>0;f(x) = \K Le plan est muni d’un repere

(O; i;j) orthogonal.

1) Représenter graphiquement f

2) a) Calculer f( -3) ; b) Que vaut f(x) pourx <0 ?

3) peut-on donner une formule unique pour f(x) lorsque x désigne un réel quelconque.

Exercice 28



Le repére ( O; i;j) du plan est orthogonal. Soient ~; et © , les représentations graphiques des
fonctions qui a x associent respectivement \/; et \/;

1) Tracer 71 et 7 5.

2) Montrer que M(x;y) € 71U 7 2 siy’=x.

71U 7, est-elle la représentation graphique d’une fonction ?

Exercice 29

A et B sont deux points tels que AB = 4. Soient H un point de [AB] et M le point d’intersection entre la
perpendiculaire en H a (AB)

et 'un des demi- cercles de diamétre [AB] ; On pose AH =x et AM =Y.
1) Quel est I’'ensemble des valeurs possibles de x ?

2) Calculer y pour x =0, Pour x # 0 évaluer

cos BAM dans chacun des triangles HAM et BAM et en déduire que y* = 4x.

3) Tracer la courbe C qui représente y en fonction de x pour x € [0; 4].

Préciser les valeurs des de I'angle BAM pour

x =1 et x =2 et donner une explication géométrique de ces résultats.

Fonction inverse

Exercice 30

. . . b .1
Résoudre graphiquement puis par le calcul I'inéquation — < 1.
X

Exercice 31

Etudier la parité de la fonction définie sur R* par f(x) = —, puis tracer sa courbe représentative dans un

|x

repere orthogonal.

Exercice 32

1) Représenter dans le méme repére d’unité 1 cm la droite D d’équation x + y = 4 et la branche d’hyperbole

définie pourx >0 pary = 2
X

2) Déterminer graphiqguement un encadrement d’amplitude 0,5 pour les abscisses a et b des points
communs a D et H.



3) a) Développer et réduire (x -2)°.
b) Quelles sont les valeurs exactes deaetb ?

C) Améliorer les encadrements lus en 2) en donnant a I'aide de la calculatrice, des encadrements
d’amplitudes 107

Exercice 33

1) Démontrer que :

a) six>0alors l2-x+2; b) si x <0 alors
X

l<-x+2.

X
2) Vérifier graphiquement ces résultats en représentant sur le méme graphique la droite

|
D:y=-x+2;etl’hyperboley= —.
X

Exercice 34

Soit f la fonction définie sur R, par

fx) =x+ L,
X

1) Démontrer que :

a) six >0 alors f(x) > x.

b) six > 1 alors f(x) > l
X
c) six>5alors f(x) <x+0,2
. 2
d)six €]0;1[;alors f(x) < —.
X
2) a) Représenter sur le méme graphique les fonctions définies sur R+ par :
1 2
g(x)=x; h(x)= —; k(x) =x+0,2 ; I(x) = —.
X X

b) en admettant que f est décroissante sur ]0; 1] et croissante sur [1; +oo [ et en tenant compte des
résultats de la question 1), représenter graphiquement la fonction f.

Comparaison

Exercice 35

1) En utilisant la comparaison des fonctions usuelles entre elles, ranger par ordre croissant sans calcul :



a) 0,99;0,99%;0,99%; ﬁ ;0,99

b

b) 1,01%; «f1,01 . ﬁ :1,01%; 1,01.

2) Controler les résultats en donnant pour chaque nombre un encadrement d’amplitude 10-3.

1 1
3) A l'aide des encadrements obtenus, comparer «/1,01 et 0—99ainsi que /0,99 et — et 0,99.

2 2

Ranger alors par ordre croissant les dix nombres précédents et 1.



XI- ANGLES ORIENTES - TRIGONOMETRIE

=|ll Faire savoir

Le cours

1. Angles orientés et cercle trigonométrique

a) Le cercle trigonométrique

Définition

Soit (0,1,]) un repére orthonormé tel que 01 et 7] sont deux vecteurs unitaires.

Le cercle trigonométrique (") est le cercle de centre O (origine du repére)et de rayon O = O] = 1.

N

b) Mesure d’un angle en radian

Soit un angle géométrique BAC (mesuré en degré).

Le cercle trigonométrique de centre A, est de périmetre 2.

Il coupe les demi-droites [AB) et [AC) respectivement en C’ et B'.

N\
La mesure en radian de I"angle BAC est égale a la longueur de I'arc B'C’

A

Bl

v

Le tableau suivant donne la correspondance entre différentes unités de mesures angulaires.

Mesure en 180{ 90 | 60 | 45| 30 |0 | x




degré (°)
Mesure en - T|m,|\mT| T 0
radian 213|256 Y
200 100
Mesureen | 500[ 100| 22| 50 | —~| 0 |
grade 3 3
Il s’agit d’un tableau de proportionnalité :
o _ 10
Y=1g0" “*T 797

Exemple 1
Compléter le tableau

Mesure en degré 75

T
Mesure enradian >
Mesure en grade 40

Solution

Comme ce tableau présente un tableau de proportionnalité, on a :

T
y=—Xetz=—X.
180 9
Avecx=75,0nay= i(75):5_7t : Z:QUS):@_
180 12 9 3
Avecy = i,onax = @izls : Z=E(15)=&.
12 n 12 9 3

Avecz=40,0nax = 24O=36 ; y=i(36)= T
10 180

5
Mesure en degré 75 15 36
Mesure‘en radian Sn T
12 12 5

Mesure en grade 250 50
=— | = 40

Dans la suite de ce chapitre sauf précision contraire, les mesures des angles seront données en radian.



A
4

r 0 I

<

Sur un cercle de rayon R, la longueur de I'arc AB intercepté par un angle au centre.de mesure a (en
radian) est Ra.

Le périmetre du cercle est 2mR.
c) Le plan orienté
Un plan est orienté lorsqu’on distingue deux sens de parcours sur.chacun de ses cercles.

- Un sens positif ou direct qui est le sens contraire a la rotation des aiguilles d’une montre (sens
antihoraire).

- Un sens négatif ou indirect qui est le sensdde la rotation des aiguilles d’'une montre (sens horaire).

N

N
A\ 4

A o A

BI

&
<

d) Mesure principale de I’angle orienté
a- Mesure principale d’un angle
Définition
Soit a un nombre réel positif et A un angle de mesure @, on considére x comme mesure principale de
Iangle A si;
a=x[2m]

ou
a=x+2kmr (aveck € R,)

Telque; 0 < x < 2mou0° < x < 360°

(x comprise entre 0° et 360° ou entre 0 et 21 radians).

b- Méthode



Pour déterminer la mesure principale d’un angle en degré, on fait la division euclidienne de sa mesure
donnée par 360 sans la virgule, et on prend le reste de la division.

Exemple 2
11000+ 360 = 30 x 360 + 200
Donc, mesure principale (11 000) = 200°
Remarque
On peut continuer jusqu’a la virgule et multiplier la partie décimale du résultat par 360.
Exemple 3
11 000 <+ 360 = 30.555 ...
0,555...x 360 = 200°
c- Méthode

Pour calculer la mesure principale d’un angle en radian, on divise la fraction par 2 puis on soustrait du
résultat, le plus grand nombre entier inférieur ou égal au résultat, et on multiplie le nouveau résultat par le
dénominateur de la deuxiéme fraction pour obtenir le numérateur de la fraction résultat.

Exemple 4
251
251 1
T=>T=>25+8=3,125$3,125—3=0,125
0,125x8=1 251 7T[Z]
. =]l =—
’ 4 g’
23007
2300w 27
7 = > = 2300+ 54=42,592... = 42,592 - 42 = 0,592 ...
0,592 ...x 54 =32 2300m _ 3am [27]
= = = =
' 27 27 "
Exemple 5

Donner les mesures principales des angles suivants :



1°/ A =800°;2°/ B =1300°;3°/ C =4000°;4°/ D =11000°
5°/ £ =13900°;6°/ F = 56 070°;7°/ G = 10 800°
Solution

1°/ A = 800° — mes(4) = 80°

2°/ B = 1300° — mes(B) = 220°

3°/ € = 4000° — mes(C) = 40°

4°/ D = 11 000° — mes(D) = 200°

5°/ E = 13900° — mes(E) = 220°

6°/ F =56 070° — mes(F) = 270°

7°/ G = 10 800° — mes(G) = 0°

Exemple 6

Donner les mesures principales des angles suivants :

A1 ~ 2 A =~ 1 ~ 2
19/A="7;2°/B=2%;3°/C =240/ D =220 58/ F =200
Solution
1°/A=17—”—>A=1‘l 2 =2 [2n]
8 8 8 8
o B 251 . 24T mw 9w
2/B=T—>B=T Z=Z[2n]
o, A 350w . 324m 26m 13w
3/C=T_>C= 18 +18= 9 [27]
. 1536m -
4°/ D = 17 — D = 128w = 0 [27]
o/ B 2 300w . (2268m 32m 327
S/ E =g Byt oy =57 2]
Exemple 7

Ny On : - , - =
Sachant que (u ; V) =T. Déterminer la mesure principale a de I'angle (u ; V).

Solution

Ona:a= n+2knaveckeZ,et -t <o < 7. Dong, - < +2kn< w;

-1- ?ng- 20 o %q < _197.Donc, -33,8<k<-32,8.;0r k e Z,donck = -33.
ot = 200% 533 pe 2008 o 200m-198n _ 2n

3



d- Mesure principale d’un angle orienté

Définition

Soit @ un nombre réel positif et A un angle orienté de mesure a, on considére x comme mesure principale
de I'angle orienté A si;

a = x[2m]
ou
a=x+2kmr (avec k € R)

Telque; —T<x <mou—180°< x < 180°

(x comprise entre —180° et 180° ou entre — et 1 radians).

Exemple 8

Donner les mesures principales des angles orientés suivants :
25m —31n 7m 121n

2 5 " 47 3
Solution
25m 24m+m 24m 0w
O TR, \ W +§=12n+§
s 251 w
:12n+5:>7:2[n]
—31nr —-30m—m -30m —m
O——=—% =75 *35
-7 -31nr =
=—6T[+?: 5 _? [2m]
Q%=n+¥=>%t=—% [27]

121n _ —120mr—m _ 120 w

03_3 3 3




— _10 n=> 1211r_ n[z]
- TR T3 3 3 ¢

e) Angles orientés et vecteurs
Soient i et ¥ deux vecteurs non nuls.
On désigne par I’écriture (U; V), I'angle orienté déterminé par les deux vecteurs u et .
La mesure principale de I'angle orienté (U; ¥), sera notée (ii; ¥) .
Ona:
X (177,\13) = 0 Si, et seulement si U et ¥ sont colinéaires de méme sens (angle orienté nul).
X (17’,\13) = 1t Si, et seulement si % et ¥ sont colinéaires de sens contraires (angle orienté plat).
Soient 1 et ¥ deux vecteurs non nuls et non colinéaires.
Soit A un point donné du plan orienté, alors il existe un seul point B tel que U = E, et il existe un seul
point C tel que ¥ = AC ;
(%) = (4B; 4C).

Soit & la mesure de 'angle géométrique A du triangle ABC (On rappelle que a € ]0; r[).
0O WY) =+a=a,

Le triangle ABC est dit direct : (i; ¥) > 0.

La base (U ; V) est dite directe.
Le repére (4; u; V) est dit direct.

N0 (i) = —a,

Le triangle ABC est dit indirect : (17’;\17) <0.
La base (U ; ) est dite indirecte.
Le repére (4 u; V) est ditindirect.

(ﬁ,?}')=(ﬁ,A7)=a>0 (Tz,?}’)=(ﬁ,ﬁ)=—a<0

Propriétés

X La mesure principale de I'angle orienté associé a deux vecteurs non nuls, appartient a I'intervalle
|-m; m].

IX| Pour tous deux vecteurs non nuls Z et % ; (i; ¥) = —(¥; ).

(; ) et (¥; ) sont deux angles orientés opposés



X Pour tous vecteurs i , 7 et w ; (if; ¥) = (ii; w) + (w; B) (Relation de Chasles).
X Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls, soient « et 8 deux réels non nuls et de méme signe.
ASia>0etf >0;

L'angle (&; ¥) et I'angle (aii; B¥) sont de la méme orientation (Tous les deux directs, ou tous les deux
indirects).

ASia<0etf <0;

L'angle (ii; ¥) et I'angle (aii; B¥) sont d’orientation contraire (si (i; ¥) est direct, (aii; V) est indirect, et
si (aﬁ’/;—ﬂ\ﬁ) est indirect, (m—i/;—ﬁ\ﬁ) est direct).

Dans les deux cas (a et B tous les deux positifs, ou tous les deux négatifs) : (17/;\13) = (aif; 7).

a>0etff>0 a<letff <0
au
BY '

R o Bv
N >
v au

i u

Remarque

Sia <0
X (ai; ) + (1) ==

= (ail;v) =~ (V;u

= [(aii;v) = (@) +

X (3;4) + (@ av) =n

= (& av) = — (¥;1)

= |(U;av) = (U;v) + 7

(et w) = (Tv) +m (o) =(@v)+m

ABC est un triangle direct :
(ﬁ) + (ﬁ) + (ﬁ) = TI.
(4 48) + (B4 5¢) + (CB;¢A) = —n



—

ABC est un triangle rectangle en A, direct, tel que U = AB etV = AC
= (11’/,\17) = g (Angle orienté droit).
ABC est un triangle rectangle en A4, indirect, tel que u = AB etV = AC

= (11’/,\17) = — g (Angle orienté droit).

ABC rectangle en A direct ABC rectangle en A indirect

Exemple 9

ABC est un équilatéral direct de centre 0, A’ milieu de [BC] ; ABD est un triangle indirect rectangle et
isocéle en A, I milieu de [BD]

Donner la mesure principale pour chacun des angles orientés suivant :
(577c)  (50) : (075) :(05:0%) : (GAR); (RGaw ) (a57) : (3 57)

(15:74) ; (07,08 ; (AT4¢) ;

Solution
(@,EFE ; (A_C;E‘):%T; C
BReE)-T (ARl A
(0A:08)-2 ;" (BD:BA)=T ; >
(@2@)=§ ; (ﬁ;ﬁ):% : A -
B (008

I
(KI;A—C)=(KI;@)+(@;E)=§+§=%
Exemple 10 D

ABC est un triangle tel que ;
N [ S, —27
(4B;4c) = et (B4;BC) = —

I et ] étant les points tels que :



A =148, Aj =—Ac
37 /=3
Calculer (C_A; CTE?) puis montrer que : (Zi; Zj) = %

Solution

Ona: (E ; KC)+(?C ; B—A)+(FA ;63):11
Or, (?B ; E)=§et(FC ;ﬁ )=—(B—A ;ﬁ )=% ;
Donc; %+%+(C—A ; C—B)=n ;

Donc (C_A ; @)=n—£=£.
12 12

ona: (Al &) 348 JAC| (B AC)-

&3

f) Théoréeme de I'angle inscrit

Soit (C) un cercle de centre O et A, B deux points distincts de (C). Pour tout point M € (C) et distinct de
AetB,ona:

———

—

2(Miﬁﬁ§)=(5§xuﬂ[2n]

[27] se lit « modulo 27T » ou « congru 21T »

Démonstration
OAM est un triangle isocele en O :
— (¥4 10) = (40; 4%

Dans le triangle OAM, on a ;



OBM est un triangle isocele en 0, de méme on a :

[1]+[2]=
2(Mﬂ/10) ( ) z(z\To,W) + (OB OM)=m+mn
= 2 +(0_1§,ﬁ)=

Propriété
Soit (C) un cercle de centre 0, et soit 4, B, C et D quatre points distincts de (€), alorson a :
2 (E,ﬁ) =2 (ﬁ,ﬁg)

Les points B et C sont appelés les points de base.

Exercice

Démontrer la propriété précédente

Remarque 1

Inversement, si on a quatre points, 4, B, C et D tels que ; 2 (ﬁ) =2 (ﬁ,\ﬁ), alors, A,B,CetD
sont situés sur un méme cercle.

Remarque 2

Si ABC et ABD sont deux triangles rectangles ayant le méme hypoténuse, alors 4, B, C et D sont sur un
méme cercle.



Exercice

Soit ABC un triangle et soir C son cercle circonscrit.

Et soit M un point de C distinct de 4, de B et de C.

Soit P, Q et R les projetés orthogonaux de M respectivement sur (BC), (AB) et (AC).
1° Faire une figure ;

2° Montrer que P, Q et R sont alignés.

g) Théoreme (droite de Simson — Wallace)

Dans un triangle ABC, soit M un point du plan et U, V et W les projetés orthogonaux de M sur les droites
(BC), (AC) et (AB). Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

e M est sur le cercle circonscrit au triangle ;
e U,V etW sontalignés.

Dans ce cas, la droite portantles points U, V' et W s'appelle |la droite de Simson (ou droite de Wallace)
associée au point M.

En particulier :



e ladroite de Simson associée a un sommet est la hauteur issue de ce sommet ;
e ladroite de Simson du point diamétralement opposé a un sommet sur le cercle circonscrit est le
cOté opposé a ce sommet.

h) Théoréeme de la tangente

Soit (€C) un cercle de centre 0, A et B deux points distincts de (C). Si (D) est la tangente au cercle (C) en
A,alors VT € (D),ona;

2(AT; 4B) = (04; 0B) [2n]
Exercice
Démontrer le théoreme de la tangente
2- Trigonométrie
a) Trigonométrie dans le triangle rectangle

ABC est un triangle rectangle en 4 ;

. cOtéadjacentaB  AB

B = =—
€03 hypoténuse BC
.. cdtéopposéaB AC
sinB = ~ =—
hypoténuse BC
. cOtéopposéaB  AC sinB
tan B = — — =—=—=
coté adjacentaB AB cosB
. cbdtéadjacentaB AB cosB
cotan B = = =

coté opposéaB AC ~ sinB
cosC = sinB

sinB = cos €

tan C = cotan B

cotan C = tan B

AB? + AC? = BC(C? (Relation de Pythagore)

B+C= %(Angles complémentaires).

Exemple 11

ABCD est un rectangle direct tel que AB = 5 et AD = 3. DCE est un triangle direct rectangle en C tel
que : (ﬁ, ﬁ) = %. Calculer BE.



Solution

E

I
D 6 C
A B

E
OnaBE=BC+CE;OrBC=AD=3;ettan E=C—:
6 CD

CE=CD tan™ =ABtan ™ =5 L
6 6

5)

Donc, BE=3+ %
9+53

3

b) Représentation des réels sur le cercle trigonométrique
Le cercle trigonométrique est un cercle (I") de rayon 1.

Son périmetre est donc égal a 2m.

A tout réel x, on associe un point M de (I') de la fagon suivante :

Au réel 0, on associe le point A (voir figure)



A un réel x > 0, on associe le point M tel que I'larc AM parcouru dans le sens positif sur (I), ait pour
longueur x.

A un réel x < 0, on associe le point M tel que I'arc AM parcouru dans le sens négatif sur (I), ait pour
longueur |x|.

Pour visualiser cette fonction de R dans (T'), soit (A) latangente a (T') en A.

Munissons (A) du repére (4; C) tel que OACB soit un carré.

On peut considérer que (A) est'un fil gradué représentant R que I'on enroule sur (T).

A tout réel x correspond bien un seul point M du cercle trigonométrique (I') (voir figure).

Soit x un réel et M le point correspondant du cercle trigonométrique, on dit que x est une mesure en

radian de I'angle (ﬁ, W)

L’ensemble des mesures en radian de I'angle (Ei, W) est I'’ensemble des réels de la forme x + 2km avec
k €.

(04;08) = x & (04; 0 ) = x + 2kn, (k € Z).
c) Cosinus et sinus d’un réel

Soit x un réel et M le point du cercle trigonométrique tel que :
(04;0M) = x
Dans le repére orthonormal direct (0; A4; B), on a

cos xest 'abscisse du point M.
sin x est I'ordonnée du point M.

Avec P et Q projetés orthogonaux de M respectivement sur (OA) et (OB).



Ona:

cosx = OP etsinx = 0Q.

N
v

Bl

d) Propriétés :
COS X = COS

X Des réels x et y vérifient {sin X = siny

X =y+ 2km.

si et seulement si il existe un entier relatif k tel que :

X Pour tout réel x,ona:—1<cosx <1;—-1<sinx <1 ;cos?x +sin’x = 1.

&Vxe[o;g];costOetsianO

Kvxe [—g ; g] ;cosx =0

KIVx€e[0; m];sinx = 0.

e) Lignes trigonométriques ; Angles associés — Angles remarquables
Soit A un angle orienté de mesure « ;

T . , es N2
Lesangles:—a, m—a, m+ @, > + a ; sont habituellement appelés angles associés a A.



A
™
Z
Ztx =%
7 N\
T—Xx X
& 3> 0
T+x =2+
w
.
f) Propriétés
Pour tout réel x (fig. ci-dessus) on a :
X cos (—x) = cos (x), et sin (—x) = —sin (x).
X cos (r + x) = —cos x, et sin (7 + x) = —sin x.
X cos (m — x) = —cos x, et sin (m — x) = sin x.

Pour tout réel x (fig. ci-dessus) on a :
Y[ . . T

X cos (5 — x) = sin x, et sin (5 — x) = COS X.
Y . . T

X cos (5 + x) = —sinx, et sin (5+ x) = COS X.

Remarques

Les tangentes des angles-associés se déduisent des formules précédentes ;

Ainsi :
sin(m — «a sina
tan(mt — a) = ( ) = = —tana.
cos(m—a) —cosa
Exemple 12
Sachant que ; cos= = E; sinZ = l, calculer;
6 2 6 2
10 5n . 5m
cos—; sin—
6 6
20 7T I
cos—; sin—
6 6
30 T .
Cos—=; sin—
3 3
40 21 . 2m
COS—; sin—
3 3

Solution



1° 57'[_ ( T[)_ T[_ \/§
cos6 =cos|m 5) = cos6— >
.571_.( n)__n_l
sm6 =sin(m G —sm6—2
7 T T V3
20 —_— = — ) = — —_—= - —
cos G cos(n+6) cos6 >
_77T__(+T[)_ .1
sm6—sm T c) = sm6— >
3°cosn cos(n n) s'nn 1
- = —— — ] =SsIn—=—
3 2 6 6 2
. T[_ . (T[+T[)_ 7_[_\/'5—,
sm3—sm 518 —cos6— >
40 27'[_ (T[+T[)_ LT 1
cos3 = coS >tg)= sm6_ 5
] 27'[_ ] (T[+T[)_ n_\/'o_’
sm3 = sin >t3 —cos6— >
Exemple 13
A/ Compléter le tableau suivant :
- 3w 71
X - J— —X
3 4 6
CoS X
sinx
tanx
cotan x

B/ Déterminer 8 dans chacun des cas suivants :

cos 0 = % cos O = ?
a) ; b) ;

sinf = V3 sinf = V2

2 2

dos 0 = B cos = 2

c) 5d) 2
sin@ = > sinf =—

Solution

A) Voici le tableau complété




-7
" sin(—)= —sin Ej=£; 3 4 6
3 2
1 _ _
sin| = -5 coSsX 3 £ £
3 5 2 2
-7
cos(3j ) sinx —\/g N2 l
2 2 2
cos(_nj 1 \F
- 3 92 -3
= cotan(—)= = = . NE)
— _ tanx \/5 -1 ==
sin( nj £ 3 3
2
o
cotanx < 1 NE)
Ona —=n—£.
4
T =2 nj T 2
" cOS—=coS|T—— |=-c0OS— = —— ; sin—=sin|wt—— [=sin— = —.
4 2 2
B ;)
3t o 3t g
" tan—=—=—=-1 ; cotan—=—2=2=-1
G W
2 2
Ona:7—n=n+E.Donc,
6 6
Tn nj T 3 . Tt nj 1
" COS— =COS| T+— |==c0s—= —— ;sin— =sin| t+— |=-sin—=-—;
6 6 6 2 6 2
-1 -3
= tan—n=L 3 —3; cotan7—n=L= \/§
-3 3 6 -
2 2
1 _
cosf=— C0s 0 = cos ~ cose=—2 cos 0 = cos—~
2 T 2 4 -7
B)a)ona: = < 0=— ;b) = & 0=—
. \E . . T 3 —J2 ) . T 4
sinf=-— sin @ =sin — sin@=—= sin @ = sin —
2 3 2
cos 0 = _‘E cos :cos(n—ﬁj
2 6 T 5w
C) = = e:TC—— =—
) 1 . ) T 6 6
sin® =— sin® =sin| T——
2 6



d) 2 = o f=-==

) -1 ) ) I ) 5m 6
sin@=— sinO=sin| —mt+— |=sin| ——
2 6 6

g) Tableau de valeurs trigonométriques de certains angles remarquables

1°/ Pour les mesures principales directes positives

aen 0 T T no|T 5t | 3 | 2m
radian 6 4 3 2 ? 4 3 T
1 _J3| = -1
cos X 1 \/_§ \/_E — 0 _3_2 — | -1
2 2 2 2 2 2
1 1
sinx | 0 - \/_i \/_§ 1 - \/_E \/_§ 0
2 2 2 2 2 2
t ol L] 1 V3 | = R V3l o
an x —_ JE— — _
3 V3
t x| v3 | 1 L V3| -1 -1 X
cotan x —_ — - e
3 73 NE
2°/ Pour les mesures principales indirectes'négatives
aen || T\ TM | 7T\ T oSm) —3m) —2w)
radian 6 4 3 2 6 4 3 g
cosx |1 \/_§ \/_7 1 0 i?if _—1 -1
2 2 2 2 2
sinx |0 | 21| 2V2 V3 L D1 V2 VB
2 2 2 2 2 2
t o =1 4 V3l = L1 V3| o
an x —— - —4 —
V3 V3
t K| —v3| 21 =1 % V3|1 ! x
cotan x — - = ——
V3 V3

Fonctions circulaires

¢ Fonction x > sinx :

= elle est définie sur R

= elle a pour période 2t c’est —a- dire que Vx e R :sin (x + 27) = sinx
= elle est impaire, car sin(—x) = —sinx

Tableau de variation sur [0 ; ]

r
2

sinx / 1 \

0 0




La courbe de représentative " de sinx, dans un repére orthonormal (O ; i ; j) est donnée a la figure 1.

La courbe ~ est appelée une sinusoide.

®,

%+ Fonction x > cosx :

= elle est définie sur R

= elle a pour période 2m c’est —a- dire que V x € R : cos(x + 2m) = cosx
= elle est paire, car cos(-x) = cosx

Tableau de variation sur [0 ; 7]

X 0 ‘0

1
Cosx \
-1

La courbe de représentative ~ ‘de cosx, dans un repere orthonormal (O ; 1 j ) est donnée a la figure 2.

4 H TE T 7 = = H .
On peut démontrer que la translation de vecteurE OI transforme « ‘en “. Donc “ ‘est une sinusoide.

" ] Y
1 ya
T q\"\‘ //-'- N,
\ k /’ q\ =
- — -1/2 /2 i ird f‘ —/2 ( i u_\ r Y
—'l’. _1 —f _} .\.- il
Hig Fig. 3

h) Formules trigonométriques
Formules d’addition

Pour tous nombres réels a et b :

1) cos(a—=b) =cosacosb+sinasinb ;
2) cos(a+b)=cosacosb—sinasinb ;
3) sin(a—b) =sinacosb —cosasinb ;
4) sin(a+ b) =sinacosb + cosasinb .

Démonstrations au chapitre 12 (Produit scalaire)

Exemple 14

Pour x # = + k1t ; k € Z. Déterminer I'égalité : 1 + tan’x = >
2 CcoSs“Xx

Solution



. 2 . .
2 sin X sin®x _ cos’ x +sin” x 1
l+tan"x=1+ =1+ = =

COs X cos’ X cos’ X " cos’x |
Exemple 15
En utilisant les formules d’addition, calculer ;
T I T . T
cos - et sin> ; cos 5 et sin75
Solution
7T T T
€os > = COs (§ + Z)
T T A 1 V2 1 V2 43
=cosZcos§—stsm§=7x§—7x7
:cos7n—ﬁ_\/g
12 4
7T T T
sinE = sin (§ + Z)
LT T T T V2 V3 V2 1
=stcos§+c05251n§=7x7+7x§
:cos7n—\/6+ﬁ
12 4
T T T
CoS - = COs (§ - Z)
T T T T V3 A2 1 W2
=51n§cosz—cos§smz=7x7—§><7
T V6—v2
:cosﬁz 2
s T T
sinﬁ = sin (§ — Z)
T T A [ | V2 V3 2
=cos§cosz+sm§smz=§x7+7x7
T V2++6
:cosﬁ— 2

Exercice généraux

Exercice 1
(C) et (C') sont deux cercles sécants en A et B.

M est un point de (C) distinct de A et B. La droite (AM) recoupe (C') en N. Les tangentes respectives aux
cercles (C) et (C') en M et N se coupenten T.

1° Faire une figure ;

2° Montrer que M, T, N et B sont sur un méme cercle.



Exercice 2

Soit deux cercle (C) et (C') de centres respectifs, O et 0’ sécantsen et ], etsoit A € (C) et A’ € (C')
tels que ;

(0l; 04) = (0'I; 0'4")
1° Faire une figure ;
2° Montrer que A4, ] et A’ sont alignés ;
Exercice 3

(C) est un cercle de diametre [AB], (A,) et (A,) sont deux droites paralléles passant respectivement par
A et B. M est un point de (C) qui se projette orthogonalement sur (AB), (A,) et (A,) respectivement en
I,JetK.

1° Faire une figure ;

2° Montrer que 2 (ﬁ) =2 (mi?) ;
3° Montrer que 2 (ﬁ) =2 (ﬁi\m) ;
4° En déduire que IJK est rectangle en I.

Exercice 4

ABCD est un quadrilatére, I est le point d’intersection des diagonales. P, Q, R et S sont les projetés
orthogonaux respectifs de I sur (AB), (BC), (CD) et (DA).

1° Faire une figure ;
2° Montrer que ;
2(PS; PQ) = 2 (4D; AC) + 2 (BD; BC)
3° Montrer que ;
2(RQ; RS) =2 (CE; CA) +2(DB; DA)
4° En déduire que P, Q, R et S sont sur le méme cercle si, et seulement si ; 2 (ﬁ’,\c_ﬁ) =0
Repeéres orthonormaux

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O ; i ;3 ).

Exercice 5

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O ; i ;3 ).

Soit x un nombre réel. On considere les deux points ; A(1; x) et B(x ; 1).
Déterminer x pour que mes AOB = g

Exercice 6

—

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O ; i ;3 ).



-11
On considere les points A(-1; 1), B(% ;4),C(-2; 3), D( T 0).

a) Démontrer que ABCD est un losange.

b) Evaluer mes ABC et mes ABD

Exercice 7

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O ; i ] ).

On se propose de calculer la distance du point A (5 ; -2) a la droite 7~ d’équation
4x -y -5=0.

a) Donner une équation de la droite 7’ passant par A et orthogonala .

b) Calculer les coordonnées du point d’intersection Hde “ et .

¢) En déduire la distance AH.
Exercice 8

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O ; i ;3 ).

Déterminer une équation de la droite ~ passant par A(3-;.5) et de vecteur normal u=—i+ 2} .
Déterminer une équation du cercle ~ de centre

Q(-1;2) et de rayon 2 «E

Calculer les coordonnées des points d’intersection de # et 7.

Faire une figure.

Exercice 9

—

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O ; i ;3 ).
s . 1 5 3
On considere les points A(-1 ; E) ,B(1; E)' et C(2; E)'
Vérifier que ABC =90°.
Déterminer une équation du cercle ( I') circonscrit au triangle ABC.

Calculer les coordonnées des points d’intersection de ( I" ) avec les axes du repére.

Exercice 10

Soit ABC un triangle. On donne AB=5,4cm,AC=3,6 cm et A=62°.
Faire une figure.

Calculer BCa 1 mm prés.

Calculer B et € a 1° prés.

Exercice 11



Soit ABC un triangle et | le milieu de [BC].
On donne AB=6,5, Al =4,5 et AC =3,5.
a) Calculer la valeur exacte de BC.

b) Calculer une valeur approchée de BAC a 0,1° prés.

c) Calculer I'aire S du triangle ABC a 10 prés.

N




XII- PRODUIT SCALAIRE

=|ll Faire savoir

Le cours

1. Les différentes expressions du produit scalaire

a- Expression avec un cosinus

Définition 1

Soit U et ¥ deux vecteurs du plan.

On appelle produit scalaire de U par ¥, le nombre réel défini par ;

=0sii=00uv=0;
Il1. 171l % cos(u; V) siu # Oet¥ =+ 0.

Sl <l

8l 8l

b- Fixation par des points
Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls, et soient 4, B et C trois points du plan P tels que ;
AB =let AC = %

On appelle produit scalaire des deux vecteurs U et v, le nombre réel défini par :

—_— ——

.7 = AB.AC = || AB|| x ||AC|| x cos BAC
Remarque
Uu. v selit " U scalaire v "
c- Cas particuliers
Pour tous vecteurs % et ¥ non nuls ;
1° Si U et ¥ sont colinéaires, ily a deux cas de figure ;
((a=; ¥)=0= u et¥ont méme sens
=u. v = |[u]l. 17|
ou

la = (U; V) = = u etV ont sens contraires

= w.v = —|[d]l. |7l

-

2°Sii=0o0u® =0,alors; i.0 =

— - = S T - o>
3°Siu lvalors; a = (u; v) =E:>u.v= 0.
Exemple 1

Soit ABCD un rectangle tel que ;
L=AB=CD=aetl=AD=BC=b
Calculer ﬁﬁj, Eﬁ, Eﬁ, ﬂﬁ,



Solution

~ -
Ss -7
~ -
~, -
~, -
~. -
~ -
~ =
~. -
~ -
~ -
~. -
~. -
~. -
~ -
~ -
~ -
~ -
Rl g
~, -~
~,
Sy
7N
~.
b PR g b
- ~.
- ~.
- ~.
- ~.
- ~,
- ~
- ~.
- ~,
- ~,
- ~,
- ~,
- ~,
- ~
- ~
= ~.
= ~.
> ~,
e ~
- ~

4B.CD = |[4B|.|[CB]| x -1 = —a x a = —a?
4B.DC = ||4B||.|[PC x 1 = a x a =.a?
4D.BC = |[AD|.|[BC x 1 = b x b = b?
BA.5¢ = ||BA|. |5¢|| = |BllBB] = o

Exemple 2

Les carrés du quadrillage de la figure ci-contre

ont des cotés de longueur 1.

Lire sur la figure les valeurs des produits scalaires. had

e e R /

uv,; uw; uv,; ut; vw ; tw.

Solution

Sur la figure ci-contre, on place les points nécessaires

a la représentation des vecteurs donnés.

H
F »

Puis, on utilise I'expression des projetés orthogonaux comme suit : K W b
uwv =ABCD=ABJA = ABxIA =2x1=2; - /
uw =ABEF=ABII =0 (carAB L EF) -
u.t = ABGH = ABJA =—ABxJA = 2x3=—6; \T

. . . A
vw =w.v=EFCD=EFxCK=EF.CK =2x2=4;

tw =w.t=EFGH = EFKF=EFxKF=2x1=2.
Exemple 3

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;



AB = 6 cm, AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
1° Calculer AH, BH et CH

2° Calculer BA.BC et CA.CB
3° Que vaut AB. AC et pourquoi ?

Solution

1° AB X AC = AH X BC

Ly _ABXAC _6x8
—AT= T T 10 L P

BH = 6% — 4,82 = \/36 — 23,04

=,1296 =3,6 cm

CH=BC—-BH=10-3,6=64

2°BA.BC =BH.BC = 3,6 X 10 = 36

CA.CE =CH.CB = 6,4 10 = 64
3°AB.AC = AB. A4 = AB x0.= 0
AB.AC =0cartd L .

Conclusion

<l
|_
U
0

<l
U
Il

o

d- Carré scalaire

Soit % un vecteur du plan

Le réel 1. U s’appelle le carré scalaire de 1 et se note ?

Ona;u? =1uu = ||ull?

En particulier, pour tous points A et B du plan P
—)2 —_— — —2 2
AB?> = AB.AB = ||AB||" = 4B

e- Propriétés du produit scalaire

1° Pour tous vecteurs U et v de V ;



2° Pour tous vecteurs i et U ;

—

FULV=0=>uUv=0

4° Pour tous vecteur

1. u. (kv) = (kw).v
2. u.(W+w) =1
3. (UW+v)?=u?

f- Produit scalaire et norme

<l
-
Il

U
<l

i + 21l < [l + 191l

w
&l
U
0]
—+
<
o
D)
<
o)
—+
—+
o
c
—t
-]
[e]
3
o
-
0]
-
-
o
=

= |[ll* + 24. ¥ + |[¥]|?
= 1dll* — 2u. ¥ + |91

= [l@ll* — 17117

- > 1 — - — =
u.v =Sl +ol1% — [l = i)

Exercice
Montrer cette propriété.

Exemple 4

Soit U et ¥ deux vecteurs du plan tels que ;

1° Calculer (W + v)(3U — V) ;

lll'=5,110ll = 4etii.v=-6

2° Calculer (3% — )2, puis en déduire ||3% — || ;

3° Calculer cos(U; 7).
Solution
1° (U +v)(B3u—7v)

2° (3u—v)?* = (3u)?* — 2(3u.v) + v?

w

U+ u. (—v)+3v.u4+ v.(—v)
=3U? —uU.v+ 3uU.v — v?
= 3||ul|? + 2u. v — ||9]|?

=3x5%+2x—6—4%

=75—-12—-16 = 47

= (U+v)(3uU—-v) =47.

= 9u% — 6U.V + V2

=9llull? —u. v + |I7]1?

=9 x5%2—6x%(—6)+ 42



=225+36+16 =277
= BU-v)? =277 = ||3u - V|| = V277

o - - a'ﬁ _6 6 3

3% cos(@ V) = [ E x4 20 10
—  —> 3

= cos(u; v) =70

g- Conséquence sur le parallélogramme
Soit ABCD un parallélogramme.
= AC = AB + AD

E—d —

Sion pose ; i = AB et

U
Il
X
S
o
>
)

—— 1/ — 2 — 2 —n2
AB.AD = E(||AB +4D||" - |[4B||" - |[aD]|")
—— 1,2 — 2 —2
= AB.AD = E(||Ac|| ~ |4B| - ||aD]|")
h- Interprétation géométrique
Pour tout point A et tous points B et C distincts de Aon a;

AB.AC = AB X AC.cosBAC.
En effet ;

l4B|| = 4B ;||AC = Ac;
etcos (ﬁ) = cos BAC = cos A
b) Expression avec des projetés orthogonaux
Définition 2
On appelle produit scalaire de i et ¥ et on note u. 7, le nombre réel ;
u.v = AB.AC = AB.AC
Ou; AB = U, AC = v et C' est le projeté orthogonal de C sur (4AB).
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a- Conséquence pratique

Soit 1 un vecteur non nul et ¥ un vecteur.

—

Enposantii = ABet ¥ = AC.



En notant C' le projeté orthogonal de C sur (AB).
Ona; Eﬁ = Eﬁ
Par conséquent ;

= AB.AC = AB x ACsi AB et AC’ sont de méme sens.
= AB.AC = —AB X AC si AB et AC' sont de sens contraires
= AB.AC =0siC’ = A(AB et AC sont orthogonaux).
b- Produit scalaire et projection
Soit % un vecteur non nul et ¥ un vecteur.
On pose U = AB et = CD.Onnote C' et D' les projetés orthogonaux respectifs de C et de D sur la droite
(AB).
Ona; ﬁCTj = E.C’D’
On dit que le vecteur C'D’ est le projeté orthogonal du vecteur CD sur la droite (AB).

D

c- Généralisation
Exercice

Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls, montrer que 'on a;

uv=uv=u.v

Oou u’ et v’ sont respectivement les projetés orthogonaux des vecteurs U et ¥ sur ¥ et .

-
v



2. Le produit scalaire en géométrie analytique

a) L’expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormé
1°/ Orthogonalité de deux vecteurs

A°) Rappel

Une base (7,]) de V est orthonormée si, et seulementsi, 7 L Jet |[Z]| = ||IJl| = 1

B°) Orthogonalité

Deux vecteurs U et ¥ non nuls sont orthogonaux si et seulement si ; Il existe deux bipoints représentants
de U et ¥ portés par des droites perpendiculaires.

Remarque
Le vecteur nul 0 est orthogonal a tout vecteur.
C°) Orthogonalité et norme
Pour tout vecteurs U et ¥, on a ;
i + ol = llll* + 1191|* + 2.9
Cette relation permet de démontrer le théoréme de Pythagore et sa réciproque ;
i + 2 = [l + V]2 = u L ¥
Exemple 5
ABCD est un rectangle dont la longueur et la largeur mesurent respectivement ;
AB =9 et AC =5
Calculer AC.DB

Solution
AC.DB = (4B + BC)(DC + CB)
= AB% + AB.CB + BC.DC — BC?
=924+0+0—-52=81-25=56
= AC.DB = 56
Exemple 6

Sur la figure suivante, les droites (D,) et (D,) sont-elles perpendiculaires ?



(Dy

N LT

v
\

\(Dz)

Solution

D’aprés la figure, les droites (D,) et (D,) ont respectivement pour vecteurs directeurs ;
i(2) ets()
3 5

5x(-3)+3x5=-=15+15=0

Il en résulte que (D) et (D,) sont perpendiculaires.

U et ¥ étant orthogonaux car,

Exemple 7
ABC est un triangle isocéle en A.
Montrer que la médiane issue de A est aussi une médiatrice.

Solution

g e e e

T~
T~

B c

Soit I le milieu de [BC]. Montrer que (AI) est la médiatrice de [BC], revient a montrer que ; (AI) L (BC),
qui revient a montrer que ;

Ona;



1
AI=E(AB+AC)

BC = BA + 4C — BC = AC — AB[Z]

Deet,ona;
—_— 1 — — —_— —_—
AL.BC = E(AB +AC).(AC — AB)
Al.LBC =-(AC?—AB? |==x0=0
2\———/ 2
Al.BC = 0 = (4D L (BC)
Exemple 8

Que peut-on dire des points A4, B et C lorsque ;

AB? + AC* + 2AB.AC=0?

Solution

AB? + AC* + 2AB.AC = 0
= (4B +ﬁ)2 =0
& |[aB +4c||’ =0
= |[AB + AC|| =0
< AB+AC =0

Les points 4, B et C sont soit confondus, soit alignéset A est le milieu de [BC].

D°) L’expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs
Définition
Dans le plan P muni d’une base orthonormée (1, ]), soient & et ¥ deux vecteurs tels que ;

i(})ers (;i)

L’expression analytique du produit scalaire de 1 et ¥ est donné par ;

e
uv=xx'+yy
Exercice

Montrer I'expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs.

Propriété
, oo . (X L (x'
Dans une base orthonormée (7,)) de V, soient deux vecteurs U y) etv| ,

Ulveuv=xx'+yy =0



2°/ L’expression analytique de la norme d’un vecteur

Dans une base orthonormée (7,]) de V, soit le vecteur ;
U=xi+yJ

Ona; |[u]l = /x2% + y?

Exemple 9

Calculer le produit scalaire des deux vecteurs U et ¥ dans chacun des cas suivants :

1@ () 7(C5s)

SEIV I CY
w1 (5) 5
wu(%), 5 )
Solution
1°) U. ¥ = 3,6 X (—6,4) + (—4,8) x (—4,5)
=-—23,04 4+ 23,04=0
2°)U.v=64%x10+48x%x0 =64

l

3°)u —3,6 X0+ (—4,8) x (—10) = 48
4°) u 17—36><0+0><( 45)=0+0=0

Exemple 10
Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (0; 1,7), on considére les points :
A(2,4); B(—3,—1);C(4,—2);D(9,3)

1° Démontrer que ABCD est un losange ;

2° Evaluer mes(ABC ), et mes(BAD) en degré.

Solution
1° 4B (~ i_i)z:»AB( g)
e (47%) ~ (Y

Donc; AB = DC d'ou ; ABCD est un parallélogramme.

On a d’autre part les diagonales (AC) et (BD) dirigées par ;
4—-2 —( 2

AC (_2 B 4) = AC(_6)

B (3 h) =58 (%)

Sont perpendiculaires car ;



AC.BD =2Xx12+(—6)x4=24—-24=0

ABCD est un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires, c’est donc un losange.
o Ba(5 oA 4+3 S7=( 7
2°ona; BA(3),BC( 1)=>BC(_1)

5 —2+
|B4|| = /52 + 52 = V50 = 2v/5 = ||BC]||
BA.BC=5x74+5x(-1) =30

= cos ABC B4 BC i 9 _ % 024 = 4BC ~76°
cos =———= = =—=0, ~
IBA4]l BN (sv5)" 125 25

D’autre part, comme ABC et BAD sont deux angles voisins dans un parallélogramme, leur somme est
donc égale a 180°

Une mesure approximative de BAD est donc ;

BAD ~ 180° — 76° ~ 104°

3. Relations métriques dans le triangle

a) Relations caractéristiques du triangle rectangle

Relation 1

ABC est un triangle rectangle en A et H est le projeté orthogonal de A sur [BC], si et seulement si
AB? = BH.BC.

Relation 2

ABC est un triangle rectangle en A et H est le projeté orthogonal de A sur [BC], si et seulement si
AH? = —HB.HC.

Exercice
Montrer les deux relations précédentes.
b) Théoréme de la médiane

Dans le plan P, Soit A et B deux points, et soit I le milieu du segment [AB].
Pour tout point M du plan P, ona;



2

A
|(MA2 +MB? = 2MI* + ——
4 MA? — MB? = 2MI.BA
I AB?
| MAMB=MI-——

Exercice
Démontrer les relations du théoréme de la médiane.

Remarque

Les relations du théoreme de la médiane s’appliquent aussi lorsqu’on a un triangle AMB, avec I milieu de
[AB].

c) Formule d’Al-Kashi (Pythagore généralisé)
Pour tous trois points non alignés A, B et C duplanPona;

_— > A—C>Z+EZ_B—C:2

AC.AB = 5
—_— B—C:Z +ﬁ2 _1—4?2
BC.BA = >
_—— C—14>Z + C—B)Z _A—B>2
CA.CB = 5

Exemple 11
ABC est un triangle dont les cOtés mesurent ;

AB =7, BC=9 et AC=5
Calculer AB.AC

Solution
D’apres la propriété d’Al-Kashi ;
BC? = AB? + AC?> — 2.AB.AC.cos A
=92 =72452_-275.cosA
= 81 =49+ 25— 70cosA
-7 1
70 10
S ABAC =7 x5 x—m= 2
10 10
— AB.AC = -3,5

= 7=—-70cosA = cosA =

Exercice
1°/ Démontrer les formules d’Al-Kashi,

2°/ En utilisant la définition du produit scalaire et les formules d’Al-Kashi, montrer les égalités ;



____ AC?*+AB* - BC?
cos BAC —
2.AB.AC

____ BC?+ BA?-AC?
cos ABC —
2.BC.BA

CA? + CB? — AB>
2.CA.CB

cosACB =

Exemple 12
Soit A, B et C trois points tels que ;
AB =6,AC =5, BC = 10.

Calculer ; cos 4, cos B, cosC.

Solution
cos/i—52+62_102—25+36_100—_39=—E
2X6X5 60 60 20
COS]§_102+62—52_100+36—25=111=_3_7
2X10%x6 120 120 40
. 52+102-6%/ 254+100-36 89
cosC = = =
2X5x%x10 100 100
Exemple 13

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;
AB = 6 cm, AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
1° Calculer AH, BH et CH

2° Calculer BA.BC et CA.CB
3° Que vaut AB.AC et pourquoi ?

Solution

1° BA.BC = ||BA|. | BC|| x cos B
=6x%x10 X cos B

Or, on sait que ;



. c.adjacent AH 3,6
cosB = = =

3
hypoténuse BA 6 5

e, 3
=>BA.BC=6><10><§=60><0,6=36

2° CA.CB = ||CA||.||CB|| x cos €
=8x10xcosC

Or, on sait que ;
. c.adjacent CH 64 4
c0sC =———F—==—= ==
hypoténuse C 8 5

N

_— — 4‘
ﬁCA.CB=8><10><§=80><0,8=64

3° 4B.4C = |[4B||.|[AC]| x cos A
=8X10Xcos90°=80x0=0

4. Produit scalaire et relations trigonométriques

a) sinus de I'angle de deux vecteurs
; - .y = - — X N xl
Dans une base orthonormée (7,]) de V, soit il et ¥ deux vecteurs tel que U (y) etv ( ,)

Alors ; det(u; ¥) = ||[u]| x ||7]| x sin(u; )
., o detGr V)
=sin(u; V) = 5——-
ll2z]| < |||
Exemple 14

Dans une base orthonormée (Z,7) de V, soit les deux vecteurs U (_47) et v (g), calculer sin(u; v).

Solution

4 3
det(ii; 7) 5 41

Il x 191l Jaz+ (=7)2 x V37 +52 2210

b) Formules trigonométriques

sin(; v) =

a- Formules d’addition

Exercice

Soit (C) le cercle trigonométrique et M et N deux de points de (C), on pose ;
« = (0T.0N) ; b = (0T, 00)

1° Faire une figure ;

2° Montrer que, pour tous nombres réels a et b :

A/ cos(a — b) = cosacosb +sinasinb ;



B/ cos(a + b) = cosacosb —sinasinb ;
C/ sin(a — b) = sina cosb — cosasinb ;
D/sin(a + b) =sina cosb + cosasinb .

Démonstrations

A
J
M
M
VN a N
b
I 0 ‘) 1
<€ e >
]I
v

Les points M et N, étant les images respectives des nombres réels a et b sur le cercle trigonométrique,

Ona; OM = xyi+ yuJ et ON = xyT + vy

YN

cosa = W=

=yy; COSb = YN

oM
=M (Gra) etV (Gny)
a et b sont des mesures respectives de (FZF_M) et (Fﬁ)

Donc b — a est une mesure de I'angle (W, W)

Calculons de deux manieres différentes le produit scalaire OM.ON ;
OM.ON = 0M. 0N cos (M, ON )
= OM.ONcos(b—a) =1x1xcos(b—a)
=1x1Xxcos(b—a) =cos(a—b)
OM.ON = cos(a — b)
OM.ON = XmXn + YmYN

cosa\ (cosb . ,
=( . )( ) )=cosacosb+sma51nb.
sina sinb

OM.ON = cosacosb + sinasinb



cos(a — b) = cosacosb + sinasinb (1)
En remplacant b par —b dans la formule (1) on obtient la formule (2), en effet ;
cos(a — (—b)) = cos acos(—b) + sin asin(—b)
cos(a + b) = cosacos b + sin a(—sin b)
= cos(a + b) = cos acos b — sin asin b (2)
Etablissons maintenant la formule (3).

Méthode 1
: — coc( T _ T _
sin(a — b) = cos(5 — (a — b)) = cos ((2 +b) - a)
Vs T
= coS (E + b)cos a + sin (E + b)sin a

Or, cos (§+ b) = —sinb et sin(g+ b) =cosb
= sin(a — b) = sina cos b — cos a sin b (3).
En remplacant b par —b dans la formule (3), on obtient la formule (4).
sin(a — (—b)) = sina cos(—b) — cos a sin(—b)
= sin(a + b) = sin.a cos b — cos a (—sin b)
= sin(a + b) = sina cos b + cos a sin b (4)

Méthode 2
Ona; det(OM; ON) = |[OM||. ||ON|| sin(b.— a)

= det(OM; ON) =1 x 1 x sin(a — b)
= det(W; ON) = sin(a — b)

cosa cosbh

det(m; W) - |sin a sinb

det(W; W) = cosasin b —sinacos b

=[B]=
sin(a — b) = cosasin b — sinacos b

En remplacant b par —b dans la formule (3), on obtient la formule (4).
b- Formules de duplication
cos(a + b) = cosacosbh — sinasin b
= cos(a + a) = cos(2a) = cosacos a — sinasin a = cos?a — sina
cos2a = cos’a — sin*a
sin(a + b) = sina cosbh + cosa sinb
= sin(a + a) = sin(2a) = sina cosa + cosa sina

= 2sina cosa



sin2a = 2sina cos a

Exemple 15

o . . s . s s . T
En utilisant les formules de duplication, calculer cos>; sin; cos—; sin

Solution
Méthode 1

X cos% = cos(Z ><1—nz)

Méthode 2

12

_,m . .m V3
= coSs 12 sin 12— >

T T

cos? E+sm E 1

n m V3
COS ——SlTl e

- 12 12 2
1

cos? E+sm E=

T 243

T
ﬁZcosE 1+7:cos - 1

T /2+\/_
ﬂCOS—=
I 2+\/_ /2—\/5
=>sm— :sm—z )

T ( T[) T 27‘[ \/§

cos€=cos ZXE = cos? E—sm ﬁ:7
LT ) T T T 1
sm—6-=sm(2><ﬁ)—251nﬁ cosﬁ—i

ia , _\/§

_ cos? E—sm -7
T T 1
ZSIHECOSE_E

s , _\/§

:)Jcos E—sm -7
T T 1
k smﬁcosﬁzz

=

cos— =
12 U
4sm12

!cos ——sm —=—.
|
\



En remplagant par [2]dans[1] on a;

- 1 L, T _\/§
4sin% > 12 2

- 1 L, T _\/§
16sin2% S 12 2

En multipliant 'équation par 16 sin? % ona;

T T
=1- 16sin4E = 8\/§sinzE

i i
= 16sin4ﬁ+ 8\/5_’sin2ﬁ— 1=0

. T
Posons X = sin? o

= 16X2+8V3X—-1=0
2
A= (8V3)" + 64 =256 = VA= 16

—8V3-16
- 32

—8v3 + 16
2777732

1 < 0 (rejetée)

> 0 (retenue)

. mw ., s . N
sin? ; étant supérieur a 0.

o 2=V3 . m _ 2-V3
sin TN Sm12_ 2
Méthode 1
&cosz—cos(ZXE)
4 8
_ 2 277_\/E
= cos 3 sin 5=
T T
c052§+ sin2§ =1
coszz—sinzz—E
— 8 8 2
coszz+ sinZE =1
8 8
V2 T 2442
20 _ ye 27 _
=>26058 1+2=cos8 7
yi4 2+42




=>sm§= 1-— 2 =>sm§= 2
Méthode 2
T T T T V2
—_ = 2)(— = 2_ _ g 2—=—
cos4 cos( 8) cos 3 sin 3 >
T T T T V2
sinZ=sin(2x§)=25in§ cos§=7
( T om 2
c0s? = —sin?— = —
8 2
= <
2cin m 2
sm8cos8— 5
2 o V2
c0S* = —sin®*— = —
] 8 8 2
mm A2
sm8cos8— A
( T V2
Icosz——sin2§=7
=
T 2
k COS__élsinEIZI
8
En remplagant par @ dans , ona;
2
V2 ,m V2
= —sin®—=—
4sin% 8 2
2 2
= ——5sin*—=—
16sin2% 8 2

En multipliant’équation par 16 sin? % ona;
4 4
=2 - 16sin4§ = 8\/§sin2§

= 16sin4g+ 8\/§sinzg— 2=0
Posons X = sinzg
= 16X2 +8V2X—-2=0
A=(8v2)" +128 = 256 = VA= 16

_ —8V2-16

X, 37 < 0 (rejetée)



_ —8V2+16

) = 32 > 0 (retenue)

. T, ;. \
sin? 5 étant supérieur a 0.

5. Complément de cours sur les relations métriques

a) Application aux aires du triangle
Soit ABC un triangle tel que ;

AB =, AC = b, BC =a
1- L'aire A du triangle ABC est

Base X Hauteur
2

Avec la relation d’Al-Kashi appliquée au triangle, on a aussi ;

Appc =

2- La formule des aires
1 1 I | o
Appc = Eb.c. sind = Ec. a.sinB = Ea. b.sin C

On en déduit que ;

3- La formule des sinus

a b c

sind « sinB sinC

Exemple 16
Soit ABC un triangle'non aplatitel que AB =c =8,AC = b = 4, sinB = \/7§,

1°/ Calculer sin €, en déduire les valeurs des angles BetC, puis A, sindetBC =a

2°/ Calculer de trois fagons I'aire du triangle ABC.

Solution
c 4 8 . 85 8vV5 1 2
1°) —r=— == sin(=—— 4= x-=sinC = —— ~ 0.64
sinB sinC /5 sinC 7 7 4 7
7

. 5 —
— A = arcsin— = B =~ 18.63°

. EZ—
Sin 7 7

A . 2vV5 ~
sin C =7:>C =arcsin7:>Cz 39.71°



A~ 180°— (18.63° + 39.71°) = 180° — 58.34° = 4 ~ 121.66° = sin4 ~ 0.85

a b - a 4 - 4x085x7 238 _ 10.64
— = — = — = = a = .
snA sinB 085 5 NG NG
7

1 . A 1 . B 1 . A
2°/ Aupc =Eb.c.51nA =Ec.a.smB =Ea.b.smC

1 .1
cflABC=§b.c.sinAzEx4x8xO.85z13.6

1 .1
Appc = EC. a.sinB = > X 8x10.64 x0.32 =~ 13.61

1 1
Agpc = 5 a.b.sin € ~ 5 x 10.64 X 4 X 0.64 ~ 13.62

4- Expression du sinus en fonction du périmétre et des cotés d’un triangle et formule de
Héron

Soit ABC un triangle non aplati, tel que ; AB =c, AC =betBC =a,ona;

sind = %\/p(p —a)(p—b)(p —¢)

Appc = \/P(P —a)(p-b)(p—-c)

(Ou p est le demi-périmétre)

Exemple 17

Soit ABC un triangle non aplati tel quee AB =c =13, 4C=b=9etBC=a=5
1°/ Calculer sin 4, sin B, sin C puis.en déduire 4, B, C;

2°/ Calculer I'aire du triangle ABC.

Solution
19 _a+b+c_5+9+13_27_135
[P=— S a2 P
2
sin A = E\/p(p —a)(p—-b)(p—c) = 3 9\/13,5(13,5 —5)(13,5-9)(13,5 — 13)
2 2 2%x16.06 32.12
= ﬁ‘/13'5 X 8,5 X 4,5x% 0,5 = m\/258.1875 N~ gy~ 0.27
2 2
sinB = E\/p(p —a)(p—b)(p—=c) = 13 % 5\/258.1875
24/258.1875 32.12
=T 6 e ~O0M

A 2 2
sinC = E\/p(p —a)(p—b)(p—c) = mv258.1875



_ 2V2581875 3212 0.71
- 45 T 45 T

sind ~ 0.27 = A = arcsin 0.27 = 15.66°
sin B ~ 0.49 = B =~ arcsin 0.49 ~ 29.34°
sin€ ~ 0.71 = C =~ arcsin 0.71 ~ 180° — 45.23° ~ 134.77° (L’angle C étant obtus)
Vérification : A + B + C = 15.66° + 29.34° + 134.77° = 179.77° ~ 180°
2°/ Aupc =P —a)(® — b)(p — ¢){/13,5(13,5 — 5)(13,5 — 9)(13,5 — 13)
J13,5% 8,5 %x 4,5 % 0,5 =+/258.1875 ~ 16.06

b) Equation de cercle dans un repére orthonormé

1- Equation d’un cercle par l'utilisation du produit scalaire
Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P

On a déja vu dans le chapitre du calcul vectoriel et de la géométrie analytique, que le cercle C de centre
A(x4,y,4) et de rayon R est 'ensemble des points équidistants de A.

Pour tout point M(x,y) € Cona:

C:(x=x)?+(y—ya)?=R?
L’équation cartésienne peut aussi étre calculée par le produit scalaire.
[AB] étant un diamétre du cercle G, pourtout point M € C,0n a;

C:(x=x)x—xp)+ Y=y )@—yp)=0

Exemple 18
Dans un repére orthonormé (0; 1,7) du plan P, on donne les deux points A(4;7) et B(—5; 3).
Donner I'équation cartésienne du cercle C de diamétre [AB].

Solution

Pour tout point M(x;y) de €,ona: AM et BM perpendiculaire donc AM.BM =0

:><;:L7L>'(;J—rg>:0:’(x—4)(x+5)+(y—7)(y—3)=0

=x24+x—-20+y2—-10y+21=0
=C: x*+x+y*—-10y—-1=0

2- Equation d’un cercle a partir des extrémités d’un diametre

Dans un repére (0; 1,7) du plan P, soient deux points ; A(a, b) ; B(a',b") et soit (C) le cercle de diamétre
[AB].

Soit I le milieu de [AB], I est le centre du cercle (C), et pour tout point M(x,y) € (C),ona;
C:(x—x)*+(y—y)*=R?



Exemple 19

Dans un repére orthonormé (0; 1,7) du plan P, on donne les deux points A(—9; 10) et B(7;4).
Donner I'équation cartésienne du cercle C de diamétre [AB].

Solution

Soit le I centredu cercle C,ona ;I = A * B.
—9 + 7\? 10 + 4\* [AB\?
= (x-—=7) +-—-) = (3)

2 2
V292

=_C: (X+1)2+(y—7)2=<T>

292
=C: (x+1)2+(y—7)2=T=C: (x+1)?2+(y=7)?*=173

C: x*+2x+1+y2—14y+49=73
C: x>*+2x+y*—14y—-23=0

c) Equation d’une droite dans un repére orthonormé
Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(x,,y,) et de
vecteur normal 71 (Z)
Pour tout point M(x,y) € (D),on a;
(D) ralx—x,) +b(y—ya) =0
Exemple 20
Dans un repére orthonormé (0; 1,J) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(4, —7) et de

— _3
vecteur normal n 5 )

Donner I'équation cartésienne de (D).
Solution

Pour tout point M(x,y) € (D), on a;

m@:‘».ﬁ(f)=0=>—3(x—4)+5(y+7)=0

= —3x+12+5y+35=0=(D):3x—5y—47=0
d) Distance d’un point a une droite dans un repére orthonormé
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7), soit (A) la droite d’équation cartésienne ;
ax + by + ¢ = 0, le vecteur 1 (Z) est le vecteur normal a (A), soit A(x,, ¥o) un point du plan P et soit A’
le projeté orthogonal de A sur (A).

La distance de A a (A) est notée ;



laxy + by, + |

d(4; A) = AA' = AA' =
va? + b?

Exemple 21

Le plan 2P est muni d’un repére orthonormé (0; T,7), soit (A) la droite d’équation cartésienne ;

5x — 3y + 4 =0, le vecteur 1t (—76) est le vecteur normal a (A), soit A(1,2) un point du plan P et soit A’
le projeté orthogonal de A4 sur (A).
Calculer d(4; A) la distance de 4 a (A).

Solution

laxg + by, +cl |5x1—-3x2+4]
Va? + b? V7% + (—6)2
3] 3

=—=d(4; A) =—

V85 (; 8) V85

e) Produit scalaire et lieu géométrique

d(4; A) =

Notion de lignes de niveau
Soit f une application du plan P dans R et k un réel.
On appelle ligne de niveau k de I'application f I'ensemble des points M tels que f (M) = k.
On note en général L la ligne de niveau k ; ainsi :
Ly ={M e P/f(M) = k}
Exemple
1° Soit O un point fixé et ;
f P—R
M+— OM

La ligne de niveau 4‘est I'ensemble des points M tels que OM = 4 : il s’agit donc du cercle de centre O et
de rayon 4.

2° Préciser la ligne de niveau k selon que 'on a ;
k>0: k=0; k<0

Sik > 0 = l'ensemble M est le cercle de centre O et de rayon k, si k = 0 = I'ensemble M = O, si
k <0 = l'ensemble M = ¢.

Exercices généraux
Formule d’Al-Kashi appliquée au triangle

Exercice 1

Soit ABC un triangle. On pose ;
BC =a,CA = b,AB = c.



Les longueurs a, b et ¢ sont ceux des cOtés opposés respectivement aux angles ; 4, B et C.
Montrer que I'on a ;
a? =b%+c?—2.b.c.cosA
b? =a®+c?—2.a.c.cos B
c?=a?+b*—2.a.b.cosC
Exercice 2
Soit ABC un triangle non aplati tel que ;
AB=c,AC=betBC=a
1° Donner I'expression de cos A en fonction des longueurs des cotés.
2° En déduire des expressions analogues pour cos B et cos C.
Exercice 3
Soit A, B et C trois points tels que ;
AB =7,AC =12, BC = 8.
Calculer ; cos 4, cos B, cos C.
Exercice 4
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;
AB = 13 cm, AC = 9 cm, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
1° Calculer AH, BH et CH
2° Calculer BA. BC et CA.CB
3° Que vaut AB.AC et pourquoi ?
Exercice 5
ABC est un triangle tel que ; AB. =8 cm, AC = 12 cmet A = 30°
1° Calculer la mesure du cété BC ;
2° Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, quelle est la nature du triangle OBC ?
3° En déduire la mesure du rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.
Exercice 6
ABC est un triangle tel que ;
AB = 6cm, AC = 10cm, BC =12cm
Calculer les mesures des angles de ce triangle

Exercice 7

Déterminer les angles (if; ¥) dans chacun des cas suivants :

197(5).7(,33)



Exercice 8

Soit ABC un triangle tel que AB = 9¢cm, AC = 13cm, BC = 15cm.
1° Calculer sin A; sin B; sinC.

2° Calculer de trois facons l'aire du triangle ABC.

Expression du sinus en fonction du périmeétre et des cotés d’un triangle et formule de
Héron

Exercice 9
Soit ABC un triangle tels que ;
AB=7,AC =9,BC =14

Calculer sin A puis aire ABC.

Exercice 10

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), on donne la droite (D) d’équation ;
(D) :5x — 4y + 7 = 0 etle point A(=3,2.)

Calculer d(D; A).

Positions relatives de droites et de cercles

Exercice 11

Etudier les positions relatives du cercle (C) et de la droite (D) dans chacun des cas suivants, puis
déterminer les points d’intersection éventuels.

1°) (D) : 3x+ 4y — 25 =0, et C(0;5)
2°)(D):2x+3y—-5=0,etCc(I(—1,1);3)
3°)(D):x+3y—10=0,etc(I(1,3);2)
Perpendicularité de deux droites

Exercice 12
Soit un carré ABCD et soit I et J les milieux respectifs de [AB] et [BC].
1° Faire une figure ;

2° Montrer par trois méthodes que (DI) L (4)).



Exercice 13

Le triangle OAB est rectangle en 0. H est le projeté orthogonal de O sur (AB).

Une droite (D) passant par A coupe (OH) en M et le cercle de diamétre [AB] en N.
1° Faire une figure ;

2° Montrer que A0? = AM. AN.

Exercice 14

OAB est un triangle isocéle en O.

C et D appartiennent respectivement a [A0], [OB] tels que OC = OD.

1° Faire une figure ;

2° Montrer que la médiane issue de O dans le triangle OBC est une hauteurissue de O dans OAD.
Exercice 15

ABC est un triangle tel que les médianes issues de B et de C sont perpendiculaires ;
1° Faire une figure ;

2° Montrer que ; AB? + AC? = 5BC?.

Produit scalaire et barycentre

Exercice 16

Soit ABC un triangle tel que ;
AB =3,AC =4etBC =6.

1° Construire le point R = bar

2° Calculer CR;
3°a) D est le point tel que R soit le centre de gravité de ACD, construire D ;

b) La paralléle a (AC) passant par B coupe la paralléle a (AD) passant par R en S, construire S ;
Déterminer les réels a, b et c tels que ;

A B C

S = bar

a b c

Exercice 17

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(2, —3) et de

(1
vecteur normal n )

1° Donner une équation de (D) ;
2° Représenter (D).

Equation d’un cercle a partir des extrémités d’'un diametre



Exercice 18

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne les points A(3,—2) et B(—5, 8).

Calculer par deux méthodes I'équation cartésienne du cercle C de diamétre [AB].

Equation de médiatrice

La médiatrice du segment [AB] de milieu I est 'ensemble des points M tels que : IM.AB =0

AB est le vecteur normal de la médiatrice.

Exercice 19

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne les points A(3,—4) et B(—7, 2).

Calculer I’équation cartésienne de la médiatrice (A) du segment [AB].

Equation de hauteur

Dans le triangle ABC, le support de la hauteur issue de A4, est 'ensemble des points M tels que ;
AM.BC = 0

Exercice 20

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne les points A(5,2), B(—8,7) et C(—3,1)

Calculer I’équation cartésienne du support (d) de la hauteurissue de A.

Droite d’Euler

Exercice 21

Dans le repére orthonormé (0; 1,7) du plan P, on donne les points A(—5,6), B(4,3), C(3,—4).

1° Déterminer les coordonnées des points G, H et () respectivement, centre de gravité, orthocentre et
centre du cercle circonscrit autriangle ABC.

2° Vérifier que G, H et ) sont alignés (cette droite s’appelle la droite d’Euler).

3° Ecrire une équation de la droite d’Euler relative a ce triangle.

Exercice 22




1° A partir de la figure ci-dessus, donner des mesures approchées a un degré pres des angles du triangle
ABC.

2° Ecrire une équation du cercle C circonscrit au triangle ABC.
Equations trigonométriques

1°Type:sinx =a,avec—1<a <1

Exercice 23

Résoudre dans R les équations :

3
1)\/§sinx =E
2)3sin2x =0

3)551n(3x+%) = 775

2°Type:cosx =a,avec—1<a <1
Exercice 24

Résoudre dans R les équations :
1) 4cosx = V12

2) 10cos(5x) =5

3) 4cos(2x —g) =8
3°Type:acosx + bsinx =c
Exercice 25

Résoudre dans R les équations :
1)V12cosx + 2sinx = 2
2)4cosx —4sinx = 4

3) sinx —V3ecosx =—1
Exercice 26

Résoudre dans R les équations :

1) sin (3x +%) =%

T V3
2) cos (§ - 2x> =
4°Type:tanx = a
Exercice 27

Résoudre dans R les équations ;



1) tanx =3

2)—2tan(x+%) =2

3)\/§tan(g— Sx) =-1

5°Types:cos’x = a;sin?x = a;tan’x = a
Exercice 28

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) cos?x =1

2) 4sin?(x+m) =3
R¥[4
3) 9 tan? (T — 5x> =3

6° Types: acos’x+bcosx+c=0;
asin?x+bsinx+c=0

atan’?x + btanx + ¢ = 0.

Exercice 29

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) 2cos?x —5cosx+3 =0

2) sin?(x —3m) + 2sin(x —3n1) —4=0

Vi X A X
3) tan? (§_Z) + (1 —@)tan(g—z)—\@: 0
Exercice 30

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;
AB = 6 cm, AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
1° Calculer AH, BH et CH

2° Calculer ﬁ ?é et Eéf C_B)

3° Que vaut AB.AC et pourquoi ?

Exercice 31



Dans un repére (0; 1,]), on donne les points ;
A(2,3);B(—1,2)etC(0,-1)

1° Calculer les coordonnées des vecteurs AB et BC dans la base @p.
2° Montrer que AB 1 BC.

3° Calculer || 4B, |[BC||.

4° Représenter AB et BC dans le repére (0; 7, 7).

Exercice 32

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit les deux vecteurs % (_35) et U (;})

Calculer sin(u; v).
Exercice 33

En utilisant les formules d’addition, calculer ;

VA t_77r T t_n
cos12 e smlz,cos12 e sm12

Exercice 34

En utilisant les formules de duplication, calculer;

Cl l T N Vs : T[_ . T
alculer cos12 ; sm12 ; cos8 ; sm8
Exercice 35

ABCD est un carré de centre 0. M est un point de la diagonale [BD] qui se projette orthogonalement sur
[AB] en P, et sur [AD] en Q.

1° Faire une figure

2° Montrer que le triangle OP(Q est isocele rectangle en 0.

Exercice 36

ABC est un triangle rectangle en A non isocele.

H est le projeté orthogonal de A sur [BC].

P et Q sont les projetés orthogonaux de H sur [AB] et [AC], A’ est le milieu de [BC].
1° Faire une figure

2° Montrer que (44") 1 (PQ).

Exercice 37

ABC est un triangle.

A I'extérieur de ce triangle, on construit deux carrés, ABDE et ACFG.

Soit I le milieu de [BC].



1° Faire une figure
2° Montrer que (AI) L (GE).
Exercice 38

ABCD est un carré de c6té 12 cm. M est un point de [AB] tel que ; AM = 5 c¢m, N est un point de [AD]
telque; DN =9 cm.

1° Faire une figure
2° Calculer CM. W, le triangle CMN est-il rectangleen M ?
Exercice 39

Dans le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 1,]), soit les points A(—25 =1), B(=1; —4) et
C(4; 1).

Montrer que le triangle ABC est rectangleen 4 :
1° En calculant AB?, BC? et CA? et en utilisant le théoréme de Pythagore.
2° En appliquant le produit scalaire de deux vecteurs.
Exercice 40
Soit les points ;
P(~3,-4):0(3,2); R(—3v3; 33~ 1).
1° Montrer que le triangle PQR est équilatéral.
Soit S le projeté orthogonal de P sur [QR] ;
2° Calculer ﬁ, puis P—Q>ﬁ et ﬁ ﬁ, PS. Q?
Exercice 41
1° Montrerque Vx E R ;
cos5x = cos x(16 cos* x — 20 cos? x + 5)
Et

1—cos5x = (1 —cosx)(4cos?x + 2cosx — 1)?

2° a/ En déduire que cosz?” est une solution de I'équation ; 4x?> + 2x — 1 =0

2T T T
b/ Calculer COS=—; €OS_; COS

Exercice 42

1° Montrer que ;

s 5 7 11m
16 sinﬁ.sinﬁ.sinﬁ.sinﬁ =1
2° Soit ;
s 3n 5n n

— 2 2 2 2
a = cos“—=+ cos“ — + cos“ — + cos“ — ;
8 8 8 8



b—sinzz+sin23—n+sin25—n+sinzﬁ-
a 8 8 8 8’

A/ Calculera+b;a—b;

B/ En déduire les valeurs de a et b.

Exercice 43

1° Déterminer le centre et le rayon de chacun des cercles définis par les équations suivantes :

(C):x2+y?—4x—-8y+4=0

1
(Cz):x2+y2—x—6y+z=0

2° Quelle est la position relative de ces deux cercles ?

Expressions du produit scalaire

Exercice 44

u et v sont deux vecteurs tels que :

Jo] =1

V-3etiv=—2
Calculer ( 2u+ 3\7).(13 — \7) .

Déterminer un réel x tel que : (2u+xv) soit orthogonala u-v .

Exercice 45

- - - 1
VH =3 et cos(u,v) =——.

u et v sont deux vecteurs tels que : Hu” =5; 3

Calculer u.v.

Onpose w=u—-2vet t=u+V.

e
G
3

a) Calculer w.t,

b) Vérifier que cos (W ;)=

Exercice 46

Dans une base orthonormé ( i; j), on considére les vecteurs u=3i+j et v=-2i+2j.

Calculer Hu”et”v”.

Atonulv?



Déterminer le réel a tel que le vecteur w =i+aj soit orthogonala u+v.

Exercice 47

1) Soient A, B et C des points. Démontrer que, pour tout point M du plan :

MA.BC+MB.CA + MC.AB=0.
2) Soit ABC un triangle. On note H le point d’intersection des hauteurs issues de A et B.

A l'aide de la relation du 1), démontrer que la hauteur issue de C passe aussi par H.
Exercice 48

On considere les triangles rectangles isoceles de la figure ci-dessous.

Démontrer que : ABAD=ACAE.

En déduire que : (E+E)(E—E) =0.

Soit | le milieu de [BE]. Démontrer a I'aide du 2) que les vecteurs Al et CD sont orthogonaux.

Exercice 49

Soit ABC un triangle. On note H le projeté orthogonal de A sur(BC).
Démontre que : ABAC=AC>-CHCB.
En déduire que le triangle ABC est rectangle en A si, et seulement si, AC? = CH x CB et les vecteurs

sont de méme sens.
Exercice 50

Soit ABC un triangle d’orthocentre H.

On note A’, B" et C’ les pieds des hauteurs issues respectivement de A, B et C.
Démontrer que : HA.HA'= HBHB' =HCHC'.

Exercice 51

Soit A et B deux points du plan tels que

AB=2.

a) Déterminer 'ensemble E des points M du plan tels que ABAM=3.

b) Déterminer I’ensemble F des points M du plan tels que ABAM =-3

2) Généralisation



Soit A un point du plan, u un vecteur non nul et k un réel. On note D | 'ensemble des points M du plan

tels que u.AM = k. Démontrer que, pour tout réel k, 'ensemble D i est une droite de vecteur normal u.

Exercice 52

Soit A, B, C, D des points. On note | et J les milieux respectifs de [AC] et [BD].
Démontrer que :

AB” + BC” + CD”+ DA’ = AC® + BD* + 41)%.

Indication : on pourra utiliser plusieurs fois le théoreme de la médiane.

2) En déduire qu’un quadrilatere est un parallélogramme si, et seulement si, la somme des carrés de ses
cOtés est égale a la somme des carrés de ses diagonale.

Lignes de niveau
Exercice 53

A et B sont deux points distincts du plan ;

1) Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble des points M du plan tels que : AM.AB =k :
( c’est -a- dire la ligne de niveau k)

de I'application du plan dans R.: MHW.@).

a) k=2a’:
b) k = 4a*;
c) k=-a.

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble des points M du plan tels que : MAMB =k (c’est

-a- dire la ligne de niveau k de I'application du plandansR : M > MA.MB :

a) k=a’:
b) k=-2a%;
c) k=-a’

Exercice 54

ABC sont trois points non alignés du plan ;

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble des points M du plan vérifiant I'égalité proposée.



Etude de configurations classiques

Exercice 55

ABCD est un carré, | est le milieu du c6té [AB] et J celui du coté [BC].

Montrer que les droites (DI) et (AJ) sont perpendiculaires.
Exercice 56

ABC est un triangle tel que les médianes issues de B et de C soient perpendiculaires.

Montrer que : AB?+ AC? = 5BC”.

Puissance d’un point par rapport a un cercle

Exercice 57

C est un cercle, de centre O et de rayon R.

M est un point du plan. Une droite passant par M coupe C en deux points P et Q.
1) Démontrer que I'on a : MP.MQ =OM? —R?

( On pourra faire intervenir le point P’ de C diamétralement opposé a P).

Le produit scalaire M—PWQ estindépendant de la sécante choisie, il ne dépend que des points M, O, et du

réel R ; on 'appelle puissance du point M par rapport au cercle C et on note ici ce réel :

P(M, C).

2) Etudier le signe.de P(M, C) suivant la position de M par rapport au cercle C .

3) C’ et un cercle, de rayon R” et de centre un point O’ distinct de O.

a) Déterminer I'ensemble A des points du plan ayant la méme puissance par rapporta C et C'.

b) Tracer A lorsque C et C" sont s sécants.



XIII- FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES USUELLES

=|ll Faire savoir

Le cours

1. Les fonctions circulaires

1°/ La fonction f(x) = sinx

a) Domaine de définition

La fonction f est définie sur R.

b) Domaine d’étude

a- Périodicité

La fonction f a pour période 27 c’est-a-dire que ; V x € R: f(x. 4+ 2m) = sin(x + 27) = sin x.
b- Parité

La fonction f est impaire car,
f(—x) =sin(—x) = —sinx = —=f (x)

Compte-tenu de a- et b-, le domaine d’étude de f est l'intervalle [0; 7r]. On étudie f sur la moitié de sa
période, puis on compléte son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapporta 0. On
obtient ensuite toute la courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations
répétitives de vecteurs ;

> (2km
uk( 0 ) telk €Z
c) Variations

a- Croissance et décroissance

T
SiOSaSbSE———>sinaSsinb
= f est / sur [O; E]
2
T
SiESaSbSnzsinaZSinb
= f est \sur [E, TL’]
2

b- Tableau de variation sur [0; 1]

T

X 0 T

2
1

f(x) o/ \ )




c- Extrémums
Du fait que —1 < sinx < 1, la fonction f admet un minimum m = —1 et un maximum M = 1.
d) Représentation graphique

a- Tableau de valeurs

X 0

NI

s
6
1

f(x) |0

N = O\|§"'

ol % w1
o G i
SHPE
SNEE

2

b- Courbe de f

On peut tracer la courbe représentative (C) de sin x, point par point sur son ensemble de définition R dans un
repére orthonormal (0; 1,)) et obtenir a la figure suivante.

2°/ La fonction f(x) = cos x

a) Domaine de définition

La fonction f est définie sur R.

b) Domaine d’étude

a- Périodicité

La fonction f a pour période 27 ¢’est-a-dire que V x € R : f(x + 2m) = cos(x + 2m) = cosx.
b- Parité

La fonction f est paire car,
f(—x) = cos(—x) = cosx = f(x)

Compte-tenu de a- et b-, le domaine d’étude de f est I'intervalle [0; 7]. On étudie f sur la moitié de sa
période, puis on compléte son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapporta 0. On
obtient ensuite toute la courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations
répétitives de vecteurs ;

- (2km

Uy, ( 0 ) telk €eZ
c) Variations
a- Croissance et décroissance

T
SiOSaSbSE:>cosa2cosb



= f est \sur [O; %]

T
SiESaSbSnﬁcosaZCOSb
= f est \sur [E; n]
2
b- Tableau de variation sur [0; 1]

X 0 T

0
G0 \ 1

c- Extrémums
Du fait que —1 < cosx < 1, la fonction f admet un minimum m = —1 et un maximum M = 1.
d) Représentation graphique

a- Tableau de valeurs

szzzzZn 3 57‘[7_[
6 | 4132|342 | 6
1 1| =

foo 1| 3| Y2 Lo |2 V2| B4
2 |2 |2 2 | 2 2

b- Courbe de f

On peut tracer la courbe représentative (C") de cos x, point par point sur son ensemble de définition R
dans un repére orthonormal (0; 1,)) et obtenir a |a figure suivante.

On peut démontrer que la translation de vecteur g?transforme (@) en(€)

Donc (€') est une sinusoide.

Les fonctions x> sinx et x> cos x sont des fonctions périodiques de période 2w comme nous I’avons
vu.

Pour vérifier que les deux courbes correspondent a une sinusoide, on peut représenter graphiquement
leurs courbes sur un méme graphique et les comparer.
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3°/ La fonction f(x) = tanx

a) Domaine de définition

sin x
f(x) =tanx = .

0sXx
La fonction f est définie pour cos x # 0 ; c’est-a-dire si

X # %+ km,tel quek € Z

=D =R\ {x =g+kn,telquek e z)
b) Domaine d’étude
a- Périodicité

La fonction f a pour période m c’est-a-dire que

sin(x +m
Vx €R: f(x+m) =tan(x +m) =ﬁ
—sinx sinx
T —cosx cosx tanx = f(x)

b- Parité
La fonction f est impairecar,

sin(—x —sinx sin x

SR cosi—x% " cosx (cos x) = —tanx =—f(x)

Compte-tenu de a- et b-, le domaine d’étude de f est I'intervalle [0; g] On étudie f sur la moitié de sa

période, puis, on compléte son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapport a 0. On
obtient ensuite toute la courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations
répétitives de vecteurs ;

i, ("J) telk €7

c) Variations

a- Croissance et décroissance
. T
Sio<a<bhb< E

= 0 <sina < sinb,etcosa = cosb

1 1 sina cosb
0< < =0 <
cosa ~ cosbh cosa ~ cosb



T
= (0 <tana < tanb = f est / sur [0; E]

b- Tableau de variation sur [0; g]

s
X 0 >
+ oo
tan x /
0
d) Représentation graphique
a- Tableau de valeurs
s s /A T
* 18| 7|3 ]2
1
f(x) 0 7 1 | V3 ”

b- Courbe de f

La courbe représentative (C") de tan x, dans un repére-orthonormal (0; 1,]) est donnée par la figure
suivante.

Propriété

Les périodes des fonctions des formes ;

21
f(x) =sinax,g(x) = cosaxest:T = -



Les fonctions des formes ; h(x) = tan ax sont
s
périodiques et leurs périodes est: T = p

Exercice
Démontrer cette propriété.
2. Les fonctions associées par translation aux fonctions trigonométriques usuelles
Les fonctions ayant les formes suivantes ;
fi(x) = sin(a;x + ay) + B4
91(x) = cos(azx + a3) + p,
hi(x) = tan(azx + az) + B;

sont appelées fonctions associées par translations aux fonctions trigonométriques de base, ou
fonction déduites par translations des fonctions trigonométriques de base :

Remarque
Les fonctions associées par translations ont méme sens de variations

Exemple 1

Etudier et représenter graphiquement sur le méme repeére les fonctions f(x) = sin x et g(x) = cos x.

Par quelle transformation simple obtient-on C, de Cs.

Solution
e f(x)=sinx e g(x) = cosx
e Df=R e Dg=R
e fest périodique ; impaire. e g est périodique ; paire.
o || suffit d’étudier f sur [0 ;] o || suffit d’étudier f sur [0 ; ]
e Sens de variation e Sens de variation

i . . T
u<v£§:>smu<smv u<v§5:>cosu>cosv

. T .. T
f est croissante sur [0 ; E] g est décroissante sur [0 ; 5]
i . . T
ESu<v:>smu>smv E§u<v:>cosu>cosv

L T L T

f et décroissante sur [5 ; 7. g et décroissante sur [E ; .

e Tableau de variation e Tableau de variation



X 0 r T X 0 r T
2 2
1 1
| 7N N
0 0 g(x) 0\
-1
e Tableau de valeurs e Tableau de valeurs
s s 21 5w s s o 2n 5w
X 10113 213 |6 |™ X 10l 13131356 |©
fo o LB [ B g o 1] B Lo el 18],
2 2 2 2 2 2 2 2
J_.JL
2
SIX -
; COSX
TR Patin EREN T
/ \S} \\ é_.
A ST/ A 3N S A - N3 A A2 | /A o4 | N3/ g NS/AAR 2| T4 2y | X
-~ \\-.._ B N ‘// 1 \,\_ _‘> N _‘//

La translation t de vecteur transforme Csen C,.

S oA

Exercices généraux

Exercice 1

Soit la fonction ; f(x) = sin 2x.

1° Montrer que f est périodique.

2° Montrer que f est impaire.

3° Déterminer l'intersection de Cy avec les axes de coordonnées.

4° Construire Cf sur R.

Exercice 2




Soit la fonction ; h(x) = cos 5x.

1° Montrer que h est périodique et donner sa période.

2° Montrer que h est paire.

3° Déterminer l'intersection de C;, avec les axes de coordonnées.
4° Construire Cp, sur R.

5° En déduire la courbe de |h| dans le méme graphique.
Exercice 3

Soit la fonction f(x) = cos (x + %)

1° f est-elle paire ?

2° f est-elle périodique ?

3° Déterminer l'intersection de Cy avec les axes de coordonnées.
4° Montrer que Cy est I'image d’une courbe usuelle par une translation a caracteriser.

5° Construire Cf.

Exercice 4

Soit la fonction ;

1° g est-elle impaire ?

2° g est-elle périodique ?

3° Déterminer l'intersection de C, avec les axes de coordonnées.

4° Montrer que C4 est 'image d’une courbe usuelle par une translation que I'on caractérisera.

5° Construire Cg.

Exercice 5

Déterminer 'ensemble de définition et la parité des fonctions ci-dessous :

3x2-6

’

flx) = ZELg(x) =x3 — 6x; h(x) =

9—x2 " sin x

3x2—6x+1
k(x) T cosx.

Exercice 6
Soit la fonction f(x) = sin2x + 1.
1) Montrer que f est  périodique.
2) Déterminer l'intersection de Cr avec les axes de coordonnées.
3) Montrer que Cr est I'image de la courbe de p(x) = sin2x, par une translation a caractériser.

4) Construire Cs.

Exercice 7



Soit la fonction ; h(x) = cos3x.

1) Montrer que f est périodique.

2) Montrer que f est paire.

3) Déterminer l'intersection de Cr avec les axes de coordonnées
4) Construire Cy sur [0; 27t].

Exercice 8

Soit la fonction ; f(x) = sin (E)

1) Montrer que f est périodique.

2) Montrer que f est impaire.

3) Déterminer l'intersection de C; avec les axes de coordonnées.
4) Construire G sur [0; m].

Exercice 9

. . _ o m
Soit la fonction f(x) = cos (x 4).

1) f est-elle paire ?

2) f est-elle périodique ?

3) Déterminer l'intersection de C; avec les.axes de coordonnées.

4) Montrer que Cf est I'image d’une courbe usuelle par une translation a caractériser.
5) Construire Cy.



XIV- TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES

=|ll Faire savoir

Le cours

Définition

Les transformations géométriques planes sont des applications du plan P dans lui-méme.

Les transformations qui seront objet d’étude sont ; la translation, ’homothétie, la symétrie centrale, la
symétrie axiale et la rotation.

1. La Translation

Définition

On appelle translation de vecteur U et on note ty la transformation dusplan P qui a tout point M fait

correspondre le point M’ tel que ; MM’ = .
{ tﬁ:;; : I:l?jl’ tel que MM' = u.
Exemple 1
Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,7), soit A(7;.5), B(—=4; 1) et C(—3; —6).
Déterminer les coordonnées des points A’, B’ et'C’ images respectives de A, B et C par la translation de
(2
vecteur u (_9).
Solution
t;(A) = A' © AA = 1.

(i =7(%)

Yo —Ya
=>AA’< ) i %)
Yo = 9
:>{XAI—7—2 :>{ Xy =2+7=9
Vg —5= Yy =—9+5=—4

Donc; A'(9; —4)
t;(B)=B' = BB = 1.

— BB' (yB, ;g) 17(2)

— BB <xB, J_réll) o 29)

Donc; B'(—2;—8)
t2(C) =C' = CC =1.



@ (5T =1(3)

Y¢' — Ve -9
= CC (yc' i 6) = u(_g)

:>{xcr+3=2 =>{ Xcr=2—-3=-1
yCI+6=—9 ycl=—9_6=_15

Donc; C'(—1;—15)
a) Expression analytique d’une translation
Définition

N s (a . . (A
Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,7), soit U (b) Soit les points M (x, y) et M'(x',y") tels que ;

tﬁ(M) =M.

—

Il en résulte que ; MM' = u

:W’(jj@:a(g):{;ﬁ:;‘jg

xX'=x+a . : . . ~(a
= y =y+b est appelée expression analytique de la translation de vecteur u (b)

Exemple 2
Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,7), on donnela translation de vecteur U (2)

1°/ Déterminer 'expression analytique de la translation t;;.

2°/ Utiliser cette expression pour calculer les coordonnées des points A’ et B’ image des points A(4; 0) et
B(—=7,-8).

Solution

o X' =x+5

1/{y’=y+6

2°/{xA’:4+5:9 {XBI=—7+5:—2
Yy =0+6=6 " lyy==8+6=-2

Donc, A’(9; 6) et B'(=2; —2).

Définition

On appelle isométrie, toute transformation qui conserve la distance.
b) Propriétés

o, [ tu: 4) =4
1 /{tﬁ:(B) =B

2°/ l'image d’une droite (d) par une translation est une droite (d") qui lui est paralléle.

= A'B’' = AB. La translation conserve la distance ; c’est une isométrie.

3°/ La translation transforme un cercle (€) en un cercle (C") de méme rayon, le centre O de (C) a pour
image le centre 0’ de (C').

Exemple 3
Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,7), soit D la droite d’équation ;

7x +5y—2=0.



Déterminer une équation de la droite (D’) image de (D) par la translation de vecteur % (_43)

Solution

Déterminons un point de la droite (D) en donnant une valeur pour x comme —4, et en calculant la valeur
correspondante de y ;

Ona;7X—-4+4+5y—-2=0=y=6.
Le point A(—4; 6) € (D) a pour image par la translation t; , le point A’ € (D') dont les coordonnées sont

= —4t 4=
Xa T4=0_ 4n0:3),

calculées par I’expression analytique ; { Yy =6-3=3

(D)//(D"), elles ont le méme vecteur directeur (—75)

(D"):7x + 5y + ¢ = 0. pour déterminer c, on remplace par les coordonnées de 4’;
7X04+5%X3+c=0=c=-15
D'ol; (D"):7x+ 5y —15 = 0.

On peut aussi utiliser la représentation paramétrique de (D’) qui est ;
X
t=—=
{ x = =5t 5
y

=347t Y-

-3
—E:yTz—7x=5(y—3)$

7x +5y—15=0

= (D'):7x+5y—15=0.

Exemple 4

Dans le plan P muni d’un repére (0; i, ), soit la droite (D) d’équation cartésienne ;

2x—5y+3=0.

1° Déterminer une équation de la droite (D) image de (D) par la translation t; tel que U (_74) ;

2° Déterminer une équation du cercle (C") image du cercle C(4,5) tel que (8,—13) .
Solution

Méthode 1

(D)//(D") = D":2x — 5y 4+ ¢ = 0. Cherchons a déterminer c.

E(1,1) € (D) = tz;(E) = E' € (D') ;

= =u(3)= (5 21)=(3):

{x;;,::_; = E'(-3,8).

E' vérifie I’équation de D’

= 2(-3)—5%X8+4+c¢c=0= c=46.

(D"):2x — 5y +46 = 0.



Méthode 2

. , , , , x’:x—4
Lepoth(x,y)E(D)=>{yr=y+7=>
x=x"+4

' =2(x'+4)-5@'-7)+3=0
o =2 +9-50'-7)

= 2x'+8-5y'"+35+3=0

= (D) :2x' — 5y +46 = 0.
Méthode 3
E(1,1) € (D) = tz(E) = E'" € (D'),

Soit M(x,y) € (D') = E'M et & (5

2) sont colinéaires ;

det(m’,a)=|;ig l=0=

2x+6—-5y+40=0= (D"):2x -5y + 46 = 0.

ZO{XA’=8_4‘=4‘

€): (x — )% + (y — 4)? = 52
= (€'):x2 —8x+y*—8y—25=0.

= A'(4,4).

Remarque
Si U est un vecteur directeur de (d) alors (d) est globalement invariante par ty.
c) La translation conserve ;

a- Le parallélisme :

2(dy) = d
@)/ ex (T ~ G dlpyat,

b- L’orthogonalité ¢

tz(dy) =d;
d) L(d et{u L L= d'1d;
( 1) ( 2) tﬁ(dz) - d2 1 2
c- L’alignement :
tp(4) = A’
Les points A, B et C sont alignés et t;(B) = B’ = A’, B’ et C’ sont alignés.
tz(C) =C'
d- Le contact :
tﬁ(F1) = F1’
E=F NnFet{ty(F) =F,=F/ NF,=E
ty(E) = E'

e- Le barycentre :
G=bar | A | B | C |=




a | B |y

tz(4) | tz(B) | tz(C)
a B Y

4°/ La translation t3; est une bijection sa bijection réciproque est la translation de vecteur — et on écrit ;

(t) ' =ty

Car, tz(M) =M' = MM =1

t;(G) = bar

=SMM=-u =t_y;(M)=M.

e) La composée de deux translations
tz: M —> M etty: M — M"
=tgzotz: M > M"’

tz(M) =M = MM’ =7,

t,(M) =M" = MM’ =4,

MM" =MM'+ M'M" =¥ + 1.
La composée de deux translations de vecteurs respectifs ‘et ¥ est une translation de vecteur i + v.

Lol =tgoty = tiyys

7
7
M U
/ u 3
M
v+U M”

Remarques

- La translation de vecteur nul est appelée I'identité du plan, et on la note Idy ;

ts(M) =M' o MM =0 = M = M.

- Une translation de vecteur non nul n’a pas de points invariants.

Exemple 5

Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,7), soit (D) une droite d’équation ; 4x + 3y — 2 = O et ty et t3

deux translations de vecteurs respectifs % (—56) etv (_81)

Déterminer une équation de (D’) image de (D) par la translation t o t3.
Solution

Onatyoty = tyip;

irv=a(>)+9(3)=u+9(3)
{x’zx—4:>{x=x’+4.
y=y=2 W=y +2’



=4(x'+4)+3@'+2)-2=0;
= (D'):4x’ + 3y’ + 20 = 0.

Exemple 6

Soit ABCD un parallélogramme de centre O.
Construire I'image de ABCD par la translation
Ui ° tge-

Solution

Ona; A0 + BC = AF = ty5 0 tzz = typ.
Donc; tz(A) =F; tiz(B) = B';
tz(C) =C"; D) =D"; t7(0) =0';
t;z(ABCD) = FB'C'D’ (figure).

CI
=
0:
c
B
DP
0 717
D
A

2. ’Homothétie

Définition

Soit k un nombre réel non nul et distinct de 1 (k € R* \ {1}), et Q un point fixé du plan P.

On appelle homothétie de centre () et de rapport k que I'on note h(q ), la transformation dans le plan P
qui laisse le point ) invariant, et qui a tout point M associe l'unique point M’ tel que OM' = k.QM.
Onnote; higuw(M) =M < M’ = k.QM.

Exemple 7

Soit ABC est un triangle non aplati et h ’homothétie de centre A et de rapport k = 2. Construire I'image
de ABC par hp 7).

Solution



h(a2)(A) = A (A est le centre de h)
haz2)(B) = B' = AB’ = 2AB ;
haz(C) = €' = AC" = 2AC.
ha2(ABC) = AB'C’ (figure).

BI

CI
a) Propriétés
1°/ Le centre Q) d’une homothétie, un point M et son image M’, sont alignés.

h(ﬂ k) (A) = A’ _ —_—
2°/ Si ’ , = A'B' = k.AB
/ {h(n,k) (B) =B

AI

Exercice

Démontrer la propriété 2°/.

3°/ hiqy(M) = M' = QM = k.QM,
ov — o N —
= OM = ;QM = h(Q%)(M) =M.
L’homothétie h(£, k)est une bijection, et sa bijection réciproque est 'homothétie h(£, %) et on écrit ;

-1
(haw) = hio1)

4/Sik=0= M = Q.

5°/Sik=-1= QM = —QM = QM' + QM = 0
=0=M*M = M = S,(M).

Donc, ’homothétie de centre () et de rapport —1 est une symétrie de centre . hg _1) = Sq.



6°/Sik=1= QM' = QM

=M =M = hgy) = Idp.

7°/ U'image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est paralléle.
8°/ L’homothétie de rapport k multiplie les distances par |k| et les aires par k2.

Exemple 8

Soit ABCD un parallélogramme,

et | un point de la diagonale [BD] autre que B et D, (Al) coupe (BC) en E et (CD) en F.
Soit h 'homothétie de centre | qui transforme D en B.

1) Montrer que h transforme A en E.

2) Montrer que h transforme F en A

3) Déduire des questions précédentes I'égalité 1A% = IExIF.

Solution
1) Les triangles IAD et IEB sont une configuration de Thalés,

donc I'homothétie de centre I.qui transforme

D en B transforme A en E.

2) Les triangles IDF et IBA sont aussi une

configration de Thales, donc ’lhomothétie de

centre | qui transforme D en B transforme F en A.

3) Soit k le rapport de h, d’apres les questions

1)et2)ona:

IE=kIA et IA=KIF.

Il en résulte que : IE =KkIA et IA= KIF,

d’ol k = E:i et par suite Ez = [ExIF.
IA IF

C’est a- dire IA2=IExIF.

b) L'homothétie conserve ;



a- Le parallélisme :

h(ﬂ.,k) (d1) = di
h(ﬂ.,k) (dz) = dé

b- L'orthogonalité :

hia(d)) = dj
ha(dy) = d;

c- L'alignement :

(d1)//(d>) et{ = di//d;

(dy) L (dy) et{ —d| 1d

A, B et C sont trois points alignés, alors ;
hiai)(A), hia i) (B) et hiq ) (C) sont alignés ;
d- Le contact :

E=FNF,=

heai (E) = hei (F1) N e (F2)-

e- Le barycentre :

A B C

G = bar =
a | B |V

hia (A | hxy(B)| hrn(C)
a B Y
f- Les angles orientés :

h(Q,k) (G) = bar

Soit @ un nombre réel, et ABC = a = hq ) (ABC)=a.
10°/ Soit trois points 0, A et B alignés et distincts deux-a-deux. Il existe une homothétie de centre O qui

transforme A en B, le rapport de cette homothétie est %.

11°/ Soit A, B ; A’ et B’ quatre points du plan vérifiant (A'B")//(AB) et A’'B’ # AB, alors, il existe une
homothétie qui transforme Aen A’ et B en B’. Le centre de cette homothétie est ;

— (A4 (BB’ os' _ o'
0 = (AA") N (BB"), et son rapport est ox = on"

Remarques 1
Si une droite (D) passe par le centre Q d’une homothétie h, alors elle est globalement invariante par h.
Remarques 2

Une homothétie est caractérisée par :

Un centre et un rapport ;

Un centre, un point et son image ;
Un rapport, un point et son image ;
- Une des configurations de Thales.

Exemple 9

P et Q sont deux points.



p Q
-3 1
Soit la fonction f(M) = M’ tel que ;

G = bar

PM’ = PQ + 3PM.

Démontrer que f est une homothétie dont on caractérisera (centre et rapport).

Solution
P Q [——y —_ _
G = bar 31 et PM' =PQ + 3PM
P Q —_— —_— -
Ona G = bar 31 = —-3GP+GQ =0

PM’ = (PG + GQ) + 3(PG + GM) ;

= —GP +GQ —3GP +3GM ;
Comme@—3ﬁ=6=>PTW+ﬁ=3GW;
:W)=3(}—M>=>f=h(6,3).

c) Expression analytique d’'une homothétie

Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,)), soit ’homothétie h de centre Q(x,, y,) et de rapport le réel k et
notée h(q k). Soit M(x,y) un point quelconque du plan P, et M'(x', y") son image par 'homothétie h.

Ona;hgM) =M < QM = k.M,
= o (5, 7 2) = e (T 00),
Yy = Yo ky =kyo

:>{x’—x0=kx—kx0 {x’=x0+kx—kx0

Y =vo=ky—ky, “W'=yo+ky—ky'

{x’ = kx + (1= k)xq

Y =ky+ 1=Ky,
Cette écriture est I'expression analytique de I’'homothétie de centre Q(x,, v,) et de rapport le réel k, dans
le plan P muni d’un repére (0; 1,7).
Exemple 10
Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit les points A(—7,5) et B(3,—6).

1°/ Donner les coordonnées de A’ et B’ images des point A et B par ’lhomothétie h de centre Q(—2,4) et
de rapport k = Z;

2°/ Donner une équation de (AB) ;
3°/ Donner une équation de (A) image de (AB) par 'homothétie h.

Solution



—5><(7)+(1 5>x(2)—_35+2— i
19/ o =g 4 T4 4T T
5 5 25 21
yAIZZX5+(1—Z>X4=T—1=Z
A’( 33 21)
44
—5><3+(1 5)><( 2)—15+2—17
XB' Ty 4 2 1T 2
—5><(6)+(1 5)x4—_30 T
YB' =g 4 =2 T
B’(17 34)
=P \2' "2

2°/ Soit M(x,y) € (AB) = AM et AB colinéaires.

=>|x+7 10
y—5 -11

= —-11(x+7)—-10(y—-5)=0;

= —11x—10y — 27 =0;

= (AB):11x+ 10y + 27 = 0.

3°/ a) Méthode 1:

(A)//(AB), soit M(x,y) un pointde A, on a;

=O;

h:M— M ;
, 5 1.5 2
L )E TR TR {4x’=5x+2.
, 5 5 4 4y' =5y — 4’
Y ERY T T Ty
4x" — 2
X =
5
) 4y+4
Y=

4x' — 2 4y’ + 4
=:11 z + 10 c +27=0

44x" — 22 4 40y"+ 40 4 135
=
5 5 5
= 44x"' —22+4+40y"+404+135=0

= (A):44x' + 40y’ + 153 =0
b) Méthode 2 :
La droite (A) = (A'B"), cherchons I'équation de (A'B").

=0

M(x,y) € (A'B") = A'M et A'B’ sont colinéaires.

33 50
x+7 | 55, 33 50, 21 _o
=1 A ST T) T 0-F)s

4 4



55 1815 50 1050

IR S T A T
_, 220 1815 200 1050
167 16 1677 16

= —220x — 200y —765=0
= 44x + 40y + 153 =0
= (A) =(A'B’') : 44x+ 40y + 153 =0

3. La Symétrie centrale
Définition
Dans le plan P, Soit I un point fixé, on appelle symétrie centrale de centre I et on note S, la

transformation dans le plan P qui laisse le point I invariant, et qui a tout point M associe |'unique point M’
tel que I soit le milieu de [MM'].

S, (M) =M’
SIM)=MsI=M+M < et
Si(D =T
MI

Exemple 11
Soit ABC un triangle quelconque.
1°/ Construire I'image de ABC par la symétrie S,.
2°/ Quelle est la nature du quadrilatére BCB’C’ ? Prouvez-le.
Solution
1°/Sq(A) = A; Su(B)=B"; S4(C) =C".
S4(ABC) = AB'C'.

2°/ A étant le milieu [BB'] et de [CC'], les deux diagonales de BCB’C’ on le méme milieu 4, donc BCB’C’
est un parallélogramme.

Remarque

La symétrie centrale de centre () est une homothétie de centre () et de rapport —1
Sq =h_1).

a) Propriétés

1°S,(M) =M & S;(M') =M.

S, est une bijection et sa bijection réciproque est (S;)"1 = §,.

2° Si une droite (A) passe par I, alors (A) est globalement invariante par S;.

3° La symétrie centrale conserve la mesure d’un angle orienté ;



(Un angle direct aura pour image un angle direct, et un angle indirect aura pour image un angle indirect) ;
S,(AB,AC) = (4B, AC).

4° Une symétrie centrale transforme un cercle C(Q, R) en un cercle C'(Q), R) tel que Q' est I'image de Q.

b) La symétrie centrale conserve ;
a- La distance : (la symétrie centrale est une isométrie)
S,(M,N) — (M',N') = M'N’ = MN.
b- Le parallélisme :

(A1) // (Bz) et Sp: (Ay,4;) — (A, A%) = (4'1) // (A7)
c- L'orthogonalité :
(A) L (Ay) et S (A, A) — (A4, A')

= (4" L (A7)

d- L’alignement
A, B et C trois points alignés, = 5,(4), S;(B) et S,(C) sont alignés.
e- Le contact
F=ENG = S;(F) = S,(E) nS;(G).
f) Le barycentre de deux points ou plus
A | B C

G = bar =
a | B |vY

5;(4) | 5(B). | 5(C)
a B Y
c) La composée de deux symétries centrales
M:S; —M':S;, —-M"
=M — §; 0§ — M"”

S;(G) = bar

S, (M) =M = MM = 2IM’,
S;(M") =M" = M'M" = 2M']

= MM" =MM' +M'M" =2IM'+ 2M']



=2(IM" + M']) = 2] .

Donc; §;o8; = tzﬁ.

Exemple 12

ABCD est un parallélogramme.

Caractériser Sy 0o Sg o S © Sp.

Solution

SpoSpoScoSp =tgzotpe = t,Ba+pc) = to-

ﬁSAOSBOSCOSD=Id?.

d) Expression analytique d’'une symétrie centrale

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit le point I(x;, y;).

Un point M (x, y) du plan a pour image un point M'(x',y") par la symétrie S;, signifie que ;
S(M)=M' =1=Mx*M ;

x' +x

= x'=2x—x

=t
= .
y+y W =2y-y
2
Cette écriture est I’expression analytique de la symétrie centrale de centre I.

=

V1 =

Exemple 13

Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,)), soit la droite d’équation (D): 5x — 6y + 3 = 0, et le cercle
d’équation ; (€):x% + 8x + y2 — 2y — 152 = 0.

1°/ Déterminer une équation de (D’) image de (D) par la symétrie Sy tel que B(4;—7) ;
2°/ Donner une équation de (€') = Sz(C).

Solution

1°/ (D):5x — 6y +3 =0.

I- Premiere méthode

{x’=8—x :{ x=8—-x"
y'=-l4-y " ly=-14—-y"

=508-x)—6(-14—y)+3=0;
=40—-5x"+84+6y'+3=0;

(D"):5x' — 6y — 127 = 0.

ll- Deuxieme méthode

Onad’une part; (D)//(D") = 5x — 6y + ¢ = 0.
D’autre part ; E (O,%) € (D) = Sz(E) = E' € (D).

Xp =8-0=8 N
{yE, ——14-1=-_2 —F (8-2).



E' vérifie I’équation de (D’);
5(8)—6(—2)+c=0=40+87+c=0;
= c¢=-127= (D'):5x — 6y — 127 = 0.
2°/(C):x*+8x+y?—2y—152=0;
I- Premiére méthode
(8—x)2+8(8—x)+(=14—y)2 —2(-14—y") —152=0;
= 64— 16x" + x>+ 64 —8x' +196 + 28y’ +y'> + 28+ 2y’ —152=0;
= C': x’2—24x’+y’2+30y’+56=0;
=C': (' —12)>—-144 + (y + 15)2 — 225+ 200 =0;
=C: (x-12)>+(y'+15)2-169=0;

=C: (x-12)>+(y' +15)2 =169 = 13? = CzH’(IZ,—IS); 13)°
Il- Deuxieme méthode

(€):x2+8x+y2—2y—152=0

Déterminons les coordonnées de H centre de (C).
(x+4)?2-16+(y—-1)2-1-152=0= ;
(x+4)2+(y—-1)?2-169=0 =;
(x+4)?+(y—1)2=169 = 13?2 = H(—4,1).
Soit H' le centre de C'tq H' = Sz (H) = ;

{ Xy = 8—(—4) = 12
yyr =—14—1=-15

(€):(x' —12)* +(y' +15)2 =169 =13* = c'(H’(1z,—15),- 13)

= H'(12,—-15) = ;

4. La Symétrie axiale ou réflexion
Définition
Dans le plan P soit la droite fixée (A).

On appelle symétrie axiale (ou réflexion) d’axe (A) (ou par rapport a la droite (A)) et on la note Sy, la
transformation dans le plan P qui laisse les points de (A) invariants, et qui a tout point M de P
n’appartenant pas a (A), associe 'unique point M’ de P tel que (A) soit la médiatrice de [MM'].

_( MsiMEe (A)
SA(M) = {M'/ (A) = med[MM'] SiM ¢ (A)

Exemple 14

Soit ABCD un carré. Construire les images de ABCD par les réflexions ; Scap), Scac)-
Solution

Scap)(A) = A (car A € (4B),

Scap)(B) = B (car B € (4B),



Scap)(€) = C'/ (AB) = med[CC'],

Scap)(D) = D'/ (AB) = med[DD']

Donc, I'image du carré ABCD par la réflexion S 45 est le carré ABC'D’.
Scacy(A) = A, Stucy(B) = D, S(ucy(C) = C, Sacy(D) = B,

Donc, I'image du carré ABCD S, est lui-méme.

C'

Exemple 15

Soit ABCD un parallélogramme. Construire I'image de ABCD par Sgp).
Solution

Sep)(B) = B (car B € (BD),

Spy(D) = D (car D € (BD),

Sny(A) = A'/ (BD) = med[AA'],

Sp)(C) = C'/ (BD) = med[CC'].

Sp):ABCD — A'BC'D (figure).

\ o

A
a) Propriétés

1°S,(M) =M < S;(M'") = M.

S, est une bijection et sa bijection réciproque est (S;)™! = S,;.

2°S,; 0S8, = Idyp (Idyp est I'application identique dans le plan P).

3° Si une droite (A) est perpendiculaire a (d), alors (A) est globalement invariante par Sj.

4° La réflexion change la mesure d’un angle orienté en son opposée :



(Un angle direct aura pour image un angle indirect, et un angle indirect aura pour image un angle direct).
S.(AB,AC) = —(4B, AC).

b) La réflexion conserve ;
a- La distance : (la réflexion est une isométrie)
S;(M,N) — (M',N') = M'N' = MN
b- Le parallélisme :

(A1) // (B3) et Sq: (A, 4;) — (A", A7) = (8'1) // (A7)
c- L'orthogonalité :
(A) L (Ay) et Sy: (A, ;) — (44, 47,)

= (4') L (A7)

d- L’alignement :
A, B et C trois points alignés, = S;(A), S;(B) et S;(C) sont alignés.
e- Le contact :
F=ENG = S,;(F) =S,(E)nS,(6).
f- Le barycentre :
A| B | C

G = bar =
a | B |v

Sa(A) | Sa(B) | S4(C)

S.(G) = bar

c) Composée de deux réflexions ;

a- D’axes paralléles :

Soit S, la réflexion d’axe (d) et S, la réflexion d’axe (d").
M:Sqy —» M":Syr — M"
M—Sg085; —>M"

S,(M) = M' = MM’ = 2IM’



Sy(M) =M" = M'M" = 2M']

Donc; MM" = 2I] = t,;(M) = M"".

D'ou, S47 084 = t,j, avec I un point de (d) et J son projeté orthogonal sur (d").
La composée de deux réflexions d’axes paralléles est une translation.

Exemple 16

ABCD est un carré.

Déterminer la nature des transformations S4p) © S(pc) €t Seacy © Scap)-
Solution

Sy ° Swocy = typas €t Sesey © Scap) = a5

b- D’axes perpendiculaires :
Soit (A) et (A") deux droites perpendiculaires en I, et soit S, la réflexion d’axe (A) et Sy, la réflexion d’axe
).
Cherchons a déterminer Syr © Sy ;

M:Sy > M'":Sy — M"

M — Sy 085y — M"

Sy(M) = M' = MM’ = 2KM’
Sy(M) =M" = MM =2M'L
Donc; MM'" = 2KL.
Comme (MM') L (M'M") = ABC est rectangle en M' et = M * M'"' (propriété des milieux).
Donc; Syr o Sa(M) =M" / I =M M",

Donc, la composée de deux réflexions d’axes perpendiculaires est une symétrie centrale de centre I, point
d’intersection des deux droites.

\// 4
" N
I

Exemple 17
ABC est un triangle non aplati et A’ est le pied de la hauteur issue de A.

Caractériser S, 47y © S(pc).-

Solution



Ona(44') L (BC) = S(aa’y ° Se) = Sa'-

Exemple 18

Soit ABCD un rectangle de centre O, caractériser les transformations S4p) © Scp) ;
Puis ; Scap) © Sac) ° Soe) © S(pay-

Solution

Scap) ° S(cp) = tacs ;

Scap) ° Sac) ° Swe) ° Spay = Sp ° Sp = typp:

Exemple 19

Sur la figure ci-dessous, déterminer la nature de chacune des transformations suivantes ;

A B
0
L ]
Q P
D c
K

a) tmotm;tmotﬁ,tmotw;
b) SMOSN,SNOSP,SJOSK,'
c) Sy ° Sy Sas) °© Scapy, Sac) ©Sux)

Solution

a) i ot = taw s
tmOt]—P’ = tap
tyn ° trg = ldp;

b) Sy oSy = tais
Sy o Sp =tgg;

S; oSk = tpg;

) Swn) °Spe) = txi s
S(AB) ° S(AD) =S4,
Stee) ° Suk) = tap-

c- D’axes sécants :
Soit (A) et (A") deux droites sécantes en A avec (A, A’) =[.
Posons M' = Sy(M) et M" = S,/ (M').

Etudions S,/ © S,



Sy(M) = M’

e @
AM = AM'’

= {(a ) - 2 3 ) 0

((A) étant la bissectrice de (W,AM ’)).

= (A) = med[MM']

Sy (M) =M"= (A") = med[M'M"]
AM' = AM"

= (aM’, am”) = 2 (AM', 4))

((A") étant la bissectrice de (AM "AM ")).

De|l]et ona;
{ AM = AM' = AM"
(AM,AM') + (AM',AM"") =

=2 (TI,W) +2 (W,A_j)
=2(41,4]) = 28
Donc, Syr o Sp(M) = M" telque ;
AM = AM" et (AM,AM") = 28
Avec f = (m)
La transformation R = S0 S, est appelé une rotation de centre A et d’angle 2.
Exemple 20

ABCD est un carré direct de centre O.

Déterminer a chaque fois la nature de la transformation f et construire I'image du carré ABCD par f
1°/f = S(AC) ° S(AB) ;

2°/ f = Swe) ° Seacy 5

3°/ f =Swe) ° Seasy s

4°/ f = Swp) ° Sc) -

Solution

1°/ f = Sacy ° Stap) = r(Ag) = f(ABCD) = ADC'D’ (fig. 1).



2°/f = S(DC) o S(AC) = T(C’_g) = f(ABCD) =A'D'CD (flg 2)

3°/f = S(DC) o S(AB) =tya5 = f(ABCD) =A'D'C'D' (fig. 3).
4°/f = S(BD) o S(AC) = SO = f(ABCD) = ABCD.
ABCD est globalement invariant par S, (fig. 4).
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5. La rotation
Définition
Dans le plan P, Soit un point A fixé et soit a un réel donné.

On appelle une rotation de centre A et d’angle a et on la note R, ), la transformation dans le plan P qui
laisse le point A invariant, et qui a tout point M distinct de A associe le point M’ tel que ;

AM' = AM et (W, W) - a.

On écrit ;



R(A,a)(A) =A et

) AM = AM'
Ryey(M) =M < (W,AM’) —a
M
a
A M’
Exemple 21
Soit ABC un triangle équilatéral direct
L.
i 5
A x B
AB = AC
—_— ——> T —
{(AB,AC) =27 Rap® =L
CA=CB
— ——> T —
{(CB, CA) _ -3 = R(C; _%)(B) =A

Exemple 22
Soit ABC un triangle non aplati. Construire 'image de ABC par R(B _E)-

2

Solution
R/, m(B)=B;
(-5

BA = BA'
R(B,_%)(A) =4 = {(ﬁ'ﬁ) _ _g ;

CA=CA
Ro-5)© =" = (@) = -3

R(B'_%)(ABC) = A'BC' (figure).



i\

Exemple 23

ABCD est un carré direct de centre O.

I, ], K et L sont les milieux respectifs [AB], [BC], [CD] et [DA].
Déterminer le centre et les angles des rotations R, et R, tel que ;
R,(A)=B,R,(B)=C,Ri(C)=DetR,(D)=A
Ry(I) = L, Ry (L) = K, Ry (K) =] etR,(J) = I

Solution
B I A
J L
0
Cc K D
Soit Ry = oE)' il en résulte que ;
2
OA'= OB
R,(A) = B car ( A OB) _
0 =0C
R,(B) =C car 0B,0 )
0oc =0D
R,(C) =D car ( )
0D = OA
R, (D) = Acar (OD OA) _T

Soit R, = R(o _E)' il en résulte que ;
o2
0l = 0L
R,(I) = L car (m’ O—L’) __r;
’ 2

OL = OK
R,(L) = K car (m’ W) __"m;
’ 2



OK = 0]
R,(K) =]car{(ﬁ Uj) __T;
! 2

0] =0I
R,(J) =1 car{(ﬁj,m) __m

2
a) Propriétés
) AM = AM'
1° R(A,a)(M) =M = (W,A—M’) —

AM' = AM
- {(A—M,: A) = g = R (1) = M.
La rotation R, 4 est une bijection et sa bijection réciproque est une rotation de méme centre et d’angle
- a (opposé de a) ; (R(A,a))_l = Rip-a)-
2° Si un cercle (C) a pour centre le point 4, alors (C) est globalement invariante par R4 4).
b) La rotation conserve ;
a- La distance : (la rotation est une isométrie)
Riaay(M,N) — (M',N') = M'N' = MN
b- Le parallélisme :

(A1) // (A7) et Regeyi (A1, 43) — (A',4°) = (A') // (A7)

c- L'orthogonalité :
(A1) L (A) et Ripey: (A4,45) — (A1, A) = (A1) L.(A7)
d- Le contact :
F=EnG=
Riaa)(F) = Riaa)(E) N Rapa) (G).
e- L’alignement :
A, B et C trois points alignés = R4 ¢)(A), Riaq)(B) et R4 4)(C) sont alignés.
f- Le barycentre :
A | B.|C

G = bar =
a | B |V

Riae)(4) | Rawy(B) | Reaw(C)
a B Y
g) Lorientation d’un angle :

R(A,a) (G) = bar

La réflexion conserve la mesure d’un angle orienté;

(Un angle direct a pour image un angle direct, et un angle indirect a pour image un angle indirect).
Risa)(AB,AC) = (AB,AC).

c) Propriété angulaire



Si R(Q,a): (A, B) — (A,; B,)I
Alors ; (/TEA’B’) =qa
Démonstration

Soit C le point tel que QABC est un parallélogramme. Donc C' = R(q 4)(C) est le point tel que QA'B'C’ est
un parallélogramme, d’ou ;

(4B, 7F) = (a¢, a¢) = a

Remarques

A-Si () est le centre d’une rotation R, telle que ;
R(M) =M,

Alors Q est situé sur la médiatrice de [MM'].

B- Une rotation d’angle g s’appelle un quart de tour direct.

C- Une rotation d’angle m est une symétrie centrale dont le centre est le celui de la rotation.
R(an-) = SQ.
D- Une rotation d’angle 0 est I'identité du plan Id».

Exemple 24
A. Soient A et B deux points distincts d’un cercle I" de centre O non diamétralement opposés.
Pour tout point M de I" autre que A et B on désigne par H I'orthocentre de AMB. Soit enfin C le symétrique
de A par rapportaO.
1) a) Montrer que (MH) // ((BC).
b) Montrer que (BH) // (CM).
c) En déduire la nature du quadrilatéere MHBC.
2) a) Quelle est I'image d M par la translation t de vecteur CB ?
b) Quel est 'ensemble des points H lorsque M décrit I sauf A et B ? Dessiner cet ensemble.
B. Soit ABCD un parallélogramme de centre O ; soit | un point du segment [AB] et J un point du segment
[BC].
On note s la symétrie de centre O, soient K et L les images respectives de | et J par s.
Montrer que IJKL est un parallélogramme de centre O.
Quelle est I'image de la droite (AB) par s ?
1) Montrer que K appartient a (CD).
2) Montrer que L appartient a (AD).



C. ABCD étant un parallélogramme, on note A’ et C’' les symétriques respectifs de A et C par rapport a
(BD).

1) Faire une figure.

2) Montrer que le milieu de [AC] est encore celui de [A’C’], que peut-on déduire pour AA’CC’ ?

3) Montrer que AC = A’C’, que peut-on déduire pour AA’CC’ ?

Solution
A. 1) (CB) et (MH) sont perpendiculaires a la méme droite (AB).
Donc (MH) // (CB).
b) De facon analogue (BH) et (CM)
M

sont perpendiculaires a la méme droite
(AM), donc (BH) // (CM).

c) MHBC a ses cotés deux a deux
paralleles, donc c’est un parallélogramme.

2°) a) MHBC est un parallélogramme, d’ou MH =CB = t,.(M)=H.

b) Lorsque M décrit I", H décrit t(I") qui est un cercle I'"” de
centre O’ = t(0) et qui a le méme rayon.

B. 1) La symétrie S de centre O transforme len KetJenL.
Donc O est le milieu commun de [IK] et [JL], L
d’ol IJKL est un parallélogramme de centre O.
2) a) le centre O de ABCD est le I 0

milieu commun de [AC] et [BD].

S transforme donc Aen C ;B en

D et par suite (AB) en (CD). B ] C
b) I est un point de (AB), donc

son image K par s est un point de I'image de (AB).

C’est- a dire de (CD) ; K € (CD).

3) utilisons un procédé analogue a celui de la question 2° ; on a vu que S transforme Aen C; doncCenA;
BenD.

Elle transforme donc (BC) en (AD), d’autre partJ € (BC) et son image L € (AD).
C. 1) Construction :

2) une réflexion conserve les milieux.




Le milieu de [AC] a pour image le milieu de [A’'C’].

Or le milieu de [AC] est le centre O

du parallélogramme ABCD,

il appartient a la diagonale (BD),

il est donc sa propre image dans

la réflexion d’axe (BD).

Donc O est encore le milieu de [A’C’], le quadrilatére AA’CC4 est donc un parallélogramme.
3) une réflexion conserve les distances ; A a pourimage A’ ; C a pour image C' donc AC=A'C’.
Le parallélogramme AA’CC’ a ses diagonales de méme longueur c’est un rectangle.

Exemple 25
Soit ABCD un carré direct ((ﬁ, ﬁ) = %) ; Soit P un point de [AB] et B le point du segment [BC] tel que

BQ = AP ; On note O le centre de ABCD ; On désigne par r le quart de tour direct de centre O.
1) a) Quelle est I'image de A parr ?

b) Quelle est 'image de B parr?

c) Déduire de a) et b) I'image par r du segment [AB].
2) a) Quelle est I'image de P parr ?

b) Montrer que le triangle OPQ est rectangle isocéle en O.

Solution
1) a) O est le centre du carré direct ABCD ; on a donc: D'-.___ C
OA =0B ‘ g
— ——\  +
(0A ;0B)=""
2
L'image de A par r est donc B.
OB=0C
b)Onademéme < ,— ., 4+ ; I'image de B est donc C.
(OB ;0C)= 7“ RE

c) Il résulte des questions a) et b) que r([AB]) = [BC].
2)a) P € [AB] = r(P) € [BC] et comme AP = BQ; on trouve que r(P) = Q.
OP=0Q

b) Puisque r transforme P.en Q;ona: +7

(@;(?QF?

Il en résulte que OPQ est isocele rectangle en O.

Exercices généraux

Exercice 1

Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,7), soit A(7; —2), B(4;5) et C(—1;3).

Déterminer les coordonnées des points A’, B’ et C’ images respectives de A, B et C par la translation de
~(4

vecteur u (_3>.

Exercice 2

Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,7), on donne la translation de vecteur U (_23)



1°/ Déterminer I'expression analytique de la translation t3;.

2°/ Utiliser cette expression pour calculer les coordonnées des points A’ et B’ image des points A(1; —5)
et B(3,—1).

Exercice 3
Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,7), soit D la droite d’équation ;
5 —3y+3=0.

Déterminer une équation de la droite (D’) image de (D) par la translation de vecteur U (_23)

3°/ La translation transforme un cercle (€C) en un cercle (C") de méme rayon, le centre O de (C) a pour
image le centre 0’ de (C').

Exercice 4
Dans le plan P muni d’un repére (0; T, )), soit la droite (D) d’équation cartésienne ;
3x +2y—1=0.

1° Déterminer une équation de la droite (D") image de (D) par la translation t; tel que U (_52) ;

2° Déterminer une équation du cercle (") image du cercle C(4,3) tel que (—4,1) .
Exercice 5
Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,)), soit (d) une droite d’équation ; 4x + 5y — 2 = O et t; et t3

deux translations de vecteurs respectifs 1 (_73) et v (g)

Déterminer une équation de (d’) image de (d) par la translation ty; o t;.
Exercice 6

Soit ABCD un parallélogramme de.centre O.

Construire I'image de ABCD par la translation

tig ° tge-

Exercice 7

Soit ABC un triangle non aplati, G son centre de gravité, A’ le milieu de [BC], C’ le milieu de [AB] et B'le
milieu de [AC].

Déterminer le centre et le rapport de ’lhomothétie qui transforme les sommets du triangle en milieux de
ses cOtés.

Exercice 8

ABC est un triangle non aplati, on note Ay, Ap et A, les hauteurs issues respectivement de A, B et C.
Caractériser une homothétie qui transforme les hauteurs de ABC en médiatrices de ABC.

Exercice 9

ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD], soit I le milieu [AB], ] le milieu [CD] et O le I'intersection de
ses diagonales.

Montrer que O, I et ] sont alignés.

Exercice 10



Soit ABCD et AEFG deux parallélogrammes tels que ;

E € [AB], G € [AD] et (EG)//(BD).

Montrer que 4, F et C sont alignés.

Exercice 11

Soit ABC un triangle non aplati.

Etsoit/ =Bx*C,] =AxCetK =A*B.

Soit P le point d’intersection de la paralléle a (B]) passant par K et la paralléle & (CK) passant par ]

1) Faire une figure ;
2) Démontrer que A, P et I sont alignés.

Exercice 12

P et Q sont deux points.
p Q
-3 1
Soit la fonction f(M) = M’ tel que ;

G = bar

PM’ = PQ + 3PM.

Démontrer que f est une homothétie dont on caractérisera (centre et rapport).
Exercice 13

ABC est un triangle non aplati.

A=BxC, B =A+«C et C'=Ax*B.

P est un point du plan P.

Les droites (A,), (Ag) et (A.) passent respectivement par A, B et C et sont paralléles respectivement a
(PA"), (PB") et (PC").

Soit G le centre de gravité de ABC.

1°/ Montrer que les droites  (A,), (Ap) et (A;) sont sécantes en un point Q ;

2°/ Faire une figure ;

3°/ Justifier que P, Q et G sont alignés.

Exercice 14

Soit ABC un triangle non aplati.

[=B=«C;PelIC];Q € [BI]etM € [AI], tel que ; (MP)//(AC) et (MQ)//(AB).

1°/ Faire une figure ;

2°/ Soit h ’lhomothétie de centre I qui transforme A en M, déterminer h(B) et h(C).

3°/ Montrerque I = P = Q.

Exercice 15

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit les points A(5,—3) et B(7,2).
1°/ Donner les cloordonnées de A’ et B’ images des point A et B par I’homothétie h de centre Q(4, —3) et

de rapport k = 3



2°/ Donner une équation de (AB) ;

3°/ Donner une équation de (A) image de (AB) par 'homothétie h.

Exercice 16

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P sont donnés A(2,3) ; B(1,-2);u =1+ 2jetv = =27 +].
1°/ Vérifier que (0; U, V) est un repére du plan ;

2°/ Donner une équation de (AB) dans le repére (0; 1,]) ;

3°/ Donner une équation de (AB) dans le repére (0; U, V) ;

4°/ Soit h ’homothétie de centre Q(1,—3) dans (0; 7,)) et de rapport 2, donner les coordonnées de ()
dans (0; U, V) ;

5°/ Déterminer de deux fagons une équation de la droite (A) image de (AB) par h = h(q ).
Exercice 17
Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,]), on considére les droites ;

(A):2x+3y—5=0;

(Ay) :4x+6y+24=0.
1°/ Quelle est la position relative de (A,) et (A,) ?
2°/ Déterminer le rapport k, de ’lhomothétie h, de centre I(3,4) transformant (A;) en (A,).
3°/ Déterminer le centre J d’abscisse nul de I’lhomothétie h, de rapport k, = 2 transformant (A;) en (A,).
Exercice 18
Soit ABCD un carré.
On définit I'application f par f(M) = M'tel que ;

MM’ = MA — ME + MC + MD.

1°/ Déterminer f(A), f(B),f(C) et f(D);
2°/ Construire A’, B’, C’et D’ ;
3°/ Quelle est la nature du quadrilatéere A’B'C’D’ ;
A | B c | D
1 -1} 1 1

4°/ Soit G = bar

Exprimer f(M) en fonction MG ;
Quelle est la nature de f ?
Exercice 19

ABCD est un losange tel que ;
—_— 21
AB =3et (AB,AD) = — [27]

C’ est 'image de C par le quart de tour direct de centre B. O est le point commun entre (CC') et (BD). A’
est I'image de A par 'homothétie h de centre O qui transforme C en C’.

1°/ Montrer que (BD) est la médiatrice de [A'C'] ;



2°/ Déterminer la nature du quadrilatere AC’A’C ;
3°/ Déterminer le rapport k de ’homothétie h.
Exercice 20

Soit ABC un triangle non aplati. Les points P, Q et R sont tels que ;

AP=:AB; A0 ==4C; BR=2BC,
3 3 3

Soit T le milieu de [PB] et S le milieu de [BR].

1°/ Faire une figure ;

2°/ 1°) Déterminer le rapport k de ’homothétie h de centre A qui transforme ;

A’/ QenC,

B°/ T en P,

C°/ P enB.

2°) Déterminer le centre de ’homothétie h de rapport % qui transforme ;

A’/ QenC,

B°/ PenA,

C°/RenC.

a2

3°) déterminer les images par h(
'3

) de ;
A°/ La droite (BC),

B°/ Le segment [AC],

C°/ Le triangle ABC.

Exercice 21

ABC est un triangle non aplati. E et F sont les points définis par ;

—_— 5——> —_— —
AE = -AB ; AF ==-AC.
8 5

1°/ Faire une figure;

2°/ Exprimer E comme barycentre de (4; B) ;

3°/ Que peut-on dire des droites (CE) et (BF) ?

4°/ Déterminer le rapport de I’homothétie h de centre A qui transforme Ben E ;
5°/ Quelle est I'image de F par h ?

6°/ Existe-t-il une homothétie h’ qui transforme B en C et F en E, si oui quels sont ses éléments
caractéristiques ?

Exercice 22

ABC est un triangle non aplati.

A tout point M du plan P on associe le point M’ tel que ; MM’ = MA — MB — MC.
Soit D le point du plan P tel que ABCD soit un parallélogramme.

1°/ Déterminer les points A’, B’, C'et D'.



2°/ Que représente A’ pour A, B pour B, C' pou C ?

3°/ Quelle est donc la nature de la transformation f quia M associe M’ ? Pourquoi ?
Exercice 23

Soit ABC un triangle quelconque.

1°/ Construire I'image de ABC par la symétrie S,.

2°/ Quelle est la nature du quadrilatére BCB’C’ ? Prouvez-le.

Exercice 24

ABCD est un parallélogramme.

Caractériser Sy 0 Sg o Sz © Sp.

Exercice 25

Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,)), soit la droite d’équation (D): 3x + 2y — 4 =0, et le cercle
d’équation ; (C):x%2 —6x +y2 —y = 0.

1°/ Déterminer une équation de (D’) image de (D) par la symétrie Sy tel que B(=1; 2) ;
2°/ Donner une équation de (C') = Sz(C).

Exercice 26

ABCD est un carré.

Déterminer la nature des transformations S4g) © S(pey et Saey © Scap)-

Exercice 27

ABC est un triangle non aplati et A’ est le pied de la hauteur issue de A.
Caractériser S(AA') ° SBe)-

Exercice 28

Soit ABCD un rectangle de centre O, caracteériser les transformations S4p) © Scp) ;
Puis ; Scapy © Sae) © Stoe) ©S(pay-

Exercice 29

Sur la figure ci-dessous, déterminer la nature de chacune des transformations suivantes ;

A B
0
L J
Q P
D c
K

d) tﬁotm;tmotﬁ;,tmotﬁj;



e) Sy oSy, Sy°Sp,SyoSk;
f) Swny © Sepo)s Scap) © Stapy, Sy © Sux)
Exercice 30
ABCD est un carré direct de centre 0.
Déterminer a chaque fois la nature de la transformation f et construire I'image du carré ABCD par f
1- f= S(AC) ° S(AB) ’
2- f =Swc)° Suc) s
3- f= S(DC) ° S(AB) ;
4- f = S(BD) ° S(AC) .
Exercice 31
Soit ABC un triangle équilatéral direct. Montrer que ;

R(A%)(B) =C etR(C; )(B) =A

_r
3

Exercice 32
Soit ABC un triangle non aplati.
Construire I'image de ABC par R(B _E).

2
Exercice 33

ABCD est un carré direct de centre O.

I, ], K et L sont les milieux respectifs [AB], [BC], [CD] et [DA].

Déterminer le centre et les angles des rotations R, et R, tel que ;

Ri(A) =B,R,(B)=C,R(C) =DetRy(D)=A

R,(I) =L, R,(L) = K, Ry,(K) =/ etR,(J) =1

Exercice 34

ABCD est un carré direct. Les triangles ABE et BFC sont équilatéraux directs.
Montrer que les points D, E et F sont alignés.

Exercice 35

ABC est un triangle rectangle direct. M est un point intérieur au triangle tel que MA = 5cm ; MB = 4cm;
MC = 3cm. Soit N le point du plan tel que AMN soit équilatéral direct.

1) Calculer les distances MN et NC ;

2) Quelle est la nature du triangle MNC ?
3) Déterminer une mesure de I'angle ANC ;
4) En déduire une valeur approchée de AC.

Exercice 36

ABC est un triangle quelconque ; on construit extérieurement les carrés ABDE et ACFG.

Montrer que BG = CE et (BG) L (CE).

Symétries et translations



Exercice 38

ABCD est un rectangle de centre 0. Déterminer les transformations suivantes :

a) Sag) O S(co) ; S(aB) O S(ap) ; Siac) O Siep) ;
b) t ;0S8 ; t;50S0 ; t,z0S0 ;
c) t50Sm0) ; t0Spo) ; i O Sac;

d) SAOSe ; SBOSQ ; ScOSe,‘

e) t0 tCT) 7 50 tg ; tﬁOt/Tc'

Homothéties

Exercice 39

Traduire par des égalités vectorielles les
phrases suivantes :

a) M’ est I'image de M par ’homothétie de centre 0 et
de rapport 5.

b) Le point C a pour image D par I'"homothétie de

1
centre S et de rapporta .

¢) L'homothétie de centre | et de rapport -3
transforme A en B.

Exercice 40

Interpréter en utilisant une homothétie les égalités vectorielles suivantes :
BC=4AB ; 2MN=-5MPp : %R—s’=4m

Exercice 41

Soit I’homothétie de centre | et de rapport -2; A’; B’; C’' sont les images des points A, B, C par cette
homothétie.

Compléter les égalités suivantes :

Exercice 42

Soient A ; B et C trois points deux a deux distincts.



Déterminer dans chacun des cas suivants le rapport de ’homothétie de centre A transformant B en C.
DAC+3AB =0 ; 2)BC - 4BA =0 ; 3)BC = 2BA.
Exercice 43

Soient A, B et C trois points deux a deux distincts tels que : AC =5BC.

Déterminer le rapport de :

a) L'homothétie de centre A qui transforme C en B.
b) L’'homothétie de centre B qui transforme A en C.
¢) L'homothétie de centre C qui transforme A en B.

Exercice 43

On considéere un trapéze ABCD de bases [AB] et [CD] ; et M un point du plan. Construire I'image de M par
I’'homothétie qui transforme Aen Cet B en D.

Exercice 44

On considere la figure suivante :

L L  J L ]

<] '} ®
A B C

a) Trouver le centre de 'lhomothétie de rapport 3 qui transforme B en C.
2
b) Trouver le centre de 'lhomothétie de rapport 5 qui transforme A en B.

Exercice 45

Soit ABC un triangle ; H son orthocentre, 0 le centre du cercle circonscrit, | le centre du cercle inscrit. Une
homothétie h transforme le triangle ABC en le triangle A’B’C’.Définir les images des points H; 0 ; | par cette
homothétie.

Exercice 46

Le plan est muni d’un repere (O ; i j)

Calculer les coordonnées du point M’ image de M par ’"homothétie de centre 0 et de rapport 3.
Exercice 47

Le plan est muni d’un repere (O ; i; j).

On considere 'application h du plan dans lui-méme qui a tout point M(x ; y) associe le point

M’(2x -1 ; 2y +3).



a) Démontrer qu’il existe un unique point | tel que h(l) = 1.
b) Démontrer que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

Exercice 48

Le plan est rapporté aun repére (O 1; j). Soit f la transformation du plan qui a tout point M(x ; y) associe

M’(-2x + 3 ; -2y -6). Démontrer que f est une homothétie dont on déterminera le rapport et le centre.

Déterminer en fonction de x et y les coordonnées du point M”’image de M par la transformation réciproque
de f.

Exercice 49

ABC est un triangle ; M est un point du plan. On considére les transformations f, g et k tels que :

f= tﬁ ﬁ:’ ]

ohc;2;8=hc;2)ot_. ;k=hc;20he. %).

Construire les images M; ; M, et M3 du point M par les trios transformations f; g et k.
Rotations

Exercice 50

Soit OAB un triangle isocele en O ; tel que ((T4 ;ﬁé) =§.

Déterminer les points : r, g) (A) etrp. %) (B).

Construire a la regle et au compas les points:

" re; %) (A) 5 re; Zp(B) ety (B) ;
4 4 4

= e ST (AN e o (0) 5 ras- ST (0)
8 8 8
Exercice 51

Soit Soit ABCD un rectangle tel que : Mes(@ ; A—D) = g

. N ). . , 27
Construire a la regle et au compas I'image de ce rectangle par la rotation de centre A et d’angle ?

Exercice 52

Soit A une droite et 0 un point extérieur a A.



1) a) Construire 'image A’ de A par le quart de tour direct de centre 0; on écrira et justifiera le programme
de construction.

b) Soit U un vecteur directeur de A et u' un vecteur directeur de A’.

Quelles sont les mesures principales possibles de I'angle orienté (u ; u') ?

2) Méme question pour le quart de tour indirect de centre 0.
Exercice 53

Soit A une droite, 6 un point extérieur a cette droite.

1) a) Construire I'image A’ de A par la rotation de centre 0 et d’angle g

On écrira et justifiera le programme de construction.
Soit u un vecteur directeur de A et u' un vecteur directeur de A’.

Quelles sont les mesures principales possibles de I’angle orienté (ﬁ ; H”) ?

2) Méme question avec la rotation de centre 0 et d’angle %

Exercice 54

Soit ABC un triangle équilatéral tel que

Mes(@;?é ) =§ ; G son centre de gravité et A'B’C’ les milieux respectifs des segments [BC] ; [AC] ; [AB].
Quelle est la nature des transformations f ; get k ?

Quels sont les points r(g; g) (C);ria; g) (B); rc. g) (A)?

Déterminer le centre et I"angle d’une rotation qui transforme AenB ;Ben C; CenA.

Construire les points P ; Q et R tels que :
P= 1y E) (C), Q= c; E) (B), R = re; E) (A)

3 3 3
Démontrer que le triangle PQR est équilatéral.

Exercice 55

Soient A et A’ deux points distincts et r une rotation d’angle T transformant Aen A",
3

Construire a la regle et au compas le centre de cette rotation.



Exercice 56

Soit ABCD un carré tel que (AB ; AD) =§

On note E ; F; G et H les milieux respectifs des segments [AB] ; [BC] ; [CD] ; [DA].

1) Démontrer qu’il existe une rotation qui transforme A en D et B en A. Déterminer son centre et son angle.

2) a) Démontrer qu’il existe une rotation qui transforme B en D et A en A, Déterminer son centre et son

angle.

3) Montrer qu’il existe une rotation transformant A en D et G en F, Déterminer son centre et son angle.

4) a) Démontrer qu’il existe une rotation qui transforme A en D et G en E, Déterminer son centre.

. L , —Q , @ N ,
b) soit o la mesure principale de son angle ; démontrer que tan(T ) = 2; en déduire a I'aide d’une

calculatrice une valeur approchée de a.
Exercice 57

Soit ABCD un trapéze de bases [AD] et [BC], tel que Mes( BC 3 ﬁ) = i—;

1) Trouver une rotation

A B
transformant Aen D
etBenC.
Préciser son centre
ol
et son angle. D 12 C

2) Trouver une
Rotation
transformant Aen Cet Ben D.

Préciser son centre.
Exercice 58

ABC un triangle équilatéral direct, «

son cercle circonscrit, M un point de AC et | le point du segment [MB] tel que Ml = MA.

1) Démontrer que le triangle AMI est équilatéral.

2) Déterminer I'image de | par la rotation de centre A transformant B en C.



3) En déduire que: MA + MC = MB.
Exercice 59
ABC un triangle équilatéral tel que Mes( E; A—C) = g , G son centre de garvité ; A’; B’; C’' les milieux

respectifs des segments [BC] ; [AC]; [AB].

. . . . . , 2n .
Déterminer trois couples de droites (A ; A’) telles que la rotation de centre G et d’angle ?smt

I'application s; 0 sa.

Exercice 60

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O ; 1 ; 3).

. . ’ T . 7 ’ ’ ’ .
Soit r la rotation de centre 0 et d’angle E, M un point de coordonnées ( x; y); ! ; J; M’ les images

respectives de | ;J; et M parr.

Démontrer que le repére (O ; i ; j') est orthonormé direct.
Démontrer que le point M’ a pour coordonnées

(x;y) dans le repere (O ; i ; f’).

Exprimer en fonction de x et y les coordonnées de M’ dans le repere (O ; 1 ; f).



XV- GEOMETRIE DANS L’ESPACE

=|H Faire savoir

Le cours

1. Détermination d’une droite dans I'espace
Une droite dans I'espace est déterminée par ;

A- Un vecteur directeur et un point :

5
(d) : iZ(—AL); A(2,0,-9)
3

B- Deux points :
(d) : (A(0,10,-3); B(1,—4,11))

C- Un systéme d’équations de plans.

(2x+3y—-5z=7=0
(d)'{x—4y+6z+1=0

2. Détermination d’un plan dans I'espace
Un plan dans I'espace est déterminé par ;

A- Trois points non alignés
B- Deux droites paralleles

C- Deux droites sécantes
D- Une droite et un point non situé sur la droite
E- Un point et deux vecteurs directeurs non colinéaires.




3. Positions relatives de droites et de plans

A- Plans et droites

Une droite et un plan sont ou sécants, ou paralleles.

a

QLePr=QL)//P

(La droite est contenue dans le plan)

DNP=0=()//P

AN

A coupe P : (A)'nP = {A}; ondit que (A) perce le plan

4. Plans et plans
Deux plans sont sécants ou paralleles.

L'intersection de deux plan est une droite ;

?’
ra P 3 ' ¢ | -
o ?1 P 3
- » pE ‘.
P1// P2

5. Droites et droites



Deux droites dans I'espace sont coplanaires ou non coplanaires.

d; 2
2 7N d, ;

1-(dy) // (d7)

2- (dy) n (d3) = {A}

Dans les deux figures ci-dessus, les droites (d,) et (d,) sont dites coplanaires

v d; '
P *
PO dy ~

3. {(dl) Nn(dy) =90
(dy) ¥ (dy)

Dans la figure ci-dessus les droites (d;) et (d,) sont dites non coplanaires

Remarque

Si une droite (d) a deux points distincts contenus dans un plan P, alors tous les points de la droite sont
contenus dans ce plan (/a droite est incluse dans le plan)

6. Le parallélisme dans |'espace

a) Droite et plan

Une droite (d) est parallele a un plan P si elle est parallele a une droite de ce plan.

a- Conséquences

- Il existe une infinitude de droites passant par un point donné et paralléles a un plan donné.

- Il existe une droite et une seule passant par deux points donnés et paralléle a un plan donné.
b- Propriétés

1° Un plan coupe deux plans paralléles suivant deux droites paralléles.



4%

Pi/ [P,
PrnP =)= (4)//(,)
P,nP =(4y)

2° Si une droite (d) est paralléle a deux plans P; et P, sécants suivant une droite (A), alors (d) est
parallelea (A) =P, N P,.

d

P1//(d)
P/ /(D) = (d)//(D).
PinP,=(4)

b) Plans

Deux plans sont paralléles si'un d’eux est parallele a deux droites sécantes ou deux droites paralleles

appartenant a I'autre.
- . .

Ty

“‘?
s

c) Théoréme du toit



Si deux plans sécants contiennent deux droites paralléles, alors leur droite d’intersection est paralléle a ces
deux droites.

a- Conséquences
A- Il existe un plan et un seul passant par un point donné et paralléle a un plan donné.
B- Il existe un plan et un seul paralléle a un plan donné et contenant une droite paralléle a ce plan donné.

C- Un plan coupe deux plans sécants suivant deux droites paralléles a la droite d’intersection des deux
plans.

D- Si une droite est parallele a une droite d’un plan, alors elle est paralléle a ce plan.

E- Si une droite est paralléle a deux plans sécants, alors elle est paralléle a leur droite d’intersection.
F- Un plan paralléle a deux droites sécantes est paralléle au plan de ces deux droites.

7. Orthogonalité dans I'espace

a) Deux droites sont orthogonales dans I'espace si leurs paralléles coplanaires (qui passent par le méme
point) sont perpendiculaires.

b) Une droite est perpendiculaire a un plan si elle est perpendiculaire a deux droites sécantes de ce plan.

/>E'l\7

c) Si une droite est orthogonale a un planalors elle est orthogonale a toute droite de ce plan.

8. Orthogonalité et parallélisme dans I'espace

a) Si (A) est paralléle a (A") et (d) est perpendiculaire a (A), alors (d) est aussi perpendiculaire a (A), et
tout plan P perpendiculaire @ (A) est perpendiculaire a (A").

b) Si deux plans P et P’ sont paralléles toute droite (d) perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a
I'autre, et tout plan parallele a I'un est paralléle a I'autre.

c) Si deux plans P et P’ sont perpendiculaires a la méme droite d ou au méme plan Q, alors ils sont
paralléles.

9. Plan médiateur

P est le plan médiateur du segment [AB], s’il passe par le milieu de [AB], et est perpendiculaire a son
support (AB).

a) Propriété

Le plan médiateur d’un segment est 'ensemble des points de I'espace équidistants des deux extrémités de
ce segment.



10. Projection

Définition

Soit un P plan et une droite (d) sécants en un point A. Pour tout point M de |’espace € la paralléle a (d)
passant par M coupe P en M'.

Le point M’ est appelé projeté de M sur P selon (d) ou parallélement a (d).

P \ “"-.,..
/ .:'#M’ /
L’application p qui a tout point M € £ associe le point M' € P est appelée projection de € sur (ou dans) P
selon (d), et on note ;

p.E—>P
M— M

a) Cas particulier

Sid L P alors p est la projection orthogonale sur P et M’ est le projeté orthogonal de M sur P.

Exemple 1
Soit le cube ABCDEFGH ;

(EF)//(HG); (HG)//(AB) ;
(EG) et (HF) sont sécantes ;



(AG) et (EC) sont sécantes ;

(EG) et (DB) ne sont pas coplanaires ;

(FC) et (HA) ne sont pas coplanaires ;
(EGH)//(ABC) ; (BFG)//(HED) ;

(ADB) L (HGC); (AHG) L (EFC);

(ABC) et (EFC) sont sécants;

(HG)//(ABC) ; (EB) c (ABF); (HD) L (ABC).
(AG) et (HDC) sont sécantes.

H G
E F
D c
A B
Exemple 2

On considere un cube ABCDEFGH (voir figure).
1) citer toutes les arétes du cube qui :
a) sont paralleles a (AB).

b) coupent (AB)

c) ne sont pas coplanaires avec (AB). )
2) Citer toutes les faces du cube qui : E 3

a) sont paralléles a (AB) ;

b) coup@nt (AB) D:,-; ............... o
3) citer toutes les faces du cube qui A 4

a) sont paralléles a (ABCD)
b) coupent (ABCD).

4) Soit | le milieu de [EF], J celui de [FG] ; les droites (DF) et (1)) sont-elles coplanaires ?



Solution H G
1) Un cube a 12 arétes dont . 7’
4 arétes sont paralléles a (AB) : (AB) ; (CD) ;(EF) et (GH) ; : .
b) 4 arétes coupent (AB) : (BC) ; (BF) ; (AD) et (AE). 5 . __________ c
c) les 4 arétes restantes ne sont pas paralléles a (AB)

A B

et ne coupent pas (AB), donc elles ne sont pas

coplanaires avec (AB) : (CG) ; (DH) ; (FG) et (EH).

2) Un cube a six faces

a) quatre sont paralléles a (AB) : (ABCD) ; (ABEF) ; (CDHG)

et (EFGH).

b) les deux autres coupent (AB) ; ce sont ( BCGF) et{(ADHE).

3) a) Deux faces sont paralleles a (ABCD) : (ABCD) et (EFGH).

b) les quatre autres coupent (ABCD) : (BCFG) ; (ADHE) ; (CDHG) et (ABFE).

4) si un plan contient les droites (1)) et (DF) ; alors il contient en particulier les trois points | ; J et F ; ce plan
est alors le plan (EFGH).

Mais D n’appartient pas a (EFGH) donc (lJ) et (DF) ne sont pas coplanaires.

Exemple 3 H G
La figure est celle de I'application 1. F
Le c6té du cube mesurant 4 cm. )
On considere les points | de [AB], et J de [BC] tel que : : ' _______________ .
Bl =BJ = 1 cm, ainsi que les points K de [EF] et L de [FG]
telque:EK=LG=1cm. A B
1) Montrer que les droites (IJ) et (AC) sont paralleles.
2) Montrer que les droites (KL) et (EG) sont paralleles ;

H

3) Déduire des questions précédentes que les droites (1)) et

TT



(KL) sont paralléles.

Solution

1) I € (AB) ;J € (BC), donc les cing points A ; B ; C; | et J sont coplanaires.

BI BJ 1
Dans le triangle ABCona: — =——=— ; de plus | et J appartiennent aux
BA BC 4

segments [BA] et [BC]. Donc, d’apreés la réciproque de Thalés,
(1)) et (AC) sont paralleles.
2) Comme dans la question 1), mais dans le triangle EFG on a :

FK FL 3

—=——=—;K € [EF]; Le [FG]; il en résulte que (KL) et (EG) sont paralleles.
FE FG 4
3) On sait que ACGE est un parallélogramme (propriété du cube) ;

donc (EG) et (AC) sont paralleles ; et ona: (KL)//(EG) ; (EG)//(AC) et

(AC)//(1)). Il en résulte que (KL) et (1)) sont paralleles.

Exemple 4

Soit ABCD un tétraédre régulier (toutes les arétes sont de méme longueurs) ; Soient J et K les milieux
respectifs de [CD] et [BC] et H le projeté orthogonal de A sur le plan (BCD).

1) Montrer que le plan médiateur de [CD] est le plan (ABJ).

2) Montrer que (AH) est orthogonale a (CD° et en déduire que H appartient au plan (ABJ) puis que H
appartient a al droite (BJ).

3) Montrer que H appartient a (DK).

4) Que représente H pour le triangle (BCD) ?

5) Calculer en fonction de I'aréte a du tétraedre les distances BH et AH.
Solution

1) BC=BD ; AC=AD;JC=1JD, donc le plan médiateur de [CD] est le plan (ABJ).

2) (AH) est orthogonale au plan (BCD) ; donc (AH) est orthogonale a (CD), donc H appartient a I'unique plan
qui passe par A et est orthogonal a (CD) ; c’est-a-dire plan médiateur de [CD] qui est (ABJ).

On vient de voir que H appartient au plan (ABJ), or H appartient par définition au plan (BCD), donc H
appartient a la droite d’intersection des plans (ABJ) et (BCD) qui est (BJ).



3) KB =KC; AB=AC; DB =DC, donc le plan médiateur de[BC] c’est le plan ADK; (AH) est orthogonal a (BCD)
donc a (BC); H appartient donc a l'unique plan qui passé par A et est orthogonal a (BC) c’est-a-dire (ADK). H
appartient a la fois a (ADK) et a (BCD), donc H appartient a leur droite d’intersection qui est (DK).

4) H est commun aux médianes (BJ) et (DK) du triangle (BCD) ; H est donc, le centre de gravité du triangle
(BCD).

a3

5) BCD est équilatéral de c6té a ; sa hauteur BJ vaut donc - ;

H est le centre de gravité de BCD.

a3 _a3
2 3

Donc, BH = %BJ ; d’ouBH =

W | N

(AH) est orthogonale au plan (BCD), donc en particulier a (BH).

Dans le triangle ABH rectangleen H, on a:

AH? = AB* —-BH’
2
=a2—(&)2=a2—a—=g 32
3 3 3

NN Y Y

Donc, AH=a—== ; BH= ——— ;AH= ——

B3 3 3

11. Les vecteurs dans l'espace

Définition

L’ensemble des vecteurs de I'espace est noté V;
a) Base de V3

Définition

Soit U, U.et W trois vecteurs tous non nuls de V5 et deux-a-deux linéairement indépendants.

Le triplet (&, ¥, W) est alors appelé base de I’ensemble des vecteurs de I'espace Vj.
b) Composantes d’un vecteur dans V5

(u, v, w) constitue une base de V3, signifie que pour tout vecteur € € V3, il existe un unique triplet
(a, B,y) de réels tels que ;

e=a.u+pB.v+y.w.

Inversement, soit (i, U, W) une base de V5, et soit (a, 8,¥) un triplet de réels. Il existe un seul vecteur € de
Vjtelque; e =a. i+ B.7 +y.w.

Le triplet de réels (a, B, y) est appelé composantes ou coordonnées du vecteur € dans la base (i, 7, w) de
V3, et on note ;



a
g ’ . - — - — , oy - - > —
e (ﬁ) I’expression € = au + BU + yw est la décomposition du vecteur € dans la base (i, UV, w).
14

Remarque

a
é= aﬁ+ﬁ?+yv7=>?<ﬂ).
Y
c) Repére de I'espace £
Définition
Soit (1, ¥, w) une base de V5 et O un point quelconque de 'espace.
Le quadruplet (0; U, ¥, w) est appelé repére de I'espace E.

Remarque

Si A, B, C et D sont quatre points distincts et non coplanaires, alors le triplet (E, A—(f, ﬁ) forme une base
pour V3 et le quadruplet (0; E, R, E) constitue un repéere de I'espace €.

d) Coordonnées d’un point dans I’espace €

Soit (0; u, ¥, W) un repére de I'espace &, et soit un point M€ €.

Soit x, y et z les réels tels que ;

OM =x U +y.0+2W.

Le triplet (x, v, z) est appelé coordonnées du point M dans le repére (0; i, ¥, w) de I'espace € et on note ;
M(x,y, z).

x est appelé abscisse du point M
y est appelé ordonnée du point M.
z est appelé la cote du point M

Remarque

—

OM=xu+yv+zw < M(x,y,2z).

e) Base orthonormée de V3
Si (i, ¥, w) est une base de V5 telle que ;

{ﬁu‘:’, ulwetv.w

Il = ||¥ll = [wll = 1°

(1, v, w) est alors appelé une base orthonormée de V3.
f) Repére orthonormé de I'espace €
O est un point quelconque de I'espace, et (i, ¥, W) est une base orthonormée de V3,

Alors (0; U, v, w) est un repére orthonormé de I'espace £.

g) Représentation paramétrique d’une droite dans I’espace

a

Soit dans I'espace, une droite (D) de vecteur directeur 1 <b> et passant par le point M (x,, yo, Zo)-
c

Pourtout M € D,ona; AM = ki tel que k € R.



X — X a x=x9+k.a
= (3")’0) = a(b) =>D:{y=y0+k.b
Z— 2z, c z=2zyg+k.c
Cette écriture est appelée une représentation paramétrique de la droite (D) dans I'espace E.

Exemple 5

Dans I'espace € muni d’un repére orthonormé (0; [ E) on a la droite A passant par le point
-6
A(7; —4; 5), et de vecteur directeur Ti( 3 )
-8
Donner une représentation paramétrique de la droite A.
Solution
x=7-—6t
A:jy = -4+ 3«
z=5—-8a
Exemple 6

Soit (D) une droite dont une représentation paramétrique est ;

x=9-7p8
(D):{y=1+3ﬁ
z=-34+28

Donner une équation cartésienne de cette droite.
Solution

x=9-7p x=9-7p
{y=1+3ﬁ =>{y=1+3,3 =
z=-3+2p 2z=—-6+4p

x+y+2z2=4= D) :x+y+2z—-4=0.
Remarque

Si la droite (A) a pour équation cartésienne;

a
ax + by + cz + d = 0, alors (A) a pour vecteur normal U <b>
c

Exemple 7
Soit (D) la droite d’équation cartésienne ;

5x + 4y — 3z + 11 = 0. Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) passant par A(1,—4,2) et
orthogonale a (D).

Solution

5
Ona 17( 4 ) qui est un vecteur normal a (D), est un vecteur directeur de (A).
-3

—_—

=AM =t.i={y=—-4+4t= {2y =-8+8t =

{x=1+5t {—x=—1—5t
z=2-—3t z=2-—3t



= —x+2y+z=7=Q):x—2y—2z+7=0.

Exemple 8

Dans un repére (0; [ 73) de 'espace, on donne les points A(7,4,3), B(—5, 2,—6), donner I'équation

cartésienne du plan médiateur P du segment [AB].

Solution
Soit M(x,y,z) €P =AM = BM = AM? = BM?

= x-7P2+@-4)>2+Z-3) =+5*+@y—-2)2+(z+6)?
=x2—14x+49+y2—8y+16+22—6z+9=x2+25+y%2+4+2z%+36

= —14x -8y —6z=25+4+36—-49—-16—-9
= —14x -8y —6z=25+4+36—-49-16—-9

= —14x -8y —6z=-9
= P:14x+8y+6z+9=0
Exemple 9

Soit (D) une droite dont une représentation paramétrique est;

x =1+ 2t
(D):jy =-3+t¢,
z=2+5t

Et (A) une droite dont I'équation cartésienne est ;
(A):x+2y+z-5=0.

Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection H.
Solution

H = (D) n (A) = H(xy,yy, zy) vérifie les équations des deux droites.

xH:1+2t
= yH=—3+tcarHE(D);
ZH:2+5t

Xy + 2yy + zy —5 =0[2]car HE (A)
[1]et[2] =1 +2t4+2(-3+t)+5t—5=0

)

=9t-8=0

(1625
*H=1T9 =7

" 8 ) 8 19 H(ZS —19 58

—St=—= - 342 _=|HIZ=

9 Yy 3+9 9 9;

40 58
(Y =2+5 =75

Exercices généraux

Exercice 1



Dans I'espace € muni d’un repére orthonormé (0; [ 73) on a la droite A passant par le point A(6,—5, 2),

-3
et de vecteur directeur ﬁ( 8 )
-1
Donner une représentation paramétrique de la droite A.

Exercice 2

Soit (D) une droite dont une représentation paramétrique est ;

x=1+2p
(D):{y=—3,3
z=1+2p

Donner une équation cartésienne de cette droite.
Exercice 3

Soit (D) la droite d’équation cartésienne ;

3x — 2y + z — 1 = 0. Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) passant par A(2,0,—3) et
orthogonale a (D).

Exercice 4

Dans un repére (0; [ E) de 'espace, on donne les points A(3,—5,2), B(4,1,7), donner I'équation
cartésienne du plan médiateur P du segment [AB].

Exercice 5

Soit (D) une droite dont une représentation paramétrique est ;

x =1+ 2t
(D):{y =-3+t¢,
z=2+5t

Et (A) une droite dont I'’équation cartésienne est ;
(A):x+2y+z—-5=0.

Déterminer les coordonnées de leur point d’intersection H.

Exercice 6

ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.

On suppose que I'espace est muni du repére orthonormé (A; AB,AD, E)

1° Déterminerles coordonnées des vecteurs ; fTE, R, E, ﬁ, ﬁ, E,,ﬁ dans la base (E, E,ﬁ), puis
en déduire les coordonnées de A, B, C, D, E, F, G et H dans le repére (A; E, E, ﬁ)

2° Donner une équation des droites (BG) et (DH).
3° Soit les points ; I le milieu de [BC] et J le milieu de [AD]. (DI) est-elle orthogonale a (C]) ?



Exercice 7

ABCD désignant un tétraédre, soit I le milieu de[BC].

Déterminer la droite d’intersection des plans (ABD) et (Al]) lorsque :

1° ] est le point du segment (CD) tel que C] = iCD ;

2° ] est le milieu de [CD].

Exercice 8

Soit le cube ABCDEFGH ci-dessous et I le milieu de [EF]. Déterminer successivement :
1° l'intersection des plans (ABEF) et (BCGF) ;

2° U'intersection des droites (Al) et (BF) ;

3° L'intersection de la droite (Al) et du plan (BCGF).

Exercice 9
ABCDEFGH est un cube, I et ] sont les milieux respectifs de [AB] et [BC].

Prouver que les droites (I]) et (EG) sont paralleles.
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Exercice 10
Dans le cube ABCDEFGH, prouver que les plans (ACH) et (EBG) sont parallele.

=
—”
>+ ]

Exercice 11
Dans le cube ABCDEFGH précédent, prouver que la droite (AC) est paralléle au plan (EFG).

Exercice 12

L’aire latérale d’une sphére est 16 m?

1° Quel est son rayon ? On donnera la valeur exacte du rayon, puis une valeur approchée a 1cm prés.
2° Quel est son volume ? On donnera la valeur exacte, puis une valeur approchée a 1cm pres.
Exercice 13

ABCDEFGH est un cube, I est le milieu de [EH], ] celuide [GH], K celui [BC] et L celui [CG].

1° Les droites (1) et (BG) sont-elles sécantes ?

2° Les droites (I]) et (KL) sont-elles sécantes ?*

H ] G
1/ “
I
E i
i
i 1
5 L
!
P e L C
K




Exercice 14

On considere un tétraedre ABCD, et on désigne par E un point situé a l'intérieur du triangle BCD. Montrer
que la droite (BD) et le plan (ACE) sont sécants et préciser leur point d’intersection.

Exercice 15
Dans un tétraédre ABCD, on désigne par I et J les milieux respectifs de [AC] et [AD].
1° Montrer que la droite (I]) est paralléle au plan (BCD).

2° On désigne par K un point du segment [AB] autre que son milieu. Les droites (K1) et (BC) se coupent
en E, les droites (KJ) et (BD) en F.

Montrer que les droites (EF) et (I]) sont paralléles.

Exercice 16

ABCDEFGH est un cube.

Dessiner la droite d’intersection des plans (ACH) et (EDF).
Exercice 17

Soit un tétraédre ABCD, I le milieu de [AB] et J celui de (CD).

1° Soit K le point de [AC] défini par CK = iCA.

Dessiner les droites d’intersection du plan (IJK) successivement avec chacun des plans (ABC), (ACD),
(BCD) et (ABD).

2° Refaire la figure en supposant cette fois que K est le milieu de [AC].
Exercice 18

Soit un cube ABCDEFGH et I le milieu de [GH]. Construire le point P d’intersection de la droite (AI) et du
plan (BCGF) de deux fagons différentes :

1° En utilisant le plan (ABI) ;
2° En utilisant le plan (AI]), ou J est le milieu [CD].
Exercice 19

Soit un tétraédre ABCD, I le milieu de [AD] et G le centre de gravité de ABC. En utilisant le plan (AGI),
déterminer l'intersection de la droite (IG) et du plan (BCD).

Exercice 20

Soit un prisme ABCDEF (voir la figure ci-dessous). Déterminer I'intersection du plan (ACFD) et de la
paralléle a (BF) passant le milieu I de [AB].




Exercice 21

ABCDEFGH est un cube. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° Les droites (AF) et (BG) sont paralléles.

2° Les droites (AF) et (BG) sont sécantes.

3° La droite (AF) et le plan (DCG) sont paralléles.

4° Les droites (AF) et (CH) sont sécantes.

5° Les droites (BG) et (AH) sont paralléles.

6° L'angles AFC mesure g rad.

Exercice 22

Dans un tétraedre ABCD, on désigne par I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arétes
[AB],[BC],[CD],[DA],[AC] et [BD].

1° Montrer que IJKL est un parallélogramme.

2° Montrer de méme que LMJN est un parallélogramme.

3° Déduire des questions précédentes que les trois droites (IK), (JL) et (MN) sont concourantes.
Exercice 23

On considere le cube ABCDEFGH ci-dessous.

L’exercice consiste a reconnaitre la nature des triangles cités dans la premiére colonne du tableau suivant.
Pour chaque triangle, on propose 3 réponses. Pour chacune d’elles, I’éleve doit indiquer si elle est vraie ou
fausse en cochant la case correspondante. On justifiera les réponses.

DA c

/
J
!
!

{

/ e
/ H. “\ -
{ ~ 1
'! ...-' ] - '_,_,\--(‘:' ;o
3 _.-v“'"-"- \‘-\
E F
Triangle isocéle OFaux oVrai

AEG | Triangle rectangle | oFaux oVrai

Triangle équilatéral | oFaux ©Vrai

Triangle isocéle OFaux oVrai
AHF | Triangle rectangle | oFaux w©Vrai

Triangle équilatéral | oFaux oVrai

Triangle isocéle OFaux oVrai
AFG | Triangle rectangle | oFaux oVrai

Triangle équilatéral | oFaux oVrai




Exercice 24

On considére le tétraédre ABCD est les points I, ] et K situés respectivement sur les arétes [AB], [AC] et
[AD] comme indiqué sur le dessin ci-dessous.

1°/ Dessiner l'intersection M de la droite (I]) avec le plan (BCD).

2°/ Dessiner I'intersection N de la droite (JK) avec le plan (BCD) et en déduire I'intersection des plans
(IJK) et (BCD).

Exercice 25

On considére le tétraédre ABCD, E un point du segment [CD] et le point I du plan (ABE) comme sur la
figure ci-apres.

1°/ Déterminer l'intersection de la droite (Al) avec le plan (BCD).
2°/ Déterminer l'intersection des plans (ADI) et (BCD), puis des plans (ADI) et (ABC).
3°/ Déduire de ce qui précéde I'intersection de la droite (D) avec le plan (ABC).

c

Exercice 26

Soit le cube ABCDEFGH dont on a coupé le coin contenant le point D, suivant la coupe triangulaire (IJK)
comme l'indique la figure données ci-apres.

1°/ Les arétes du cube ont pour longueur 6¢m, de plus AI = 2cm, CK = 1cmet Hf = 2cm.
Quel est le volume du cube tronqué ?
2°/ Déterminer l'intersection du cube tronqué avec le plan passant par le point C et paralléle au plan (IJK).

3°/ Déterminer l'intersection du cube tronqué avec le plan passant par A et paralléle au plan (IJK).



7r

Exercice 27

On consideére le parallélépipéde rectangle (ou pavé droit) ABCDEFGH tel que :

AB =8;BC=4;AE =4

Le point I le milieu du segment [AB] et le point O est le centre du rectangle EF GH. (voir figure ci-apreés.)
1°/ Quelle est la nature du quadrilatéere HGBA ?

Les diagonales de ce quadrilatére se coupent en K, déterminerla mesure de 'angle AKB ?

(on en donnera la valeur approchée au degré pres par défaut.)

2°/ Calculer les longueurs OA, OC, AC. En déduire la nature du triangle AOC et déterminer la mesure
approchée au dixieme de degré pres par défaut de chacun de ces angles.

3°/ Montrer de I'angle DIC est droit. En déduire que le triangle HIC est rectangle.

H G
|
1
1
1
: 0
E = . — ¢
D Fl
AL A B
I

Exercice 28
On considere un tétraedre ABCD régulier, (c-a-d dont toutes les arétes ont la méme longueur).

On appelle I, ] et K les milieux respectifs des cotés [BC], [AB] et [AD]. Le point G est le centre de gravité
du triangle ABC.

1°/ a) Montrer que la droite (AB) est orthogonale (ou perpendiculaire) au plan (DCJ). Que peut-on en
déduire pour les droite (AB) et (DC) ?

b) Montrer que la droite (DG) est orthogonale au plan (ABC).
c) Montrer que la droite (IK) est orthogonale aux droites (BC) et (AD).

2°/ On pose a la longueur de chaque aréte du tétraédre, calculer les longueurs CG et DG en fonction de a.



3°/ Calculer le volume du tétraedre en fonction de a. Quelle valeur doit-on donner au nombre réel a pour

s . 92
que le volume soit égal a e ?

Exercice 29

La pyramide SABCD de sommet S a une base horizontale carrée ABCD de c6té 7. On appelle H la
projection orthogonale de S sur le plan ABCD, M et N sont les projections orthogonales respectives du
point H sur les cotés [AB] et [AD].

On donne les longueurs HM = 3, HN = 2 et SH = 8, (la figure ci-dessous.)
1°/ Calculer les longueurs SA, SB, SC et SD.

2°/ Calculer la base puis le volume de cette pyramide.

3°/ Soit E un point du segment [AN], différent de A et de N tel que AE = x.

Dans le plan ABCD, on appelle O le point d’intersection des droites (AB) et (EH) et celui des droites (BC)
et (EH).

En utilisant une configuration de Thalés, calculer les longueurs OA et BF en fonction de x. En déduire I'aire
du trapéze EABF.

4°/ Déduire des résultats de la question précédente, la valeur de x pour laquelle le plan (SHE) partage la
pyramide en deux parties de méme volume.

Perspective

Exercice 30

Représenter sur une feuille non quadrillée un cube d’aréte 7 cm en perspective cavaliere avec
1

=45 etk= —.
2

Exercice 31

Représenter sur une feuille quadrillée (0,5 x 0,5) une pyramide réguliére a base carrée de c6té 6 cm et de

N

hauteur 10 cm en perspective cavaliere cavaliere aveca =45° etk = o

Exercice 32

ABC est un triangle équilatéral de c6té 6 cm.
1) La figure ci-contre
est la représentation



en perspective
cavaliére de

ce triangle 3c¢m
lorsqu’il
est situé
dans un plan horizontal
P ’ C 3cm H 3cm B

le coté [BC] étant vu de face.
Préciser le code de cette perspective cavaliére.

. . . N . 1
2) Représenter ce triangle en perspective cavaliére avec le code (o =45° etk = 5 ).

Lorsque la hauteur [AH] est verticale et vue de face, le support du c6té [BC] est perpendiculaire au plan
vertical de face.

Démonstration et propriétés
Exercice 33

SABC est un tétraedre, L est un point de [SA] ; M un point de [SC] et N un point de [SB].
= Les droites (MN) et
(BC) se coupentenH ;
= Les droites

(NL) et (AB) se
coupentenl;

= Les droites

(LM) et (AC) se
coupentenl;
Montrer que

H, l etJsont

alignés.

Exercice 34

SABCD est une pyramide de sommet S de base parallélogramme ABCD ; O est le centre de cette base, soit J
le milieu de I'aréte [SA].

1) Démontrer que les droites (CJ) et (SO) sont sécantes ; On désignera par k le point d’intersection.

2) Démontrer que les triangles SAC et SDB ont méme centre de gravité.

Exercice 35

Soit un prisme droit ABCDEF a bases triangulaires ABC et DEF. | et J sont les milieux respectifs de [AC] et
[DF].

Déterminer la nature du quadrilatére IBEJ.

Soit O le point d’intersection des segments [IE] et [JB] les droites (AO) et (FC) sont-elles sécantes ?

Positions relatives et parallélismes



Exercice 36

On considere une pyramide de sommet S dont la base est un quadrilatere ABCD. Représenter la droite
d’intersection des plans (SAB) et (SCD) lorsque :

a) (AB) et (CD) sont sécantes en | ;
b) (AB) et (CD) sont paralléles.
Exercice 37

Soit un tétraedre ABCD et E le milieu de son aréte [BC].

1
1 Soit F le point du segment [CD] tel que DF = g DC.

a) montrer que (EF) coupe le plan (ABD) et placer leur point d’intersection.
b) représenter la droite d’intersection des plans (AEF) et (ABD).

2) Soit G le milieu de [CD].

a) Refaire une figure.

b) Montrer que la droite (EG) est paralléle au plan (ABD).

c) Représenter la droite A d’intersection des plans. (AEG) et (ABD).

Exercice 38

ABCDEFGH est un cube, représenter.la droite d’intersection des plans (ACH) et (BDF).

Exercice 39

ABCDEFGH est un cube, soient | et J les centres respectifs des carrés EFGH et ABFE.
Montrer que la droite (lJ) est parallele au plan ADHE.
2) a) Montrer que les plans (I1JE) et (ADHE) sont sécantes selon une droite A paralléle a (1J).

b) Représenter cette droite A dans le plan ADHE en précisant son intersection P avec (AD) puis représenter
A dans 'espace.

Exercice 40

On considére un tétraédre ABCD, On désigne par |, J, K, L, M et N les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], [CD], [AC] et [BD].

1) Montrer que lIJKL est un parallélogramme.
2) Montrer que IMKN est un parallélogramme.

3) a) Déduire des questions précédentes que les droites qui joignent les milieux des deux arétes opposées
d’un tétraedre sont concourantes.



Ces droites sont-elles coplanaires.

Exercice 41

ABCDEFGH est un cube. On désigne par |, J et K les milieux respectifs des arétes [EA], [EF] et [EH].

Montrer que les plans (IJK) et (AFH) sont paralléles.

Orthogonalité

Exercice 42

Sur la figure de I'exercice précédent nommer :
a) Toutes les arétes orthogonales a (HB) ;
b) Toutes les arétes orthogonales au plan (ABCD) ;

Exercice 43

Le triangle ABC est rectangle en A, Soit S un point de la perpendiculaire.en A auplan (ABC).
1) Montrer que les triangles SAB et SAC sont rectangles en A.
2) Montrer que : SA* + BC? = SB? + AB?

Exercice 44

Soit C un cercle et [AB] un diameétre de C.

Soit M un point de C distinct de A et de B. Soit P un point distinct de A situé sur la perpendiculaire en A au
plandeC.

1) Montrer que les droites (AP) et (BM) sont orthogonales.

2) En déduire que le triangle PMB est rectangle en M.

Exercice 45

a) ABCDEFGH est un cube.
Montrer que les droites (AE) et (BC) sont perpendiculaires.

Exercice 46

b) ABCDEFGH est un cube.
Montrer que les droites (AE) et (BG) sont perpendiculaires.

1) Préciser le plan médiateur du segment [AE] et représenter la section du cube par ce plan.

2) Préciser le plan médiateur du segment [AF] et représenter la section du cube par ce plan.

Exercice 47
ABCDEFGH est un cube.



On désigne par a I'aréte du cube. O le centre du cube et |, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arétes
[AB], [BC], [CD], [DA], [AC] et [BD].

Soit P le plan médiateur de la diagonale [CE] du cube.
Montrer que Oe P.

2) a) calculer JB en fonction de a et en déduire JC.

b) Calculer de méme JE en fonction de a.

Montrer que Je P.

3) Montrer que Ke P. On montre de facon analogue et on considere donc comme démontré que L, M et N
appartiennent a P.

4) Représenter la section du cube par le plan P.

Exercice 48

c) ABCDEFGH est un cube.
1) a) Montrer que E et C sont équidistants de A et F.

b) En déduire que (EC) et (AF) sont orthogonales.

2) Montrer de méme que (EC) et (AH) sont orthogonales.

3) Déduire des questions précédentes que (EC) est orthogonale a (AFH).

4) a) Calculer le volume du tétraedre EAFH

(utiliser la base AEF).

b) Calculer I'aire de AFH, puis en utilisant la réponse de la question 4) a) la distance de E au plan (AFH).

c) placer alors, le point d’intersection P de (EC) et de (AFH).

Exercice 49

a) On considere un tétraédre OABC tel que :
OA=0B=0C=a(a>0)et que les trois faces OAB, OAC et OBC soient rectangles en O.

Soit M un point du segment [OA], on pose

AM = x. Le plan P passant par M et paralléle aux droites (AB) et (OC) coupe respectivement les droites (AC),
(CB) et (OB)en N, P et Q.

1) Montrer que le quadrilatere MNPQ est un rectangle.

2) Calculer en fonction de x I'aire A (x) de ce rectangle.



XVI- STATISTIQUES

=|ll Faire savoir

Le cours

1. Le langage statistique
Définitions
a) Population

La population est I'ensemble sur lequel porte I’étude statistique. Ses éléments sont également
appelés des individus. Un sous ensemble de la population s’appelle un échantillon.

b) Caractere

Une propriété retenue, ou un critére sur lequel porte I'’étude pour analyser une population est
appelé caractere.

S’il prend des valeurs chiffrées, on dit que le caractére est numérique ou quantitatif (par
exemple, la taille des éléves d’une classe...).

Sinon, on dit que le caractere est qualitatif (par exemple, les loisirs d’une personne, ou le métier
d’une personne...).

Notre étude portera ici exclusivement sur les caracteres quantitatifs

c) Classe

Quand on répartit la population étudiée en un nombre fini de classes, pour lesquelles le
caractére prend une méme valeur ou un méme ensemble de valeurs.

Les données doivent étre suffisamment précises pour que tout individu appartienne a une
classe et une seule.

d) Effectif, fréquence, pourcentage

Définitions

L'effectif n d’une classe est le nombre d’individus chez lesquels on observe cette valeur du
caractere.

La fréquence f d’une classe est le quotient de I'effectif n relatif a cette valeur par I'effectif total
N de la population étudiée ; f = %

1°/ La distribution des fréquences est la liste des fréquences des valeurs du caracteére.

2°/ Le pourcentage p d’une classe s’obtient en multipliant sa fréquence f par 100 ;



n
P =100 f =100 x

Remarque
Toute fréquence est comprise entre 0 et 1, tout pourcentage est compris entre 0 et 100.

Comme la somme des effectifs de toutes les classes vaut N, la somme de leurs fréquences vaut
1 et la somme de leurs pourcentage vaut 100.

e) Effectifs cumulées, fréquences cumulées
Définitions
On considéere un caractere numérique.

1°/ Ueffectif cumulé correspondant a un nombre x est le nombre d’individus ayant une valeur
du caractere inférieure ou égale a x (effectif cumulé croissant), ou supérieure ou égale a x
(effectif cumulé décroissant).

2°/ La fréquence cumulée correspondant a un réel x s’obtient en divisant I'effectif cumulé par
I'effectif total N.

2. Séries statistiques a une variable

a) Les critéres de la tendance centrale

a- Série statistique

Définition

On considere un caractére numérique appliquéa une population étudiée.
L’'ensemble des données ainsi obtenues forme une série statistique a une variable.
Plus généralement, on appelle série statistique, tout ensemble de couples (x;; n;).
ou x; est la valeur ou le caractere et ou n; est I'effectifavec 1 <i<n

Si a chaque classe est associée une seule valeur du caractére (x; € N), on dit que le caractere
est discret.

Si a chaque classe est associé un intervalle de valeurs (x; € D), on dit que le caractére est
continu.

Si x; n"est pas numérique, on dit que la série est qualitative.
Exemple 1
On a relevé le nombre de fréres et de sceurs d’un groupe de 50 éleves.

On a obtenu les résultats suivants :

Nbre fréeresetsoeurs | 0 | 1 | 2 | 3 | 4

Effectifs 13/19[15] 2 |1




La population étudiée est le groupe de 50 éléves.
Le caractere étudié est le nombre de fréres et sceurs ; c’est un caractére numérique discret.
Exemple 2

Au cours d’une visite médicale, on a pesé 60 personnes. Les résultats obtenus exprimés en kg,
sont donnés par le tableau suivant :

Pds (kg)| 140;45]| 145;50]| 150;55]| 155; 60]| 160; 65]| 165; 70]

Effectif| 6 10 12 19 9 4

La population étudiée est le groupe de 60 personnes.

Le caractere étudié est le poids ; c’est un caractére numérique continu,
b) Caractéristiques de position ou critéres de la tendance centrale

a- Etendue

L'étendue d’une série statistique a une variable est la différence entre les valeurs extrémes
observée du caractere.

Exemple 3

Dans I'exemple 1, I'étendue est ; 4 — 0 = 4
Dans I'exemple 2, I'étendue est ; 70 — 40 = 30
b- Mode ou classe modale

Si le caractere est discret, le mode est la valeur du caractere correspondant a I'effectif le plus
grand (il peut y avoir plusieurs modes).

Exemple 4

Dans I'exemple précédent, le mode est 1 car il correspond a I'effectif maximum 20.

Si le caractere est continu, la classe modale est I'intervalle de valeurs du caractére
correspondant a l'effectif le plus grand (il peut y avoir plusieurs classes modales).

Exemple 5

Dans I'exemple précédent, la classe modale est I'intervalle |55; 60] car il correspond a I'effectif
maximum 19.

c- Médiane

La médiane M d’une série statistique partage cette série en deux parties de telle sorte que :
4 Au moins la moitié des valeurs sont inférieures ou égale a la médiane ;

4 Au moins la moitié des valeurs sont supérieures ou égale a la médiane.

Exemple 6

La médianedelasérie:2:; 3;5; 10; 12; 19; 20 est 10.

La médiane de lasérie:2;3:;5; 10; 12; 19 est 5+210 =

7,5



Calcul de la médiane
Si la série contient n valeurs rangées dans 'ordre croissant :

. . . o n+1 ., ;.
¢ Si n est impair ; la médiane est la — " leme valeur de la série.

. . T . n.. n+1 .. , .
¢ Si n est pair ; la médiane est la demi somme des S leme et ——ieme valeurs de la série.

Exemple 7
n=3+5+4+9=21 impair.
Valeur | 1 2 3 7 21+1
—=11
Effectif | 3 | 5 4 9 2
La médiane est 1a 11¢ valeur donc : 3.
n=3+5+4+12=24 pair.
Valeur 1 2 3 7 g:%:lz ﬁ+l:13
Effectif | 3 5 4 12 12¢ valeur + 13° valeur 3+7
Me = > = > =5

Plus généralement, si le caractére est discret, une médiane est un réel M séparant la population
étudiée en deux groupes de méme effectif.

Notons G le groupes des individus ayant une valeur du caractére inférieure ou égale a M.
Notons G, le groupes des individus ayant une‘valeur du caractere supérieure ou égale a M.
Dire que M est une médiane, signifie que G; et G, ont méme effectif.

On peut remarquer que pour un caractere discret, la médiane n’est pas toujours précisément
définie. C'est le cas de I'exemple 1.

Sil'on prend M = 1, alors les groupes G; et G, tels que définis ci-dessus ont respectivement
pour effectifs ; G; = 20 +.14 = 34 et G, = 20 + 12 + 3 + 1 = 36. Ces valeurs sont

différentes.

Si le caractere est continu, la médiane est le réel M pour lequel I'effectif cumulé est égal a la
moitié de I'effectif total.

La médiane correspond donc a une fréquence de 0,5 (ou pourcentage cumulé de de 50%).

d- Moyenne arithmétique
Définition
La moyenne arithmétique est la somme de toutes les valeurs divisée par le nombre de valeurs.

On considere un caractere numérique x;. On peut présenter les données sous la forme ;

Valeur du caractere ou
) X1 | Xg | X3 | o | Xp
centre de l'intervalle

Effectifs ng | Ny | N3 | .. | Ny




Soit I'effectif total ;
N=n1+n2 +n3++np

La moyenne arithmétique de la série est le réel noté ;

X n{xq + nyx, + nizxs + -+ npxp
B N
Notons les fréquences correspondantes ;
fi; f25 f35 -5 fp-
Ona;

Mo _ T2 o M o T
leZ_le3_Ni"'ifij_N

=X=fi+fa+fs+ -+

e- Linéarité de la moyenne arithmétique

fi=

Propriété

Lorsque, pour chaque individu, on additionne les valeurs observées pour deux caracteres, la
moyenne des valeurs ainsi obtenues est égale a la somme des moyennes des valeurs observées
pour chacun des deux caracteres.

Lorsque I'on multiplie toutes les valeurs observées pour un caractére par un méme nombre réel
k, la moyenne des valeurs ainsi obtenues est égale au produit de la moyenne des valeurs
observées par le nombre k.

Exercice

Démontrer cette propriété.

Exemple 8

On a lancé un dé 100 fois; et on a obtenu les résultats suivants :
4;6;1;2;5,2;1;2;3;5;4;3;1;6,6;4; 2;2; 3;3;
1,4;6;4;2;6;4;3;6,4;,6;3;3;4;,4,6;2;3; 1, 2;
5;6;5;5;3;3;5:4;1;3;1;3;2;4;5;6;4;4;6;1;
3;6;2;6;5;6;3;4;6;3;4:5;3;1;5;1;3;5;2;3;
6;1;5;3;4:2:2:4;1;5;1;4;6;1;2;3;2;1; 3; 3.
1° Ordonner les données ;

2° Préciser la population et la variable étudiée ;
3° Quelles sont les modalités ?

4° Déterminer I'effectif et la fréquence de chaque modalité ;



5° Le dé est-il équilibré ?
6° Représenter ces données dans un diagramme en batonnets
Solution

Pour ranger les résultats de lancers par ordre de fagon méthodique et s(ire, on peut cocher tous
les « 1 », puis tous les « 2 », etc.

On vérifie bien que tous les nombres ont été cochés et que I'on a cent valeurs. On obtient
donc;

1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;2; 2, 2; 2; 2;
2:2:2;2:2:2;2:2:2;2;3;3;3;3;3;3;3:;3;3; 3;
3;3:3:3;3;3:;3;3;3;3;3;3;4;4;4; 4; 4; 4; 4, 4;
4:4:4:4:4:4:4:4:4;4:5:5:5;5;5;5:5:5;5;5;
5:;5:5:6:6;6;6;6:6:6;6;6;6;6;6;6;6;6;6;6.

2° La population étudiée est I'ensemble des 100 lancers du dé. La variable est le nombre qui
apparait sur la face supérieure du dé.

3° Les modalités sont 1; 2; 3; 4; 5; 6.
40

Modalités 1 2 3 4 5 6

Effectifs | 15 | 15 | 22 | 18 | 13 | 17

Fréquences | 0,15 | 0,15 | 0,22°] 0,18 | 0,13 |70,17

5° Les fréquences d’apparition des différentes faces sont sensiblement différentes.
Le dé n’est pas équilibré ; On a par exemple beaucoup plus de 3 que de 5.

25
20

15

Exemple 9

Le tableau suivant donne les notes (sur 10) obtenues par les éleves d’une classe lors d’un test.



Notes 3 4 5 6 7 8 9

Effectifs | 1 4 8 9 7 5 2

1° Construire un tableau contenant les effectifs cumulés, les fréquences et les fréquences
cumulées ;

2° Déterminer ; a/ Le nombre d’éléves ayant une note strictement inférieure a 5 ; b/ Le nombre
d’éléves ayant une note supérieure a 7 ; ¢ / Le pourcentage des éléves qui peuvent dire « j'ai la
moyenne » (c’est-a-dire une note supérieure a 6).

Pensez-vous que le terme "moyenne" soit adapté a ce sujet ?
Solution

Voici le tableau demandé

Notes 3 4 5 6 7 8 9
Effectifs 1 4 8 9 7 5 2
Effectifs

1 5 13 22 29 34 36
cumulés

Fréquences | 0,028 | 0,111 | 0,222 | 0,25 | 0,194 | 0,139 | 0,056

Fréquences
0,028 | 0,139 | 0,361 | 0,611 | 0,806 | 0,944 1
cumulées

Pour calculer les fréequences cumulées, il faut diviser les effectifs cumulés par I'effectif total et
éviter de cumuler les fréquences de fagons a limiter les erreurs d’arrondi.

2° a/ D’aprés le tableau, onlit 5 éléves ont une note strictement supérieure a 5.
b/ 14 éléves ont une note supérieures a 7.

¢/ A partir du tableau, on peut confirmer que 13,9% des éléves ont une note inférieure ou
égale a 4. Donc86,1% des éleves peuvent affirmer « j’ai la moyenne » (86,1 = 100 — 13,9).

Le mot moyenne est pris ici au sens scolaire du terme, (la moitié de la note maximale) et non le
sens statistique.

Exemple 10
Dans une classe de 25 éléves, les notes obtenues lors d’'un devoir sont les suivantes ;
14;15;4;7;11;14;9;10;12;12;16;10; 18;
13;12;3;11;14;12;13;13;6;12;10; 7.
1° Déterminer I’étendue et le mode de cette série ;
2° Calculer la moyenne arithmétique ;

3° Quel est le pourcentage d’éléves ayant une note supérieure ou égale a 10.



Solution

1° On commence par trier les résultats, c’est-a-dire que I'on compte les effectifs correspondant
a chaque note. A l'issue de ce regroupement, la série des notes peut se présenter de la facon

suivante :

Notes 314|6|7|9]|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 18

Effectifs| 1| 1| 1] 2|1]4 2|52 |3]1][1]1

L’étendue de la série est : 18 — 3 = 15.
Son mode vaut 12, car, c’est la note obtenue le plus de fois.

2° La moyenne arithmétique c’est ;

_ 1
X=g(1x3+1x4+1x6+---+18><1)
X=—=11
25
2° Le nombre d’éleves ayant une note supérieure ou égale a la moyenne :
44+2+4+54+24+3+1+141=19

Le pourcentage correspondant :

19 100 = 76
25 ~ Qi

Exemple 11

On a mesuré 60 épis de blé au centiméetre pres. Les résultats obtenus sont donnés par

I"histogramme de la figure ci-dessous :

24

Illu*\llmllvo|lllal

7 8 9 10 11 12 13

1° Déterminer I’étendue et la classe modale de cette série ;



2° Calculer sa moyenne arithmétique ;
3° Dans un lot de 140 épis, la moyenne de longueur est d’environ 8,9cm.

Quelle est la moyenne des longueurs de I'ensemble des 200 épis ?

Solution

24

lew\||°‘||'?°|||1;:

1° D’apres la figure illustrant les données, la longueur maximale d’un épi est 13cm, et la
longueur minimale est de 7cm.

L’étendue est donc; 13 — 7 = 6cm.

La classe modale est I'intervalle [9; 10], car c’est dans cette classe qu’il y a le plus d’épis de blé ;
24.

2° Considérons le tableau suivant :

Centre de
. 75185 (195|105 |11,5| 12,5
l'intervalle

Effectifs 3 115|124 | 9 6 3

L'effectif total est 60 épis

La moyenne arithmétique de la série vaut :
_ 1 579
Xz%(3><7,5+15><8,5+24><9,5+9><10,5+6><11,5+3><12,5)=ﬁ
= X =9,65cm
3° D’apres 1°, la somme des longueurs du premier lot vaut 579cm. Dans le deuxieme lot, la
somme S des longueurs des 140 épis vérifie ;

m = 8,9cm



Puisque la moyenne du deuxieme lot est d’environ 8,9cm, donc, S = 140 X 8,9 = 1 246¢cm.
On en déduit que la somme de toutes les longueurs des 200 épis est environ égale a ;
1246+ 579 =1825cm

La moyenne de I'ensemble des 200 épis est ;

1825 _
200 ™

c) Caractéristiques ou critéres de dispersion

a- Variance

Soit une série statistique ; (x;; 1;)1<n<p de moyenne X. La variance est le nombre réel'V défini
par;

_ _ )

v ny(x; — X2 + ny(x — X)2 + - + ny(x, — X)
- n1+n2+n3+---+np

?:1 n; (x; — X)?

p
i=1

V=
n;

b- Ecart type

L’écart type est le nombre réel positif o défini par ;

o=V
3. Représentation graphique
Il existe de nombreuses fagons de représenter graphiquement les données statistiques.
a) Diagramme en batonnets

Dans un repére orthogonal, on dessine un segment parallele a I'axe des ordonnées pour figurer
chaque modalité. La hauteur de ce segment est proportionnelle a I'effectif de la modalité.

Exemple 12

La série suivante donne le nombre de livres lus par an sur une population de 100 personnes,
représenter par un diagramme en batonnets les données de cette série :

Nb de livres 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
effectifs 13 24 20 | 15 | 7 8 5 2 3 1 2

Solution



30

9

10

11

B Nb de livres
B effectifs

Remarque

On joint parfois les sommets de deux batons consécutifs par un segment de droite.

On obtient ainsi le polygone des effectifs.

b) Histogramme

Dans le cas ou les valeurs de la variable sont regroupées en classes, on utilise un histogramme
ou chaque classe est représentée par un rectangle dont un c6té est la classe sur I'axe des

abscisses, et dont I'aire est proportionnelle a I'effectif de la classe.

Si toutes les classes ont la méme amplitude (/argeur), les hauteurs des rectangles sont alors

proportionnelles aux effectifs des classes.

Exemple 13

Représenter par un histogramme la répartition d’un groupe d’éleves suivant la taille :

Taille (en cm) [150; 155[|[155;160[|[160;165[ [165;170[ [170;175[/[175;180]
effectif 5 12 28 23 13 9

Solution




effectif
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c) Diagramme polaire (ou radar)

Il est utilisé souvent pour des données chronologiques, ce diagramme utilise un axe tournant
autour d’un point.

Les différentes positions de I’axe correspondent aux modalités.

Chaque modalité est représentée par un point dont I’écart au centre du graphique est
proportionnel a I'effectif de cette modalité.

Exemple 14

Le tableau suivant représente les températures maximales et minimales enregistrées en degré
Celsius dans une ville mauritanienne sur la semaine du 1 au 7 janvier 2014.

Représenter les données de cette suite statistique par un diagramme polaire :

T. Maximales T. minimales
5/1/2014 32 12
6/1/2014 32 13
7/1/2014 28 12
8/1/2014 27 21
9/1/2014 36 28
10/1/2014 31 23
11/1/2014 20 11




Températures

5/1/2014

=&— Maximales
== minimales

d) Diagramme circulaire
Il s’agit d’un disque partagé en secteurs dont les angles sont proportionnels aux effectifs des
modalités qu’ils représentent.

Exemple 15

Voici les dépenses d’'investissement d’une commune en Ouguiyas, représenter par un
diagramme circulaire ces données

Remboursement| Enseignement — Sport Urbanisme
Poste Voirie Social
des emprunts Culture — Loisirs Environnement

Dépenses |9 5928362838411 4962561 5456 333 8204 686

Solution



Dépenses

H Voirie
M Social
© Remboursement des emprunts

B Enseignement - Sport Culture -
Loisirs

Enseignement - Sport ® Urbanisme Environnement

Culture - Loisirs ¢ me
18% emprunts
16%

Exemple 16

Voici le relevé des températures extérieures maximales et minimales exprimées en degrés
Celsius (°C) enregistrées dans des zones étrangeres, au mois de janvier 1992.

Minil 0| 0| 1| —-2|—-2|2|4|4|5|5[3|1|0|3|4]|5

Max{1|2|3| 2|3 |5/7,6/8/8[6/33|5[(7]|9

Mini| 8 0 | =1/ 0/ 3] 3 |3|3| 6 |4|5|6]3 |3 |7

Maxy 9/ 10| 8 | 5/ 7/ 10| 8| 9| 10| 120 6| 9| 10| 10|10

1° Calculer la moyenne et I'écart type des températures minimales.

2° Méme question avec les températures maximales.

3° Avec les températures minimales, regrouper les données en classes d’amplitude 2°C;
([=2;0[ [0;2[, ...)

a/ Construire I’histogramme représentatif des résultats obtenus.
b/ Méme question avec les températures maximales.
Solution

Moyenne des températures minimales

Mini |-2/-1 0|12 |3|4|5|6|7]8

Effectifs| 2 |1 |52 |1]|8[4|4]2]1]1

_ 1
X=ﬁ(2x—2+1><—1+5><0+2><1+1><2+8><3+4><4+4><5+2><6+1><7
+1x8)



1

1 86 —
= (4= = x86= o
31(4 1+2+2+24+16+20+12+7+8) 31><86 31=>X 2.7742
La variance
225 (155 (058 + 41 (s-50)
24+1+5+2+1+8+4+4+2+1+1
_2(- 5 (s (51 (5
31
(4D (B s (-3 1 (5
31
V =~ 6.3683
L’écart type

o=V ~6.3683 ~ 2.5235

Moyenne des températures maximales

Maxi | 1|23 |5|6|7]|8]|9]|10|12

Effectifs| 1 |24 [3[3[3[4]4]6]1

_ 1
X=ﬁ(1><1+2><2+4><3+3><5+3x6+3><7+4><8+4><9+6><10+1x12)

_ 1 (1+4+12+15+184+21+32+36+60+12) = ! ><197—197
31 ~ 31 31
= |X.~ 6.3548
La variance
1972 197 197 1972
V=1(1—§1—) +2(2-57 P +4(3-37) ++1(12-37)
142+4+3+3+3+4+4+6+1
16612 135 104 1752
1) r-E) ) (5D
1+2+4+3+3+3+4+4+6+1
V =~ 5.5477
L’écart type

o =V ~5.5477 ~ 2.3553



l Températures m

ini

ma

les

Températures m

im(

iles

3°a/

Intervalles | [—2;0[ | [0;2] | [2;4] | [4;6] | [6;8]
Effectifs 3 7 9 8 4

b/

Intervalles | [1;3[. | [3;6[ | [6;8[ | [8;10[ | [10;12]
Effectifs 3 7 6 8 7

v



Exercices généraux
Organisation de données- Effectifs - Fréquences

Exercice 1

Soit la série statistique suivante :

x;, | 3] 4]5 6] 7]8]09

n, | 5|81 9114985

1° Donner le mode, la médiane et calculer la moyenne ;

2° Compléter un tableau de fréquences et d’effectifs cumulés ;

3° Représenter sur un diagramme a batonnets et tracer le polygone des effectifs ;
4° Déterminer le nombre de valeurs qui dépassent 7 ;

5° Déterminer le pourcentage des valeurs qui n’atteignent pas 5 ;

6° Calculer la variance de cette série, son écart type.

Exercice 2

On a relevé les tailles, en cm, des éléves de la cinquieme année.

173; 180; 160; 174; 170; 173 ; 163 ; 154 ; 170, 176 ; 170; 169 ; 164 ; 174 ; 165, 177 ; 158 ;
180; 162; 169; 163; 170, 180; 163 ; 170; 171, 167 ; 184; 173 ; 166 ; 174 ; 180, 183; 171;
181; 163; 173 ;184; 163, 178; 162; 175; 161, 163 ; 175; 172 ;179; 178 ; 180, 172 ; 164 ;
162; 181, 172;179; 170, 184 ; 182 ; 177 ; 179, 177, 181, 180; 178 ; 163 ; 183, 177, 181;
172.



1) Ordonner les mesures.

2) Quelle est la population ?

Quels sont les individus ?

Quelle est la variable étudiée ?

3) Regrouper les mesures en classes d’amplitude 4 cm.

4) Construire le tableau des effectifs cumulés et des fréquences cumulées.
5) Combien d’éléves ont une taille strictement inférieure 21,70 cm ?
Exercice 3

On jette un dé 100 fois et on note la lecture xi. On appelle n; I'effectif correspondant a la lecture
X; (n; est le nombre d’apparition du chiffre x;). On obtient le tableau suivant:

Xi 1 2 3 4 5 6

n; 20 |10 |26 |14 |10 |20

Déterminer les fréquences et les fréquences cumulées.

Caractéristiques de position

Exercice 4
Déterminer le mode, la moyenne, lamédiane et I'étendue de la série de I'Ex. 2.

Exercice 5

Dans un Lycée, trois classes de terminale C ont le méme sujet de Mathématiques au cours d’un
Bac blanc. Les notes obtenues sont les suivantes :

Terminale [ 6,58 (9110 |11 |125 |14 |16

G 3 |7/5/3 |3 |4 |1 |1

718|910 |11|12,5|/14 |15 |17
Terminale C,

Terminale | © [75(9/10 11|12 |14 |15|17

G 4 |4 |54 |2 |3 |4 |2 |3

1) Calculer les moyenne m; ; m, ; msz des notes respectivement en TC; ; TC; ; TCa.



2) En déduire la moyenne m des notes des trois classes réunies.

Exercice 6

On arelevé I'dge des vingt personnes d’une entreprise :
20;18;36;30;20;24;60;26;40;24;30;32;18;24;50;26;42;28;52;28.

Construire le tableau statistique de la série des ages (indiquer |'effectif, la fréquence, la
fréquence cumulée).

Déterminer le mode, la moyenne m, la médiane, I’étendue de cette série statistique.
Exercice 7

On a mesuré la durée de vie (en certaines heures) de 900 ampoules.

Les résultats ont permis de dresser la courbe des effectifs cumulés croissants.

Faire un tableau avec les classes, les effectifs et les effectifs cumulés croissants.
Déterminer graphiquement une approximation de la médiane.

Exercice 8

La moyenne des notes d’un éléve est actuellement de 12,5 sur 20. Avec une note de 16 sur 20
au prochain contréle, cette moyenne passerait a 13.

Quel est le nombre de controles effectués a ce jour ?

Exercice 9

La moyenne des notes de Frangais d’un éléve a I'issue des neuf premiers devoirs est 11, 75 sur
20.

Quelle meilleure moyenne peut-il espérer obtenir aprés un dixieme et dernier devoir ?

Sa moyenne peut-elle étre inférieure a 10 a I'issue de ce dernier devoir ?

Caractéristiques de dispersion

Exercice 10

On lance deux dés 60fois de suite et on note, pour chaque lancer, la somme des points obtenus.

Points |23 |4 (5|67 |8(9|10]|11]12

Effectif | 233581198 |5 |3 |3

1) Calculer la moyenne, I'écart moyen et I'écart type de cette série statistique.

2) Construire les diagrammes en batons des effectifs cumulés croissants et décroissants.



En déduire la valeur de la médiane.

Exercice 11

Lors d’un contréle de 400 pointes, on relevé la taille (en mm) de chacune d’elles, et regroupé
les résultats dans le tableau suivant :

Taille (en mm) | Effectif
28,5 2
28,8 9
29,1 5
29,4 15
29,7 60

30 165
30,3 95
30,6 21
30,9 15

31,12 9
31,5 4

1) Calculer la moyenne m et |’écart type c de cette série.

2) Quel est le pourcentage du nombre de pointes dont la taille est comprise entre m — o et
m+ o
Exercice 12

Un professeur de frangais recense le nombre de livres lus par chacun de ses 180 éleves au cours
du drenier mois.

Il obtient le résultat suivant :

= 18 éleves n'ont lu aucun livre,
= 72 éléeves ont lu 1 livres,
= 45 éléeves ont lu 2 livres,
= 36 éleves ont lu 3 livres,

= 9 éléves ont lu 4 livres,



1) Recopier et compléter le atbleau suivnat :

Nombre de livres 0|1|12|3|4

Effectif

Fréquence

Fréquence (en %)

Effectif cumulé croissant

Effectif cumulé décroissant

Combien d’éléves ont lu au moins 2 livres ? moins de 2 livres ?

2) Quel est le mode de cette série statistique ?

3) Calculer la moyenne, I'écart moyen et I’écart type.

4) Représenter le résultat de cette enquéte par undiagramme circulaire.

Exercice 13

Une usine utilise deux types de machines, My et M,, pour produire la méme piéce. La direction
arelevé la production journaliere de chacun de ses ouvriers :

Les ouvriers travaillant sur une machine M; produisententre 35 et 39 piéces par jour ;
Les ouvriers travaillant sur une machine M, produisent entre 40 et 44 piéces par jour.

On regroupe ces données dans le diagramme en batons suivant :

Nombre d’ouvriers

25k

20

15

0 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
Nombre de pi¢ces par jours

1) Organiser les données dans un tableau faisant apparaitre les effectifs (nombre d’ouvriers) ni



Représentation graphique

Exercice 14

On arelevé la taille (en m) de 50 individus.

Les résultats obtenus sont les suivants :

1,71; 1,72; 1,82 ; 1,57; 1,75; 1,78;1,96;1,67;1,63; 1,72 ; 1,67; 1,73; 1,77 ; 1,69;
1,82 ; 1,62; 1,74; 1,69;1,7 ;1,79; 1,65;
1,74;1,6;1,73; 1,72 ;1,79;

1,78 ; 1,71;
1,68; 1,74 ;

1,69;1,73;1,64;
Regrouper les données dans un tableau suivant les classes [1,5; 1,6[ ; [1,6 ;1,65 ; [1,65; 1,7[ ;
[1,7;1,75[;[1,75;1,8[; [1,8; 1,9[; [1,9; 2[.

Construire I'histogramme correspondant ( une classe d’amplitude 0,1 sera représentée par un
rectangle de base 3 cm et le rectangle représentant la classe [1,65 ; 1,7[ aura une hauteur de 2

cm).

Exercice 15

1,78 ; 1,68; 1,79;
1;74; 1,67, 1,72; 1,63;1,75.

Le tableau ci-dessous recense les tétes de

bétail (bovin et ovin) dans certain pays africain :

Bovin | Fréquence | " Ovin Fréguence

(x1000) (x1000) (%)
Burkina 4250 19,85
Cameroun | 5000 13,7
Guinée 1750 1,6
Mali 5500 18,6
Mauritanie | 1369
Niger 4750 18,75
Sénégal 2750 16,6
Tchad 4750 7,55
Totale Totale 28 000

1) Compléter le tableau (on arrondira) les fréquences a 10prés).

1,75 ; 1,7 ; 1,84; 1,64;1,73;

; 1,75; 1,68; 1,74 ;




2) Dessiner un diagramme circulaire représentant la répartition de la population de bovins de
ces huit pays.

3) Représenter par un diagramme a bandes les effectifs de la population ovine de ces pays.
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