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) @ A rithmétique

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Divisibilité dans Z

1) Définition

Soient a et b deux entiers relatifs, a est divisible par b( be Z*) si et seulement s’il existe un entier k
tel que : a=kb

2) Multiple, diviseur
Soient a et b deux entiers relatifs, les trois propositions suivantes-sont équivalentes :
e aest divisible par b e best undiviseur de a e aestun multiple de b

3) Propriétés

Soit a un entier relatif

e P; 1’opposé d’un multiple de a est un multiple de a

P, lasomme de deux multiples de a est un/multiple de a

Ps; la différence de deux multiples de a est un multiple de a

P, le produit d’un multiple de a par.un entier relatif est un multiple de a
Ps les diviseurs de a sont les diviseurs positifs et leurs opposés

4) Division euclidienne

Soient a et b deux entiers naturels, b-étant non nul.

Il existe un seul entier naturel g et un seul entier naturel rtelsquea=bg+r ; 0<r <b
g s’appelle le quotient de la division ; r le reste.

I1. Nombres premiers

1) Définition

Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs positifs 1 et lui-méme.
Un nombre entier naturel qui n’est pas premier est dit compos¢.

Exemples
e 0 n’est pas premier: tout entier e 1 n’est pas premier, il admet e 2 est le seul entier
naturel non nul est diviseur de 0. un seul diviseur positif. pair premier.

2) Propriétés

e P; Ilexiste d’une infinité de nombres premiers

e P, Décomposition primaire : tout entier naturel s’écrit de fagon unique comme produit de
facteurs premiers a I’ordre des facteurs pres a = p;* xp3? xpgt...xpyo tels que p; premiers et o
entiers.

Exemple

e 16=2x2x2x2=2% e 35=5'x7" o 180=2x2x3x3x5=2%x 3?x5

Chapitre 1 Arithmétique 9



3) Regle pratique

Pour étudier si un entier naturel a est premier on effectue sa division euclidienne par les nombres

premiers successifs jusqu’a ce que :

e soit le reste est nul auquel cas a est n’est pas premier ( et le nombre b correspondant a cette étape
est le plus petit diviseur premiers de a.

e soit on arrive & un quotient q inférieur au diviseur b ( ce qui équivaut a b* > a) sans avoir
rencontré de reste nul, auquel cas on peut conclure que a est premier.

Le crible d’Eratosthéne Permet d’obtenir aisément les nombres premiers dans ’ordre croissant.

Exemple Le crible d’Eratosthéne (pour les 100 premiers entiers)

1020|130 |34 |50 |60|70|80|90
1112131 ]41|51|61|71|81|91
12 |22 132 |42 |52 |62 |72 |82 |92
1312313343 |53|63|73|83|93
14 |24 |34 |44 |54 |64 |74 |84 | 94
15125 |135[45|55|65|75|85|95
16 |26 | 36 |46 |56 | 66 | 76 | 86 | 96
17 |27 |37 | 47 |57 |67 | 77|87 |97
18 |28 |38 |48 |58 |68 | 78 | 88 | 98
19129139]49]59]69]79]89]99

® P; Soit a et b deux entiers naturels, b divise a si et seulement si tout diviseur premier de b se
trouve dans la factorisation primaire de a avec un exposant au moins égal a celui qu’il a dans
celle de b.

o

ONO|O1| B~ WIN|F-

o

Exemple: 12=2?x3 ; 72=2%x3% ; 12 estundiviseur de 72.
I11. Pgcd -ppcm
1) Definition

a et b désignent deux entiers naturels non nuls. On appelle plus grand commun diviseur de a et b et
on note pgcd (a ; b) le plus grand entier naturel qui divise a la fois a et b.

On appelle plus petit commun multiple de a et b et on note ppcm(a ; b) le plus petit entier naturel
non nul qui est a la fois multiple de a et multiple de b.

L’algorithme d’Euclide fournit une méthode pratique de recherche du pged de deux nombres.
Exemple On veut déterminer par 1’algorithme d’Euclide le pged de 324 et 385 :

e 385=324x1+61 Ces calculs peuvent se présenter dans le tableau suivant :
e 324=61x5+19 1 5 13 |[4]1]3

e 61=19x3+4 385324 (6119|431

e 19 =4 x4+3 61 |19 |4 |3 |10

e 4=3x1+1

e 3=1x3+0

Le dernier reste = 0 obtenu dans les divisions successive étant 1on en déduit que pgcd(324 ;385) = 1.
(' premiers entre eux). On peut également chercher le pgcd en décomposant :

385 |5 324| 2
|7 162| 2
11 |11 81 |3
1 1 27 |3 ; Donc,385=5x7x11 ; 324=2°x3"
0 9 |3
3 |3
1 |1
0

Aucun facteur premier ne figure a la fois dans la décomposition de 385 et celle de 324.

Chapitre 1 Arithmétique 10



2) Propriétés

e Les diviseurs communs a deux entiers naturels sont les diviseurs de leurs pgcd,

e Les multiples communs & deux entiers naturels sont les multiples de leurs ppcm,
e Le produit de deux entiers naturels est égal au produit de leur pgcd par leur ppcm.

V. Entiers premiers entre eux
1) Définition
Deux entiers relatifs sont premiers entre eux si et seulement si leur seul diviseur commun positif est 1.

2) Théoreme de Bézout
Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux entiers relatifs u
et vtels que : au + bv = 1.

3) Théoréme de Gauss
a, b et ¢ désignent des entiers relatifs. Si ¢ divise le produit ab et si a et ¢ sont premiers.entre eux,
alors c divise b.

V. Congruences dans Z

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, a et b sont deux entiers relatifs.

1) Définition

On dit que a et b sont congrus modulo n et I’on note a = b (n) lorsque a =b est un multiple de n.

2) Propriétés caractéristiques
a et b sont congrus modulo n si et seulement si a et'b ont le méme reste dans la division euclidienne
par n.

2) Compatibilité avec les opérations

n désigne un entier naturel supérieur ou'égal a 2, a, a’, b et b’ sont des entiers relatifs.
Sia=a’(n)etb=b’ (n), alors

e atbh=a+b’ (n) e a-b=2a-b (n) e ab= a’b’ (n)
Pour tout k de N"a*=a’* (n).

3) Applications aux criteres de divisibilité

x désigne un entier naturel dont I’écriture en base décimal est x = a,a,,...a,

(les a; étant ses n+ 1 chiffres)

e X=ap+apn +..+ta+a (9) ; on en deduit que x est divisible par 9 si et seulement si la
somme des chiffres est divisible par 9.

e X=ap+an +...ta +a (3) ; on en déduit que x est divisible par 3 si et seulement si la
somme des chiffres est divisible par 3.

e X=ay (2); Xestdivisible par 2 si et seulement si son chiffre unité est pair.

e X=ay (5); xestdivisible par 5 si et seulement si son chiffre unité est 0 ou 5.

o X= ﬁ (4) ; x est divisible par 4 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers
chiffres est divisible par 4.

o X= a (25) ; x est divisible par 25 si et seulement si le nombre formé par ses deux derniers
chiffres est divisible par 25.

e 10=-1(11);100=1(11); 1000=1(11)...

e X est divisible par 11 si et seulement si la différence des sommes de ses chiffres de rangs pairs et
impairs est divisible par 11.

Chapitre 1 Arithmétique 11



Savoir-faire

A. Applications

Exercice. 1

On pose pour tout neN ; U= 3"*1+2"*2

1) Calculer Up+1- 9 Uj

2) Démontrer par récurrence : pour tout entier naturel Uy, est divisible par 7.

Solution
1) pour tout N eN ; Upss- 9 Uy = 320+ D*L 4 o2 gg2n+1y on+2)
— 32n+3 + 2n+3 _32 % 32n+1 -9 ><2n+2
— 32n+3 _ 32n+3 +(2 - 9)>< 2n+2
Onadonc Upss- 9 Uy =-7 x 2™2,
2) Démontrons par récurrence : U, est divisible par 7 VneN .
La propriété est donc vraie pour n = 0.
Soit p un entier naturel, supposons que U, est divisible par 7 et démontrons que Up. D’est
également.
Ona Up+1 - 9Up = -7 x2P*2 'mais par hypothése U, est divisible par 7, donc il en est de méme pour
9U,.
9U, et 7 x 2”2 étant tout deux multiples de 7 leur différence est-aussi multiple de 7.
Par consequent U1 est multiple de 7.
Donc pour tout Vn e N, U, est divisible par 7.

Exercice. 2
1°) 89 est-il un nombre premier

2) Simplifier le plus possible les fractionsB AR g

64 ' 534 ' 3144

Solution

1) pour déterminer si 89 est premier, étudions sa divisibilité par les nombres premiers successifs

e 89 n’est pas divisible par 2 ;( 9 est impair)

e 89 n’est pas divisible par 3 ; ( 8+9 n’est pas divisible par 3)

e 89 n’est pas divisible par 5; (9 %5 ;9= 0)

e 89 n’est pas divisible par.7 ; (89 =12 x 7 + 5),

e 89 n’est pas divisible par 11; (89 =8 x 11 + 1),

Le carré de 11 étant supérieur de & 89 (112 = 121), et 89 n’ayant pas de diviseur premier inférieur a
11, on peut affirmer que 89 est premier.

2) Simplification
72 8x9. 9
64 8x8 8
382 = 2x191 = 191 ;191 =2 x 89 + 13 n’est divisible par 89, ni par 3,
534 2x3x89 267

1068 22 x3x89 89

3144 22x3x262 262

; pged(9;8)=1; % est irréductible.

; 262 =2 x 89+ 84 ; n’est pas divisible par 89

Exercice. 3

Un document rédigé comporte 4350 lignes sur plusieurs pages.

Une page compléte comporte 34 lignes et seule la derniére page est éventuellement non compleéte.
Calculer le nombre de lignes figurant sur la derniére page.

Chapitre 1 Arithmétique 12



Solution

Effectuons la division euclidienne de 4350 par 34
4350 = 34 x 127 + 32,

Donc, sur la derniere page ( n° 128) il y a 32 lignes.

Exercice. 4
Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’écriture du naturel a dans la base n.
a=3;n=7 ; 3)a=53;n=5

2)a=53;n=2 ; 4)a=4606;n=12

Solution
l)a<n=a =a;3 =3;
2)53=5x10+3=5x5x2+3=2x5% +0x 5" +3 x5

——=cing

donc 53 = 203
3)53=2x26+1; 26=2x13 +0;
13=6x2+1;6=2x3+0:;3=2x1+1;1=2x0+1

deux

Donc 53 = 11010 )

4) 4606 = 12 x 383 + 10
383= 12x31+11
31=12x2+7
2=12x0+2
Ou encore 4606 =2 x 12° + 7 x 12 + 11x 12 +10
douze

Dans la base 12 on ecrit 10 = o ; 11 = . Donc 4606 = 273 .

Exercice. 5
L’entier naturel 341 s’écrit 2331 calculer a.

Solution

a est un entier supérieur a 3 qui verifie :

341 =2 x a>+ 3 x a4+ 3xa+ 1, donc a est un entier supérieur ou égal a 4 solution de 1’équation
polynomiale : 2 x X* +3 x X*+3xx+1=0

On peut procéder par essaies successifs, mais on a

2a° <341 <8a° < %1<a3<%1, donc a=5

Exercice. 6

a) déterminer pgcd(168 ; 288) et ppcm(168 ; 288).

b) a ; b et c trois entiers tels que pgcd(a ;b) = 1 et pged(a ;c) = 1 ; montrer que a et bc sont premiers
entre eux.

c) déterminer un couple (u ; v) d’entiers relatifs tels que 14u +25v =1

Solution

a) Utilisons I’algorithme d’Euclide
e 288=168x 1+ 120

e 168=120x 1+48

o 120=48x2+24

o 48=24x2+0

Chapitre 1 Arithmétique 13



Ces divisions Euclidiennes successives peuvent se présenter dans le tableau suivant :
1 1 2 |2
288 | 168 | 120 | 48 | 24
120148 |24 |0
Pgcd(168 ; 288) = 24
168x 288

Donc ppcm(168 ; 288) = —or 2016

Ouencore 168 =28 x3'x 71 ; 288 =2°x 32;
Donc pgcd(168 ; 288) = 2° x3'= 8 x 3 = 24
Ppcm(168 ; 288) = 2° x3*x 7! = 2016

b) On pose d = pgcd(a ; bc), alors d divise bc ; d est premier avec b, donc d’aprés le théoréme de
Gauss d divise ¢, donc d est un diviseur positif commun entre a et c.

Or le seul diviseur positif commun de a et ¢ c’est 1, d’oud =1 et pged(a ; bc) = 1.

Donc a et bc sont premiers entre eux.

c)1l4u+25v=1 ;14 et25sontpremiersentreeux; 25=14+11,

donc, d’apres le théoréeme de Bézout il existe deux entiers relatifs u et v vérifiant cette égalité.
Déterminons de tels entiers u et v en utilisant I’algorithme d’Euclide de calcul du pged de deux
entiers.

e 25=14 x1+11 (1)

e 14=11x1+3 (2)

e 11=3x3+2 (3)

e 3=2x1+1 (4)

Par rapports successifs en partant de la derniére égalité ona-:
e 1=3-2 4)

e 1=3-(11-3x3) 3)

e =4x3-11

e 1=4x(14-11)-11 (2

e =4x14-5x11

1=4x%x14-5x%x(25-14)(1)
e =0x14-5x25
Onadonc 14 x9+25%x(-5) =1 dou u =9;v=-5

Chapitre 1 Arithmétique 14



B. Exercices

1 Donner les écritures du nombre 0,6 sous
forme de fraction dont le dénominateur est
compris ( ou au sens large) entre 50 et 70.

2. |Quelles sont les fractions égales a % dont

le dénominateur est positif et strictement
inférieur a 50 ?

3. 1) trouver tous les diviseurs positifs de 144.
2) trouver tous les diviseurs positifs de 1820.
3) trouver tous les diviseurs positifs de 1485.

4. Un terrain rectangulaire a pour
dimensions 156 m et 90 m ; on veut ’entourer
d’une cloture de fil de fer soutenue par des
piquets régulierement espaces, un piquet étant
planté a chaque angle du terrain, sachant que
deux piquets successifs doivent étre distants
d’un nombre entier de metres et située a plus
de 2m et a moins de S5m 1’'un de I’autre .
Combien faut-il prévoir de piquets ?

5. On appelle diviseur propre d’un entier
naturel tout diviseur positif de cet entier autre
que lui-méme.

Deux entiers naturels sont dits amicauxorsque
la somme des diviseurs propres de chacun est
¢gal a autre.

a) montrer que 220 et 284 sont amicaux

b) que peut-on dire de 1210 et 1184 ?

6. a) 97 est-il un nombre premier ?
261 est-il un nombre premier ?
c) 1031 est-il un.nombre premier ?

7. adésigne un entier relatif, Démontrer que
le nombre a (a* -1) est divisible par 6.

g  Pour chacune des écritures proposées,
preciser laquelle des trois propositions
suivantes est vraie :

P, I’écriture ne définit aucune division
euclidienne

P, I’écriture définit une seule division
euclidienne

P3 I’écriture définit deux divisions
euclidiennes.

g Montrer que si x est un entier naturel non
divisible par 5, alors le reste de la division
Euclidienne de x* par 5 est 1.

10 1) déterminer le reste de la division
Euclidienne par 5 de chacun des nombres 2
I’entier k variant de 0 a 8.

Démontrer par récurrence que pour tout ne N,
le reste de la division Euclidienne de 2*" par 5
est égal & un entier constant a préciser.

2) Démontrer a I’aide de la question précédente
et de la formule du binbme de Newton que pour
tout entier naturel n le reste dans la division
euclidienne de 17*" par 5 est 1.

3) Déduire des deux premieres questions que
pour tout neN 2% *3/+ 17°"2 + 3'est divisible
par 5.

11 \Démontrer que 22"+ 2 est divisible par 3
quel que/soit I’entier naturel n (on pourra
utiliser la formule .du bindbme de Newton ou
procéder par récurrence).

12 1) Déterminer les restes des divisions
eucliﬁdiennes par 7 des puissances successives de 10
alo0’.

2) Démontrer par récurrence que : pour tout k
deN,

le reste dans les divisions euclidiennes de 10%
par 7 est 1.

En déduire le reste dans la division euclidienne
de 10" par 7 suivant la valeur de I’entier n.

3) Déterminer tous les entiers naturels tels que

3 + 10" soit divisible par 7.

13 Dans chacun des cas suivants déterminer
I’écriture du naturel a dans la base n :
a=4; n=2 ; 3Ja=23 ;n=12
2)a=13; n=5 ; 4)a=105 ;n=8

14 Dans cet exercice les écritures soulignées
sont en base 2.

1) comment s’écrivent les puissances de 2 dans
le systéeme binaire ?

2) Effectuer les calculs proposés en donnant
I’écriture des résultats en base 2 (n et p
désignent des entiers naturels non nuls).
a)l...1+1;b)10...0 x 10...0 ;c) 10...01x1...1

n chiffres nzéro pzéro n-Iz&ro n chiffres
1)63=9x7 ;0 3) 70=9x7+7
2)68=9x7+5 ; 4) 73=9x7+10
Chapitre 1 Arithmétique 15



15 Soit x le nombre qui s’écrit 1357 en base
8 ; donner 1’écriture décimale et 1’écriture en
base 2 de X.

16 Soit b un entier supérieur ou égala 2 ;
écrire le nombre (b + 1)* en base b.; Calculer
a;b;c

17 | Dans chacun des cas suivants ;
aeterminer le pgcd de a et b en utilisant deux
meéthodes :

e [’algorithme d’Euclide
¢ la décomposition en produit de facteurs

1)a=144 ;b=216 3)a=1024 ;b=
1120
2)a=225 ;b=2350 4)a=3492 ;b=
4680

18 Pour carreler une surface rectangulaire de
dimensions 60 cm et 90cm, on utilise des
carreaux de forme carré ( tous de méme
dimensions)

Sachant que la mesure en cm du c6té d’un
carreau est un nombre entier.

Déterminer les valeurs possibles du nombre de
carreaux necessaires.

19 Soient a et b deux entiers naturels
1) montrer que pgced (a ; a®+ b) = pged (a';b)
2) Montrer que ppcm(a + b ; 2a + 2b) =ppem(a ;
b
Indication:a; b;a’;b’ désignent des entiers
naturels, on a : pgcd(a ; b) = pged(a’ ; b’) siet
seulement si les diviseurscommuns a a et b
sont les diviseurs communs a a’ et b’.

20 a et b deux entiers naturels non nuls. On
pose X = 15a+ 4bety=11a+3b.
Calculer 3x -4y et -11x + 15y.
En déduire que :
pgcd(15a + 4b; 11a +3b) = pgcd(a ; b)

21 | n désigne un entier naturel non nul
1) Calculer pged(n; n+1) ; ppcm(n;n+1)
2) Calculer pged(n +1 ;2n+1) ;
ppcm(n+1;2n+1).

22 a et b désigne deux entiers naturels
premiers entre eux. Onposes=a+betp=ab
Determiner: pgcd(a; s) ; pged(s ;p).

23 Déterminer les couples (x; y) d’entiers
naturels tels que : pgcd(x ; y) = 160 ;
ppcm(x ; y)= 7200

24 | p est un nombre premier et k un entier tel
que:1< k<p-1
Apifi k _ P Ak
1) Veérifier que C; =EC

p1

2) En déduire que p divise C;.

25 X ety désignent des entiers'naturels

premiers entre eux.

Préciser si les propositions suivantes sont vraies

ou fausses :

P, Il existe des entiers relatifs a et b tels que
xa—yb=1.

P, Pourtous entiers relatifsuetvona:
XU+ yv =1

Ps Il existe une infinité de couple (u ; v)
d’entiers relatifs tels que xu +yv =1

P4 llexiste des entiers relatifs o et B tels que :

aX+ By =3

26 Déterminer un couple (u ; v) d’entiers
relatifs vérifiant la condition proposée :
D3u+4v=1 ; 2)364u+165v=1;

3) 364 -165v =6

27 |1) Déterminer un couple (x0 ; y0)
d’entiers relatifs tels que : 37Xy + 165y, = 1
2) En utilisant ce couple particulier déterminer
toutes les solutions dans Z de I’équation
37x+ 22y = 1.

Chapitre 1
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@(‘ Systémes linéaires

E Faire savoir

L’essentiel du chapitre

| - Définitions
1) Définition 1
On appelle systeme linéaire de n équations aux p inconnues Xi ; Xz ; ...Xp le systéme

ay X, +a,X, .. Fa X, =D

Ay Xy HApX, ..+, X = b,

(S)5. ou a,....a a, et by...,b, sontdes réels donnés.

1p1e -+ Anp n

QX +2,,X,...+a, X, =b,

e on dit aussi que ( S) est un systeme a n lignes et p-.colonnes.
e si n=p, (S)estunsysteme carré.
e les réels a;,a,,...a,, sont les coefficients diagonaux du systeme. Lorsque les coefficients

nn

situés sous la diagonales sont nuls ( aj = 0 , pour tous i‘et j tels que i > j ), le systeme est
triangulaire supérieur.
e une solution de (' S) est un p-uplet.( X1 ; X2 ; ..5,Xp) Vérifiant simultanément les n- équations.
Résoudre ( S) c’est déterminer I’ensemble de ces solutions.
Exemple
Xy +X,+X;=5

(S T8 e x4
Yox, -3x,—x, =14 . 2 s
2X3 =-6

(S2) est carré et triangulaire supérieur ; ( 7 ; 1 ; -3) est une solution de (S;) et (S>).

2) Définition 2

Deux systémes (S) et (S’) sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions, autrement dit si
toute solution de (S ) est solution de (S’) et réciproquement.

Il — Opérations élémentaires sur les systemes

1) Codage

On note L; la i*™ ligne d’un systéme ( S) .

Le tableau ci-dessous rassemble les opérations élémentaires sur les lignes de (S) et leur codage.

Opération élémentaire codage
Echange des lignes i et | L, oL,
Multiplication de la ligne i par a (o # 0) L, < alL,
Addition a la ligne i d’un multiple de la ligne j ( A réel quelconque ) | L; < L; +AL,

Chapitre 2 Systemes linéaires 17



2) Théoreme

On passe d’un systéme ( S) a un systéme ( S’) équivalent :

¢ en ¢changeant ’ordre des inconnues de ( S), ce qui revient a échanger deux colonnes de ( S).
e en suppriment dans (S) deux lignes identiques

e en procédant a une opération élémentaire sur les lignes de ( S).

Exemple
X+y+z+t=1 X+y+z+t=1
y L, eL,-L, y
. X+y+2z+2t=1 Zz+t=0
Transformons le systeme ( S) par L,<«L,-L,
X+3y+3z+t =3 2y+2z =2
L,«<L,—-2L,
2X+3y+z+t=4 y—-z-t=2
X+y+z+t=1 X+y+z+t =1
+z=1 +z =1
L, XL, Y : L, <Ly L, Y
2 z+t =0 z+t =0
y-z-t =2 2z-t =1
X+y+z+t =1
L, <L, +2L y+z =1
! ! : z+t =0
t =1

Le systéme obtenu est triangulaire supérieur. 1l se résout aisément par substitution. 1l a une solution
unique (-1;2;-1;1).

11 — La méthode de Gauss

1) Exposé de la méthode

L’idée

Il s’agit, par étapes successives, de transformer un systétme ( S ) en un systéme triangulaire

supérieur

('S’), qui lui est équivalent.

Résoudre un tel systeme (.S’) sera dés lors une chose aisée, par substitution.

Les étapes ;

a) On place en-L; une ligne ou le coefficient de x; est non nul (une telle ligne existe, et ce
coefficient est appelé Pivot.)
On ¢élimine I’inconnue x; dans L,,..., Ly par Lj < L+ AL; (A a calculer pour chaque i > 2)

b) S’il existe parmi Lo,..., L, une ligne ou le coefficient de x, est non nul, on la placeen L, , et on
utilise ce coefficient comme nouveau pivot.
On élimine Pinconnue x;, dans Ls,..., Lypar Lj < Lj+ AL,

c) Ainsi de suite, jusqu’a obtenir une forme triangulaire.

2) Mise en ceuvre

Exemple
2a+b-c-d =-18 Solution
, ‘ a+b+cted = 0 Pour eviter des calculs fractionnaires, il est
Résoudre le systéeme préférable de travailler avec un premier pivot
3a+5c =1 403 3
égalal.
a+b-7c+13d=-40 Nous procédons donc ainsi :
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@ [th+b+c+d =0 @ a+b+c+d =0
L oL, J2a+b—c—d = -18 7 [~1b-3c—3d =-18
3a+5¢C =1 |_2<—|_2—3|_l —3b+2c-3d = 1
a+b—7c+13d =-40 Lj(—Lj—Lll —8c+12d =-40

@ atb+cted =0 @ a+b+c+d =0
Lel,-3L,|b-3-3 =18 8 “b-3e=3d =18
+6d - 55 v Ly 4T 11c + 6d = 55

—8c+12d =40 %d =0

Du dernier systéme, nous déduisons successivement :d=0;c=5;b=3;a=-8.
L’ensemble de solutions est S = {(—8 7 3;5; 0)} ; solution unique.
3) Cas particuliers

Un systéme linéaire n’a pas toujours une solution unique, méme s’il est carré. Nous en utilisons ici deux
exemples résolus par la méthode de Gauss.

Exemple 1
Ix-3y+2z =1 Ix—-3y+2z =1
. \ L, < L,-5L,
Résoudre le systéme {5x+y+z =4 ; hely-9z2 =-9 ; L,«L,+L,
L, < Ls+2L,
—-2x-10y+5z =7 -16y+9z =9
X—-3y+2z =1
16y—-9z  =-9 ; On peut exprimer (par exemple) z, puis x, en fonction de y :
0 =0

z= gy +1; X= %y —1 ; L’ensemble des solutions contient une infinité de triplets :

5 16
S= {(—gy-l VY §y+1);ye R}

Exemple 2 Résoudre le systéme

1k, —2x,-3x, =1 A L5 X;+2X, =35 =1
X, =3X,+Xy =2 L2<—L2—3L1 , +16x; =-3
3X, —X,+X; | =3 P U7X, +10x, =0
L,«<L,-L,
X +7%, 0 =4 -2X, +10x, =3
X, +2X,-3X, =1 X, +2X,-3X, =1
7 -13x, +16x, =-3 -13x, +16x, =-3
L3<—L3—1—L2 2 3 08 2 3
; B, =2 LeL-L, 18, =2
L, «L,—=L, 13 13 13 13
13 %x -5 0 - 16
137° 13 3

La derniere équation n’ayant pas de solution, I’ensemble de solutions est vide.
S=o
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Savoir-faire
A. Applications

Exercice 1

Déterminer un polyndme P de degré trois vérifiant les conditions : P(1) =-9; P(2) =-9; P(4) = 45.

Solution
Posons P(x) = ax® + bx? + cx + d
a+b+c+d=-9

8a+4b+2c+d=-9

27a+9b+3c+d=5
64a+16b+4c+d =45

Le probleme revient & résoudre le systéme :

Etant donné que le I’inconnue d figurant avec le coefficient 1, commencons par inverser les

inconnues pour faciliter les calculs.

d+c+b+a=-9 L oL -L d+c+b+a =-9
d+2c+4b+8a=-9 |_2<—|_2—|_l c+3b+7a =0
d+3c+9b+27a=5 |_3<—|_3—|_2 c+5b+19a =14
d +4c+16b +64a =45 ‘ * 7 lc+7b+37a =40
d+c+b+a =-9 d+c+b+a <~ =-9
L,«L,-L, c+3b+7a =0 Le.L A c+3b+7a =0
L, «L,-L, 2b+12a =14 4 10T 2b+12a =14
2b+18a =26 6a =12

On en tire successivement :a=2;b=-5:¢c=1;d=-7.
Donc, P(x) = 2x% -5x* + x - 7

Exercice 2
Résoudre le systeme suivant par les méthodes : substitution, combinaison.
X+y+2=06

X+y+t=7
X+z+1t=8
y+z+t=9
Solution
e Résolution par substitution
X+y+2="6 Z=6-X-Yy z =6-X-Y
X+y+t=7 t=7-x-y t =7-X-Y
= =
X+z+1t=8 X+6—-X—-y+7-X—-y=8 —-X—2y =-5
y+z+t=9 y+6-X-y+7—-x-y=9 -X-y =-4
z =6-X-Yy z =6-X-Y
t =7-X-Yy t =7T-X-Yy
=
y =4-2x y =4-2x
X+8-4x =5 -3X =-3

y =6-X-Yy

t =7-X-Y
o

X+2y=5

y =4-2x

Chapitre 2 Systemes linéaires
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Onentiresuccessivement:x:1;y:2;z:3;t:4;d’oUS:{(1; 2; 3;4)}.

e Résolution par combinaison
PosonsS=x+y+z+t

S—-t=6
X+y+2=6
S-z=7
X+y+t=7
& 9S-y=8
X+z+t=8
(o S—-x=9
+z+t= N ) .
y 3S =30 ( cette derniere équation s'obti ent en additionnant

membre a membre les quatre équations du systeme initial)

S-t=6
x=1
S-z=7
y=2
& <S-y=8 <«
z=3
S—-x=9
t=4
S =10
Exercice 3
-1 3 =27
Dans une base de I’espace. On considere les trois vecteurs : ul 7 ;\7 -2 ;W 5 sont-ils
0 9
coplanaires ?
Solution
u; v; w,sont coplanaires s’il existe ( par exemple) deux réels x et y tels que : W=XU +Y V.
-1 3 =27 —X+3y =-27
Cette ¢galité nous conduit a un systeme d’équations : X| 7 | +y| -2 | =|5 & IX-2y=5
3 0 9 3x =9
=
—X+3y=-27

7x—2y =5 ce qui donne, enfin, x = 3;y =8, donc w=3u+8v ; d’ou les vecteurs U V W
X =3
sont coplanaires.

Chapitre 2 Systemes linéaires 21



B. Exercices
En utilisant des opérations élémentaires,
résoudre les systemes :

X—-2y+z=1
- 2Xx—-y+3z=0
X+y—-z=2
X; +5X, +2X;=8
=-1

X, +4X, +2X, =7

En utilisant la méthode de Gauss, résoudre les
systémes suivants :

- a—-b+2c+3d=1

a—-3b+4c-d=7
—-a+2b-2c-9d =10
2a—3b+7c—-d =16
5Xx+y+z=-5
2X+13y-7z=-1
5x—-y+z=1

3X, +2X,

X+y+z=1
8X+2y+52=3
3X—-4y+3z=-1
—X+3y+z2=2
4X-y+72=0
2X+5y+9z=4

a+b+c+d=-1
3a—b+2c=5d=-26
-a 4c-2d=-8
8a+2b +d=0
—2X+y=2-t=3
X=2y+z-2t=7
3X+22+t=5
2X—-y+2z-2t=15

X-y-z-t=-1
X=3y+z+t=-2
X+y—-2z+4t=4
X—-y+z-2t=-8

- 6X+6y+52+18t+204 =14
10x+9y+7z+24t+304 =18
12X +12y + 23z + 27t +354 =32
8X + 6y +6z+15t+ 204 =16
4X +5y +4z+15t+154 =11
éterminer un polynéme P de degré 3

vérifiant :
P(1)=0;P(2)=2;P(3)=-1;P(4) =5.

FDéterminer une fonction polyndme de
egre 3 dont la représentation graphique passe
par les points A(0; -1); B(2; 5) et admet en
chacun des points” A et B -une tangente
horizontale.

-Méme exercice avec A(2 ; -1) et
B(1;1).

ans une base de I’espace, on considere
les vecteurs :

2 38 34
u| 3 |; w13 |; w| 55 |sont-ils coplanaires ?
5 21 89

Mé&me exercice avec,
3

e, 0
-1

1
;e 1);
1
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@(‘ Nombres complexes 1

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

|- Vision géométrique d’un nombre complexe
Le plan est muni d’un repére ( O ; u; v ) orthonormé direct.

1) Coordonnées cartésiennes - Coordonnées polaires -
Tout point M du plan est déterminé par le couple de réel (x ; y) tels que :

OM =xu+ y\7 ; (X ; y) s’appelle le couple de coordonnées cartésiennes du point M.

Tout point M du plan distinct de O

est déterminé par un couple (r; 6 ) tels que :
OM=ret0=(u; OM) (2n).

(r;0)estalors le couple de coordonnées polaires du point M.

A tout point M de coordonnées cartésiennes
(x ;y), on associe le nombre complexe z

définie par : z = x + iy ; i désigne un nombre imaginaire tel que i’ = -1.
Z est appelé I’affixe du point M ( et aussi'du vecteur oM ).

O T X

On dit que M est le point image et OM le vecteur image du nombre complexe z.
Si M est distinct de O, alors en notant (-r, 6) un couple de coordonnées polaires de M, I’affixe z de

M vérifie : z = x + iy = r(cos6_+ isino).

2) Forme algébrique d’un nombre complexe
Soit un nombre complexe z ayant pour point image M,
de coordonnées (x ;y), alors z =x +iy et
e X+ iy est la foarme algébrique de z,
la partie réelle de z notée Re(z)
est ’abscisse de M, Re(z) = x ;

Im(z)

¢ la partie imaginaire de z notée Im(z)
est 'ordonnée de M, Im(z) =y ;
o le module de z noté |z |est la distance OM ;
|z [=OM = (x®+y?
3) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul
Soit un nombre complexe z ayant pour point image M de
coordonnées polaires (r ; 0), alors z = r(cos6 + ising).
e r(cos6 + isinB) est une forme trigonomeétrique du nombre complexe z,

e le module de zestr.
e unargument de z est une mesure en radian de angle (U ; OM) (27).

Chapitre 3 Nombres complexes 1
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I1. Ensemble des nombres complexe
e [’ensemble des nombre complexes X +iy / Xety € R estnoté C, il contient I’ensemble des réels R.

e Cest muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R et qui suivent les mémes
regles de calcul.

e Le nombre i vérifie i* = -1.

e Un nombre complexe est réel si et seulement si, sa partie imaginaire est nulle, c’est dire si et
seulement si son point image est situé sur 1’axe des abscisses.

e On appelle imaginaire pur tout complexe de la forme iy avec y réel., un complexe est
imaginaire pur, si et seulement si sa partie réelle est nulle, c'est-a-dire si et seulement son point
image est situé sur ’axe des ordonnées.

I11 - Conjugué d’un nombre complexe
1) Définition

Le conjugué d’un nombre complexe z de forme algébrique x + iy est le nombre complexe défini par
Z=x-1y

2) Propriétés

z et 7’ désignent des nombres complexes,

L = fe <1 . "M(2)
e les points images de z et z sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses.

e z+z =2Re(z) ; z-z =2ilm(z). -
e zestréel siet seulementsi,z= z.
e 7z est imaginaire pur si et seulement si, z=-z,

e =2,
e z+2'=2+2" ( le conjugué d’une somme est da somme des conjugués),
e 77'=77" (le conjugué d’un produit est le produit des conjugués),

. 1, 1 - ; e
e Sizest nonnul, alors (—) ==, (le conjugué de I’inverse est I’inverse du conjugué), y M’(2)
z z

: z, 2 L . : L
e Siz’ est nonnul, alors (—)== ('le.conjugué du quotient est le quotient des conjugués),
2" <z

e Sinest un entier non nul; alors Ny

IV - Module d’un nembre complexe

1) Distance de deux points

Soient A et B deux points d’affixes za et zg. La distance AB est le module de la différence entre les
affixes de Aetde B; AB= |z, -7,

2) Propriétés

z et z’ désignent deux nombres complexes

e [2I202=0;

|-z|=]z]| et ‘E‘ = |z| (un nombre complexe, son opposé et son conjugué ont méme module).

lz+2z|<lz| +|2| (Inégalité triangulaire)
|zz | =12zl 2’| (le produit des modules est égal au module du produit).

. 1
Si z est non nul, alors |~
Z

=ﬁ ( le module de I’inverse est I’inverse du module),
Z

z‘zﬂ
2]

Pour tout entier naturel n, nonnul : |z"|= | z|"

Si z’ est non nul, alors (le module du quotient est le quotient des modules),
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V. Argument d’un nombre complexe

1) Définition

. . rsind M(2)
Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan
d’affixe z. On appelle argument de z, et on note arg(z), ;
la mesure en radian de I’angle de vecteurs : 6 = (u;OM) . sind
o 0
2) Théoréme O]  coso rcoso

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire
sous la forme z = r(cos® + isind), ot r = OM =]z | et 6 = (u;OM) .
Cette écriture est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z.

Exemple
Soientz = 1+1i, et z’=1—1i. Mettre z et z’ sous la forme trigonométrique.

Ona: lz= V12 +22 :ﬁ, on peut écrire 1+ i = \/E(LHL). Or, i:cosg etizsinE .

NN LN NE

Donc 1+i= ﬁ(cos%ﬂsin%). De la méme facons, on démontre que :

. -7 .. —T
1-1=+2(cos—+isin—).
J2( . )

Remarques

0 n’a pas d’écriture trigonométrique.
un argument de z est défini a un multiple de 27 pres. Tous les arguments de z sont sous la forme
0 + Kk x 2mt. On écrira argz = 6 (2n).
e l’argument d’un nombre complexe non nul peut étre représenté de maniére unique par un
nombre réel dans [0 ; 2r[. On I’appelle parfois argument principal de z.
e Sizest unnombre complexe de module 1 ( M appartient au cercle trigopnométrique), alors
Z = (cosO + isinB) ou z = " ( (e =cosa +isina)
e zest reelsi, et seulement si, z=00u z=0 etargz =0 (2r) ou argz = =t (2n) ou(argz = 0 (n))
e 7z est un réel strictement positif si, et seulement si, argz = 0 ( 2x), et strictement négatif si, et
seulement si, argz = m(.2x).

e zestunimaginaire pur< z=0ouz=0etargz = g(Zn) ou argz = -g(Zn) ou(argz = g(n))

3) Propriété M” (0o )V M’(@’ = cos®’ + isin®’)
SI @=cosd +5ind et 2+ 9\ M(w = cose + isine)
®’ = cosO’ + isinB’, - 900 T

alors mm’= cos(0 +0’ ) + isin( 6+ 0°).
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VI — Equation du second degré

1) Résolution sur C de I’équation du second degré a ceefficients complexes
Théoreme

Soit a b et ¢ des nombres complexes tels que a = 0.

—b+d —b-d . - :
etz, =y ou d designe une racine

L’équation az® +bz +c = 0 a pour solution z; =

carrée de A =b®— 4ac.
e sib’—4ac =0, alors z; # z,.

. -b . e .
e sib’~4ac=0,alorsz;=z, = N ; on dit que 1’équation a une solution double.
a

Remarque : A = b*— 4ac est appelé le discriminent de ’équation az® +bz +c = 0.

2) Résolution sur C d’une équation du second degré a ccefficients réels

Soit 1’équation az® +bz +¢c = 0, ou a, b et ¢ sont des réels et a non nul.
D’aprés 1’étude précédente on a

+A/A et—b—ﬁ

2a 2a

e si A=b*—4ac> 0, ’équation admet deux solutions réelles distinctes ; —

. , ) . —b ,
e si A=b*_ dac= 0, I’équation admet une seule Solutlonz— , elle est réelle.
a

e si A=b*—4ac <0, une racine carrée complexe de A est i/~A-
—b+iv-A ot —b—iv-A
2a 2a

L’équation admet deux racines complexes conjuguais

Exemples

1) Résoudre sur C : z% -2zcose + 1 = 0-Calculons le‘discriminant réduit :
A’ = cos’p —1 = -sin’o.

A’< 0, donc les solutions sont : COS +ISing et cose - iSing.

2) Résoudre sur C : 3x? + 2x + 2 = 0. Calculons le discriminant réduit : A’ =1 —6=-5 = ( i\/§)2'
—1+iv5 ot ~1-iB

3 3
3) Résoudre dans C : (1=i)z*-6(-4i)z+9-7i=0.Ona:a=1-i;b=-(6 —4i),c=9-7i;
b’=-3+2i; b®>—ac=(-3+2i)>—(1-i)(9—7i) =3 +4i. Calculons les racines carrées de 3 + 4i.
Il s’agit d’utiliser la méthode algébrique, soit x + iy une racine carrée de ce nombre avec X et y
réels.

Les solutions sont donc :

X —y?=3
(x+iy)>=3+4i < {x*+y?’=5 Cesysttme donne x*=4 ety*=1ectxy>0,dou2+1i estune
2xy =4
racine carrée de 3 + 4i, Donc les solutions de I’équation sont :
, _8-2i+2+i 5-i_ (5-i)(1+i) _6+4i

T T e I
, _3-2-(2+0) 1-3i (L-8i)(1+i) _4-2i _, .
21— 1 (L-)(si) 2
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Savoir- faire

A . Applications
Exercice 1

a) Ecrire sous forme algébrique ( x + iy) les nombres complexes suivants :

a=@+2)2—i):b= 20 . o= 3+ 271
1-i 2—1 3+i

b) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants:

2 4i

a=1-i;b= 1+|\/_ c= — ;d=

1-i 1+i3

Solution
Ecriture sous forme algébrique
e a= (3+2))(2—-1i) =6-3i+4i+2=8+i

_ 5+6i_ (5+6i)A+i) 5+5i+6i-6 —1+11i —_—1+1—1i

1-i (Q-i)@+i) 2 T2 2 2
_ 3+i+2—i: @B+i)?+(2-i)*>  9+6i—-1+4—4i—-1 11+2i
2—i 3+i (2—-i)(3+1i) 6+2i—3i +1 7—i
_ @207 +i) _77+11i+14i-2 3 1.

(7—-i)(7 +i) 50 2 2

Ecriture sous forme trigopnométrique

= —_]= b — i_i - i __1 = __TE icin( > .
a= 1-i ﬁ(ﬁ) ﬁ(ﬁ ) ﬁ(ﬁﬂ(ﬁ» V2(cos(,") +isin( 4“)) :
1+|f 1.3

T .. T, .
)= 2(5 |7)=2(cos§+|sm§),

b=1+iy3 =2
2 _\2+iZ_ 22

T .. T
—+i——=cos—+isin— ;
1-i 2 2 2 4 4

4 4iQ- I\F)_ i(1—i3) = ﬁ+|_2(ﬁ+l) Z(ﬁ

.1 T .. T
= —+1=)=2(cos=+isin—=
143 4 2 2) ( 6 6)

Exercice 2

Calculer le module du nombre complexe z proposeé :

a)z=1+iv3 ;b)z=1-i:¢)z=-3i ;d)z=200-200i; €)z=(1—i)(B2-iV7).

Solution

a) |z|=y12+(3) =2 ; b) |7 =12+ (-1)? =2 ;¢) [7]=
d) [2] = [200° +(~200)° = 200V2 ; &) [¢|=[1-i[[3v2 - i/7| =2 x5 =512
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Exercice 3

Déterminer un argument pour chacun des complexes suivants :

a=1+i; b=1-iJ3; c:liJ'g; d = (1 +)(1- i+/3).
Solution
. |a|=\/§; cos0 = 1 : sind = i:ezﬁ - arga=" (2n)
V2 2 4 4
o |bj=2; coso = % : sind = _—;E:%):_?n ; arga:_—sTE (2n)
|a| 2 T o m_Ixn

Cl=—=— ;argc=arga-argh= —+—=— (2

|||b| p T eeTargaangh = =y, )
. |d|=|a||b|=2\/§; argd = arga + argb = %g:% (2n)
Exercice 4
Résoudre dans C les équations : @) z2=-9 ; b) 22=-5 ; c)z>=3
Solution

a) 2=-9=72=Qi)°=>2,=3i; 22=-3i;
b) 2=-\6 =2=(45>nu=i45; =i if5;
¢) 2=3=22=(3)Y’=>z.=3; z2=-3.

Exercice 5

Résoudre dans C : z°=-5 +12i
Solution
X2 _ y2 — _5
Soitz = x + iy = 22 = X2~y +2ixy = {2xy =12
x?+y? =13

=>X=142;,y=43 = 21=2+3i;2,=-2-3i
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B. Exercices
1. |Ecrire sous forme x + iy (‘avec x et y deux

reels) :
oo 5+ |ﬁ
1+i1

o= 1 w1421
S @+2)3-i) | (@1-2i)’

2. | Résoudre dans C 1’équation : 22 -4z -5 =0

3. Soit A le point d’affixe 1 — 2i, soient M et
M’ les points du plan d’affixes z et z’.
Traduire en termes de modules chacune des
situations suivantes :
e Le triangle OMM’ est isocele en O
e Le triangle AMM’ est isocele en A
e Le triangle AMM’ est isocele en M
e Le triangle AMM’ est rectangle en M

4. Déterminer et construire les ensembles E
des points M dont I’affixe z vérifie les
conditions suivantes :

1) lz+1+2il=lz-4]:2) |z-3il=2;
3) | z-2+il=1.

5 Déterminer et construire les ensembles E
des points M dont I’affixe z vérifie les
conditions proposées.

1) argz = —g(Zn) ; 2) argz =%(2n)

/- Soit.z un nombre complexe, on note X +iy sa
forme algéebrique et M son point image.
Achaque propriété de la liste 1, associe celle de la
liste 2 qui caractérise le méme ensemble des points.

Listel
T
3) argz =—(2m) . =X =-x
6 1)) 2
x<0 x>0
6. Soient M et M’deux points d’affixes non _
= 4/3x
nulles notées z et z’. 3){y V3 ; 4)x2+y2 =1
Dans chacune des configurations suivantes que x#0
peut-on dire : 2,2 _
X“+y© =4
a)dezetz' b)delzl etl 2| 5y=0 ; 6){ Y
c) de argz et argz’ y=0
2 Liste 2
DTV B M )
az=1z ; b)arg(z)zE(Zn)
v 3
OIN\T X 0)z|]=1 ; d)arg(z)=%n(2n)
z|=2 -
’ Mo 012 g o
Imz>0 4
8. Determiner et construire les ensembles E des
points M dont I’affixe z vérifie les conditions :
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1)z=2€e"; 0e [0;2n[;2)z:rei5;re[0;+oo[ :
3)z=ke’ : keR.

9. Le plan complexe est rapporté a un
repére orthonormal (O ; U ;V).
Déterminer et représenter sur trois graphiques

différents :
1) I’ensemble ¢~ des points M d’affixes z

1 . A
telles que : z; — et 1 — z aient méme module.
z

2) I’ensemble ./ des points M d’affixes z telles
que : z* soit imaginaire pur.
3) ’ensemble ~ des points M d’affixes z
telles que : z+ z+|Z =0
10 Vrai ou Faux

T, . T
1. Lecomplexe Cos§+|smz a pour module 1

2. (1—+2)e"® apour argument%.

3. Un argument de 2 + 3i est ’opposé¢ d’un
argument de 2 — 3i..

4. T3 estun argument du complexe
sin3 + iscos3.

5 5-iet Lont méme argument.
3n+442 -1

11 Donner la forme algébrique des complexes
suivants :1) €™ ; 2)e?2; 3)2e; 4)e?"
12 | Donner une -forme trigonométrique des
complexes suivants : 1) -3+ 3i ; 2) \/E-f- i\/g;
m.. . T
3)-2(cos=+isin—
)-2( Z 6)

13 1) Donner les formes trigonométriques et
exponentielles des complexes suivants :

B+ B-ig L V3

2 2
2) le plan complexe est rapporté a un repere
orthonormal (O ; u; V). Placer les points A ;
B ; C d’affixes respectives :
. . 1 3
3+1 3-1; -——
3 3 >
On expligquera rapidement les trois constructions.

14 Soit p et o deux reels et soit le nombre
complexe z = pe'” . le réel w est il un argument
du complexe z.

1.) Déterminer les réels a, b et c tels que :
P(z) = (2% + 3)(az® + bz +c).

2.) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

3.) Placer dans le plan complexe muni d’un
repére orthonormal (O ; u ; V) les points
A ;B ; Cet D d’affixes
i3 ;-iv3:3+2\3;3-23.
Montrer que ces quatre points appartiennent
a un méme cercle.

4.) On note E le symétrique de D par rapport a
O, Déterminer la nature du triangle BEC.

15 Donner un argument des complexes
suivants :

mw . ..T mwm .. T
1)(cos= +isin=)(cos =+isin—) ;
)( . 7)( 1 4)

mw .. T T .. T
2)(cos= +isin=)(cos = —isin—

X > 7)( 1 4)

mT . . T mwT .. T
3)-2(cos—=+isin=)(cos = +isin=) ;
)=2( Z 7)( 1 4)
4)e’3 xe 2y5)e" 10

16 Soient A et B les points d’affixes 3 +2i
et 2 + 1. Sans utiliser ni régle ni compas
construire sur une feuille de papier quadrillée
un point C tel que :

(u; OC)=(u; OA)+(u; OB) (2m).

17 Soient z;; z, et Z les complexes définis par :
. . V4
z7=1+i3 ;z,=1-i;Z="
ZZ
1.) Déterminer la forme algébrique de Z.
2.) Déterminer le module et argument de z; . z, et Z.

3.) Déduire des questions précédentes :
7n_ 1+43

12 22

18 Résoudre dans C les équations :
1)Z°+4z+5=0 ; 2)4z*-2z+1=0

sin

3)Z2+z+1=0 ; A4 -z+1=0
5)2z°-2z+1=0 ; 6)z*-2z+2=0
7) 2z% - 2zcoso. + 1= 0 0.e]0; n[
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Ol @™ \ombres complexes 2

Faire savoir

L’essentiel du chapitre

|- Argument d’un nombre complexe non nul
z et z’ désignent deux nombres complexes non nuls.
z est réel si et seulement si, 0 ou 7 est un argument de z.

. . . . . T T
z est imaginaire pur si et seulement si, z est nul ou > ou -Eest un argument de z.

la somme d’un argument de z et d’un argument de z’est un argument du produit zz’ ; arg(zz’) =argz + argz’ (2m)

I’opposé d’un argument de z est un argument de ’inverse de z, arg(l) = -argz (2n)
z

.~ s 5 s . z
la différence d’un argument de z et d’un argument de z’ est un argument du quotient —
z

arg 5 = argz —argz’ (2m)
z

I1. Notation exponentielle
1) Définition _ _
Soit 6 un nombre réel. On convient de noter ' le nombre complexe : " = cos6 + isiné.

2) Théoréme

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme z=re® ol r=0M = |z | et 0 =
(u;0M).

Cette écriture est appelée forme exponentielle du nombre complexe z.

Exemple
Soient z= 1+1i,etz’=1—1 pour mettre ces nombres sous la forme exponentielle, cette forme est

immédiate, carona: 1+i= 2e* : 1—i=+2e*.
3) Propriétés
a) Soient z et 2" 2 nombres complexes non nuls tels que:
z=re%z=r";r=lzl etr=lz];0=argz ;0’ = argz’.

> _I(0+07)

ZZ’=11'€ |zz’| =1z]] 2] arg(zz’) = argz + argz’
1 1 1 1 1 .
e —|== arg(=) =-argz
ZI r.l Zl |Z'| g(zl) g

oo z| |z
Z_Teioo — =u arg(i) —argz—argz'
ZI rl Z |Z| ZI
2" = "™ (| 0 _p . n

Z|=|Z f n Z =

<7) z|" ;(neZ) | arg(z") =nxargz
7 — el ‘E‘ =| arg(z) = —argz
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b) Formules d’Euler ¢) Formule de Moivre

Les formules d’Euler résultent immédiatement | Pour tout nde N, la formule de Moivre est :
de la définition de e".

cos nb +isin n® = (cos® + isind)".
el g0 ou encore : e™ = ()",
2i

cos0 = et sin@ =

Application

e La formule de Moivre permet, en particulier, d’exprimer con n6 et sin n en fonction de
puissances de coso ou de sino.

e La formule d’Euler permet, complétée par la formule d Moivre, de linéariser (cos@)" et (sind)",
c’est-a dire les exprimer en fonction de cos k6 ou de sin ko, k étant un entier naturel 0 <.k <n.

I11. Interprétation geométrique
1) Quotient de deux nombres complexes

Soit A ; B et C des points deux a deux distincts d’affixes respectives a, b et c. C
Soit le nombre complexe Z = E'—a. Ona:
-a
. 6 =argZ

|Z|=£ etargZ= ( AB; AC)(2n) vt

AB B
Exemple =

N - u
Le plan étant rapporté a un repére orthonormal (O ; u; v).
Soit z un nombre complexe et Z le complexe définipar Z = z _22| -
z2—2-1i

On appelle A et B les points d’affixes respectives 2 +1 et 2i.
Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixes z tels que :

a) |1Zz|=1 :; b)Zsoitréel; _€)Z soit imaginaire pur.
Siz¢2+ietz¢2i,ona|Zl=@et \y
MA S
argZ = (WW) (2n).
v A
) zl=1e MB2) L MB=MA, Y
MA
cet ensemble de points : T/ _—
est la médiatrice de la droite [AB]. y,/
b) Zestréel<>argZ=0(n)ouZ=0< /

(MA ; MB)=0(r) ou M = B,
L’ensemble cherché est la droite (AB) privée de A.

c) Z est imaginaire pur < argZ = g (n)ouZ=0< (MA ; MB) =g(7c)

ou M =B.(MA ; MB) =g(n) ce qui signifie que le triangle AMB est rectangle en M ;

L’ensemble des points M tels que (MA ; MB) =g(n) est le cercle de diamétre [AB] privé de A
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et de B. Or, dans ce cas B appartient a I’ensemble
de points cherché, donc

I’ensemble des points M tels que :

Z soit imaginaire pur

est le cercle de diametre [AB] privé de A.

2) Ensemble de points

< N

N\

—_—

u

Soit A et B les points d’affixes respectives a et b.

Z-a

: . o z-b
Soit z un nombre complexe d’image M et Z le nombre complexe définipar Z= —— /z#Dbetz#a.

Ensemble de e .
points M tels que Interprétation Nature Illustration
Médiatrice de [AB]
1z]=1 MB = MA Droite | 1
A
arg(2) =0 (2) (MA: MB)=002m & | (ag)\jaB] [ —
arg(2) = © (2n) (MA ; MB) = n(2r) 1AB[ o 9%
MA : MB) = Droite o o
29(2)=0(m (A MBSO percée A B
T — == T I’'un des
arg(2) = - (2m) (MA ;MB) = > (27) demmi. A o
ou ou cercles de
diamétre
__r Y YT T [AB], privé A B
arg(Z) = 5 (2n) (MA; MB) = 5 (2n) e A et B.
M
. . n Cercle de
e MA ; MB) =— diamétre
R % ( 72| e prive :
de A et B.
M
3) Application: z >z +a
a
Soit a un nombre complexe et w son vecteur image. v M@)
Soit, I’application # du plan complexe P dans P associant <
a tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe z”= z+a 0 - N
1 est la translation de vecteur w . M'(Z=z+a

)
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4) Application : z > €z

Soit oc une mesure d’angle orienté.

Soit ’application R du plan complexe P dans P,
associant a tout point M d’affixe z le point M’
d’affixe 2’ = ¢"z.

R est la rotation de centre O et d’angle oc.

Cas particuliers

e Siz’ =iz R est le quart de tour positif (i :eIE)

e Siz’=-iz,R estle quart de tour négatif (i = e_li)
e Siz’=-z,R est la symétrie centrale de centre O ( -1 =e™)

IV. Racine n*™ de Iunité
1) Cas particuliers
v  Casn=2

Soit z un nombre complexes tel que : z% = 1 ce qui veut dire que : (z-1)(z+1)=0, douz=10uz

=-1.
Donc les racines carrées de 1’unité sont 1 et -1, remarquons.que leur somme est nulle.

v  Casn=3
On cherche & déterminer les nombres complexes'z tels que ; z° = 1.

z|=1
’=le {| | _ <> 30=0(2n),dou 0= % avec K entier relatif.

k2n

. P ) .« I— s .
Les racines troisiémes de 1’unité sont donc les complexes de la formee ° |, lorsque k décritZ .

.k2n
k2x
Posons awx=e 3 , d’ot o= (m)";.0nadonc

e mo=1,
.2n
e w=ge3d= _%H? ; en.géneral on note «; = j,
An
e ap=¢e3 =_%—i§ ; remarquons que w, = j° = j ;

e Les racine cubiques de I'unité sont donc 1 ; j ; j2.

£
>
\
w

AN
/

2) Propriétés

e 1+j+j=0

¢ Z-1=(z-1)Z+z+1)=(z-1)z-]) z-1). /

e Les images de ces racines sont les sommets d’un triangle ﬁ\ — ﬂ

équilatéral inscrit dans le cercle trigopnométrigue.

R
\
N
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3) Cas géneral _

Z"=1< |z|=1 d’ou ces racines sont de la forme €' et ils vérifient :

e =1 =¢ c’est-a dire N6 =0 (2n), d’ou 0 = @ avec k entier relatif.
n

.k2n
jken
Posons ax=e " , d’ol ax= (o).

Théoréme
k2n

- jé . 5z . —
Les racines n'*™ de I’unité sont au nombre de n, elles s’écrivent sous € la forme e " ou k est un

entier naturel compris entre 0 et n -1 au sens large. 1
y
Propriétés T
i2l n-1 /
Posons m=e " ;soitS= Y o ; / M,
k=0
n-1 . _ 27l ‘A >
OS:Z(Dll(:lwlzll:O; x’ O ‘ X
k=0 1—(,01 1—(,01
e Les images des racines n"®™ de ’unité sont les sommets d’un \ /M.,
polygone régulier de n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique. | S| M
n-2
V. Racines n“™ complexes d’un nombre complexe Y

Soit Z un nombre complexe et n un entier naturel non nul.
On appelle racine n'*™ complexe de Z tout nombre z tel que 2" = Z
e SiZ =0, le seul nombre complexe z tel que z" =0 est 0.

e SiZ 0, mettons Z et z sous la forme trigonométrique : Z = |Z|e" ;z = |z]e".

7=3/2 7 =42
2"=Z < |z €= |Z]e" < Jet o et avec k entier relatif.
no—o =0(2n) 9=9+@
\ n n
On en déduit que les racines "™ de Z sont I’ensemble des nombres complexes de la forme :

.0 k2n

Q/ﬂe'(fT) , lorsgue k décrit Z .

. k2 .o .k2n o)
|(9+—) i— i— i— } P L.
Comme’ g/|Zle ™ ™ =g/Zle"e ", posons zo = gf|Zje", les racines n*™* de Z s’ écrivent sous la
k2 ke
forme : zoe " ,telque zo"=Zetol e " est une racine niéme de ’unité.

Théoréme.
Tout nombre complexe non nul Z = |Z|e'“D admet n racines n

emes qui s’expriment sous la forme
.0 k2n

. - iy : :
trigonométrique : g//Zje ™ " ou k est un entier naturel compris entre 0 et n-1.
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Exemples
1) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe 1 + i.

T .t .k2rn
. I— . . . — I—
1+i= \Ee 4, d’ou les racines cubiques sont sous la forme : §/§e 2 3 pour 0 <k <2, donc,
LT .31 A7n
I— I— I—
zo:\/fel2 ; 21:\/§e4 ; zgzxﬁeﬂ .
2) Déterminer les racines n“™ complexes de -1.
.t k2w

. _ N o k2n
-1 =e", d’ou les racines n'“"™ complexes de -1 sont sous la forme : e"e " , pour 0 < k <n-1.

3) Résoudre l’équation(ZZJrlz)3 =8
Z_
[(2(z+1» }
(E)3 =8 < % =1c>(11)3 =le 2+l est racine cubique de I'unité, d’ou
z-1 2 z-1 z-1
. 2L 1 (rejeté car -1 = 1),
z-1
e s =1 2= -2
z-1 1—
=2
e Ml r1=P - s2l-P=1-Foz=
z-1 1-]
=2
L’ensemble des solutions est donc S = {—F;—i-F Jz}
—J -]
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% Savoir- faire

A . Applications
Exercice 1

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes:

Z1=-1+1;2,=23 -6i; Z3=-4,2,=5i;Z5s=-2i; Z¢=3
Solution
Izl(a+ib) Forme
Nombre Module 1zl |7 arg(2) trigonométrique
] _ 3n 3t . ..3n
Z1=-1+ = —1)? 2 = _1 i — 2 e —

1 i 1Z,1={()*+22 =2 | 2 (\Eﬂﬁ) 1 V2 (cos L isin=s)

_ : _ 1 .3, | * 7T L isin ="
Z,=2 - Z|= - 443 (cos— +isin

_ _ 4 .0 o
Zy=-4 |Z;1=4 A-—+i—) T 4(cosm+isinm)

4 4

= 0 .5 T T .. T
Z:=5 = ~ hd — 5 _ _
4=5i |Z,1=5 5(5+|5) ; (cos- +isin=)

_ 0 ,.=2 T -T .. -7
Zs=-2 Zs|=2 R = 2(cos—~ -
5=-2i | Zs | 2(2+| 2) > (c032+|sm2)
= - 3.0 .

Ze=3 1Zs1=3 3(2+i2) 0 3(cos0+isin0)
3 3
Exercice 2

: 4 1 i
Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe (ﬁ +§)7

Solution
1 i 16, 1, \/1 1 [3+1 2
—+—|=,|—=)"+( —=—.
F T s S
L L2080y 2000 g,
J’ 3 32 20 36 6

. 7
(i+l)7:(g(cos£+isinf)j :ﬁ(cos7—+|sm—) d’ou
J3 3 36 6 2187 6
(—+l)7—ﬁ(cosi+|sm—)
J3 2187 6 6
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Exercice 3
Calculer (1 + i)', puis (-1 —i)*
Solution

1ln

e 1+i= \/_(\/— J—) \/_(cos +isin— ) J_e donc, (1 +i)"= («/_e“)1l 3242e .
751‘:

e D’aprés I’écriture précédente, on en déduit que : (-1 — («/_ 2e * )15 —128\2e ¢

Exercice 4

Soitz;=-3+i\3 ;z2= \2+i6 etz ,=/8—i/8 trois nombre complexes.

On pose Z = ﬁ

2

1. Ecrire z; ; z, et z3 sous forme trigonométrique puis exponentielle.

2. En déduire une forme exponentielle de Z.

3. Calculer, alors la forme algébrique de Z.

Solution

Voici la réponse aux questions consignée dans ce tableau

Nombre Forme trigonométrique (| Forme exponentielle | Forme algébrique
s
z1=-3+i/3 2\/§(cos—+|sm€) 2./3e 6
. T .. T o
2, =2 +i6 2\/§(cos§+|sm§) 2263
. —T ... —T ="
z ,=-/8-i\8 4(COST+'SmT) e 4
3 i
Z (2\/§)3€ 2
Zg (4)4e|(—n)
) 6
z; (Zﬁ)ﬁ(elsj
2%z, -
— “143 . i
Z= 2 124/3¢° 0-124/3 i
Exercice 5

SoitZ= e_—n. Mettre Z sous forme trigopnométrique puis algébrique, en déduire cos% et sin .

e'] 12
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Solution

Ona Z= —=e 2 COS—+ISln— C’est la forme trigonométrique de Z. D’autre part,
o i 12 12
i T risin® | cosE+isin™ || cos” —isin
3 _COS§+ISIH§ 3 3 4 4

g4 cost+isin® | cos™+isin” || cos™ —isin ™
2y 2 TP (PP TNy

T T .. m . MW .,. T TT . T T
=cos—cos—+sm—sm—+|(S|n—cosz—smzcos§)

1B BB BB B B 6 By BB BB,

22 2 2 2 2 2 2 4 4 4 a4’ a4 4
Par identification des deux écritures, on trouve : cos% = —\EZ\E et sin% _ \/EZ\E _

Exercice 6

Soit n un entier strictement positif

Déterminer pour tout k entier i¥, puis calculer 1 + i + i2 4+t "™ +.{"
Solution

e VkeN,i** =i.Comme tout naturel k >4, peut prendre’une des formes suivantes :

Ap:4p+1:4p+2;4p+3, Donc,i*= 1, i*t=j #?=_1 i =
vkeN,i“efl;i; -1; i}

e |l s’agit de la somme des (n+1) termes d’une suite géométrique de 1* terme 1 et de raison i,
donc, L+i+ %+ .. +ilai"= 1;'? .

Exercise 7

Etant donné un entier n>1 et x un réel,

n
1. Calculer S = Zcoskx =14C0SX + COS2X + ...+ COS nX
k=0

2. En déduire S’ = sin? 2 2T == +sin ﬂ+ +S|n216—7E
17 17 17

3. Donner la valeur exacte de la somme S”’ = cos(i) + cos(g—n) + cos(s—n) +... +cos(15—n)
17 17 17 17
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Solution

n
1. La somme S ZZCOSkX:1+COSX+COSZX+...+COSI’IX c’est la partic réelle de la
k=0

n
somme > " =Re(l+e” +e'™ +...+e™).

k=0
On distingue deux cas
e Six=0(2n), e*=1, d’ou le nombre est entiérement réelle et
n
D e =Re(l+e™ +e®+..+e™)=n+1,
k=0

e six#0(2n), e™ =1, il s’agit de la somme des (n+ 1) premiers termes d’une suite géométrique
de 1* terme 1 et de raison ™,

n " ) " . 1_ei(n+l)x
Donc, Y e =(1+e™+e™ +.. +e™)= ———,
k=0 1-¢*
. N+l n+l n+l n+1
i %, SEIx i) iox . (n+1 .
Or, 1-e' ™ —g" 2 " (e —e 2 )=-2ie sm( )x de méme
X =X X X 1 — @i(nD)x i(nTH)X 1 1
) [EAT iz i 00X . 1-e e . N+
1-e"=e?(e? —ez)=-2I825InE,d’0u Lo sin(——x)
—€ eIE sin—
1 .. n+l | i©)
=—sm(T Je 2
sin—
1! (X N+l | i 1 n+1
Donc, (Re(—) Re(—sm(— e )=—sm(—x)cos( )x
X 2 X 2
sin— sin—
2 2
sm(—n+l)x
. s nx
Finalement Zcoskx:1+cosx+0052x+...+cos nx = —Zcos(?)
k=0 sin—

2. En.utilisant la relation : sin(x - ) =sino. en o _16n 14z 12n, 10z on peut écrire

17 17 17 17

, . 2m . L,4m . ,16m L, T ., 2T » 3T , 81
S’ = sin E-i—SIn —+...+SIN"—— = SIn —+Sln +Sln —+.. +Sln —

17 17 17 17 17 17
Puis grace a la relation sin’x = 1-co2x , on obtient
—l Q- cos—)+(1 cos—)+ A+ (1 cosl6—n) -9 1 1+cosz—+cosﬂ+ +cosl6—Tc
2 2 17 17 17
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D’apres la question 1, en posant x = i—:, onendéduit que S’ = =—=

T 3 5n 15m, . ]
3. S”’ = cos(—) +cos(—) +cos(—) +...+cos(—=) , il suffit de remarquer que :
(1) +cos( ) +cos() ) quer

LT 3n i157
. , i— i— —
S’est la partie reelle de la somme: e +e” +...+e %",

LT .21
) . i L. i— . [
I1 s’agit de la somme de 8 termes d’une suite géométrique de 1% terme e’ et de raisone 7 .

j16m {167 8% gt " eiS%Sing—n
s'—Re| 7 L8 T) | _pe| 1281 | gl " &1 T oe) | ol 17
- 2n - T LT - = T = Ry -
i— i~ i* =T i -
—p 17 17 _ al7 17 _pl?7 sin —
(1-et7) el —e (e —el") -
sins—n
:(:osg—Tc 1/
17 sin
17
1. 16¢n
—SIN——
_2 17
. T
Sin—
17
_1
2

Exercice 8

Exprimer cosnx et sinnx en fonction de cosx ou sinx danslescas:n=2;n=3;n=4;n=5.

Solution

e Casn=2

Ona (cosx + isinx)?=cos2x + isin2x, d’aprés Moivre. Or, le développement direct donne :

(cosx + isinx)® = €os’x — sin®x +2isinx cosx., d’ow, cos2x = cos’X — sin’x = 2c0s’X — 1 = 1 — 2sin’x
Sin2x = 2siNXcosx

Finalement.: cos2x = = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’x et Sin2x = 2sinXcosx

e Casn=3

Ona (cosx + isinx)® = cos3x + isin3x, d’aprés Moivre.

Or, le développement direct donne : (cosx + isinx)® = cosx +3icos®x sinx — 3cosxsin’x —isin*x

d’ot, cos3x = cos’x — 3cosxsin®x et sin3x = 3c0s°XsinX —sin>x

en remplacant sin®x par 1 — cos’x et cos’x par 1 — sin’x, on obtient

Finalement : cos3x = 4c0s°x -3c0Sx et sin3x = - 4sin®x + 3sinx.
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e Casn=4
Ona (cosx + isinx)* = cosdx + isindx, d’aprés Moivre.
Or, le développement direct donne :
(cosx + isinx)* = cos*x +4icos®x sinx — 6cos?xsin®x — 4icosxsin®x + sin*x.
Dol cosdx = cos’x — 6cos’xsin’x + sin*x = 8cos’x - 8cos’x + 1 et
sindx = 4cos>x sinx - 4cosxsin®x = 2sin2Xcos2x
Finalement : cos4x = 8cos*x - 8cos’x + 1 et sindx = 2sin2Xcos2x
e Casn=5
Ona (cosx + isinx)° = cos5x + isin5x, d’aprés Moivre. Or, le développement direct donne :
(cosx + isinx)®= cos°x + 5icos*x sinx -10 cos®xsin®x -10 icos®xsin®x + 5cosxsin®x + isin®x
D’o1l, cos5x = c0s°X -10 cos’xsin®x + 5cosxsin®x et sin5x = sin°x -10 cos’xsin®x + 5cos*x sinx.
En remplacant & chaque fois cos®x et sin’x par I’expression correspondante, on obtient :
Cos5x = €0s°X -10 cos’xsin’x + 5cosxsin’x = cos°x -10 cos*x(1- cos’x) + 5cosx(d+ cos*x)?
= €05°X - 10 cos®x +120c0s°x + 5c0sx -10c0s°X +5c05°x
=16c0s°x -20c0s°X + 5C0SX

De méme: sin5x = sin°x -10 cos®xsin®x + 5cos*x sinx

= sin°x -10(1 — sin?x)sin®x #5(1 — sin°x)?sinx

= sin°x — 10sinx +10sin°x +5sinx -10sinx-+5sin°x

= 165sin°x - 20 sin®x + 5sinx
Finalement : cos5x = =16c0s°x -20cos®x + 5cosx_ ‘et sin5x = 16sin°x - 20 sin®x + 5sinx

Exercice 9
Linéariser cos"x ;sin"x danslescassuivant:n=2:n=3:n=4:n=>5.
Cann=2

I1 suffit d’utiliser les formules d’Euler et le développement du binome de Newton.

. . \2
IX 4 o-IX . . \2 . ]
2, _ | €7 +e _ 1 ix o -ix Y\ Z 1 Li2x o .-i2X _1 _1
® COS°X= [J —(e +e ) —4(e +e +2)—4(2c02x+2)—2(c02x +1).

2 4
X' o-ix : (2 : ,
Lo | eT-e _-1( iX -|x) _-1( i2X | o-i2X )_-1 _1
=| == | =2 e == -2|="(2c02x-2)= Z(1- .
e sin°x % 7 G Ak e 4( C02x-2) 2(1 CO2X)

ix ix . . . ) . .
o cosix= (i] = l(e'X +eX )3 = %(eI3X +3e™ 437X g7 ) = %(2003X +6C0sX) = %(co3x +3C08X) .

e I B UV ]
° sin3x:(—_J :—(e'x—e"x) :—(e'3x—3e"‘+3e"x—e"3x)=—(2isin3x—6isinx)=—(sin3x—3sinx)
8 8 8 4
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. 4
IX —IX ) ) 4 ) ) ) )
o cosix=| S *E =i(e"‘+e"x) =i(e'4x+4e2'x+6+4e"2x+e"4"):i(2004x+80052x+6)
2 16 16 16
1
=§(co4x+40032x+ 3)
. 4 e'X —e_lx ! 1 i i \4 1 ia 2i i2 ia 1
® sin‘x= - :—(e'x—e"x) =—(e' X _ 4™ 1647 4o X):—(2004x—80032x+6)
21 16 16 16

= %(co4x—4cost +3)

Cann=5
s, _ e e ™ 1 ix\5 _ L is 3 i i i3 is
e c0s° X = ( ) =— (% +e7)> =—(e" +5e>™ +10e™ +10e™™ +5e " +e7™)
2 32 32
= %(ZCOSX +10co0s3x +20c0s X)
1
= E(COSX +5c0s3x +10c0s X)
5 e —e ™5 () ix\5 _ — s 3i i i i3 i5
o sin° X =(————)> =2 (" —e ™)’ = — (™ -5e> +10e™ —10e "X +5e "X ~e ™)
2 32 32
:;—2|(2isin5x+20isinx—10isin3x)
1,. . .
=—(Sin5x— 5sin 3x+ 10sinx)
16
Exercice 10

Le plan complexe étant rapporté au repere orthonormal , on désigne par A et B les points d’affixes
respectives 1 et —i.

A tout complexe z difféerent de 1, on associe le complexe Z défini par: Z= —.
z
Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixe z tels que :

a)| Zl=1;b) Z soit réel strictement positif ; c) arg Z= E(271) :
2

Solution

)l Zd=1cP_BM_y o ma=-MBo 1
-1 AM

L’ensemble de points M est la médiatrice du segment [AB]. oY

b) Z € R' < argZ = 0(21) < (MA ; MB) =0(2n) <

L’ensemble de points M est (AB)\[AB].

c) argZ = g (1) < (MA ; Wﬁ)z%(Zn)@ L’ensemble de¢” points M est le demi-cercle de

diametre [AB] \ {A ; B}.

Chapitre 4 Nombres complexes 2 43



Exercice 11

Déterminer les racines quatriéme de 1’unité, puis représenter géométriquement ces racines.
Solution

11 s’agit de résoudre I’équation z* = 1.

4 _ |Z| =1 . , « ~_ k2w . .
I'=le _ & 40=0(2n),d’ou 6 = ——, avec k entier relatif.
30/’ =" 4

k2n

. .s 5 oy I— 7 e
Les racines quatrieme de 1’unité sont donc les complexes de la formee * , lorsque k décritZ .
k2n

jk2n
Posons ax=e * ,d’ou = (). Onadonc

e o =1,

N3

m = = ;

o = -1,

m3=1 = -

e ;=i =1;05=1;m=-1; w7 =-I.

Plus enragement : sy = i** = 1 ; @aprr = 170 =15 uprn = 1P2= -1 5 cupes = 1772 = -i.

Nous savons que tout nombre entier relatif a I'une des forme :4p ;4p+1;4p+2;4p + 3, avecp

entier relatif, les racines quatri¢éme de 1’unité sont donc {-i i I i 1} , notées U,.

i
2

i

Remarque
Les racines déterminées vérifient e 1 -1
les propriétés suivantes : 1 i 1
e 1+i-1-i=0
e (Ug; x)estungroupe i O
e Lesimages de ces racines

sont les sommets d’un carré 2l-1 -1 11

inscrit dans le cercle

trigonométrique. -1 1l - 11

B’(-i)
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B. Exercices
1 Déterminer une forme trigonométrique; puis
exponentielle des nombres suivants :
%;(1“)7 (B0 5 (1D
—1+3iﬁ_ (1—i\/§)(cosx+isinx)
10— 2i/3 ' cosx+sinx+i(cosx —sinx)’
ouxe R

. 30
2. Calculer (MJ et

(1+i)° -1

A+i)°+1°

8 1) Ecrire - 3+ iet1+isous forme
trigonométrique,

B+

1+i

1+i

12
2.) Prouver que : (( '] est un réel.
4 | Déterminer la forme algébrique des
complexes z; et z, tels que :

Zl:L_%—HﬁJ , 2o = (1+| \/§)11.

2

9 | Calculer de deux facons différentes
(1+ )", déduire
So=1+ C2—C!—...+(-)PC>* +...
S1=C—-C+C) —...+(-D)iC™ +...
6 Dans cet exercice, Z désigne le nombre
o 2n . . 2m;
complexe .cos?+ i sin—.
1.) vérifier que : Z°>— 1 =0, En déduire la
relation : 1+ Z +7° + Z3+ 7z*= 0.
2 .a) Exprimer Z ; Z*;Z° ; Z* sous forme
trigonométrique.
b) démontrer les egalites :

2n Z3+Z4=

Z+27%=2c0s=> et Am

2COS?.
3.) Utiliser les résultats des 1.) et 2.) pour

. 2n 47
trouver une relation entre COS? et COS—,

5

. 21 . ), .
puis montrer que cos? est racine de I’équation

. 2
4x% +2x -1 = 0 ; en déduire la valeur de cos?n.

£ Soit n un entier strictement positif, 6 un réel
appartenanta ] 0; w [ :
S, = €0s°0 + c0s°0 c0s20 +...+cos’Ocospd
+...+cos"0cosno,

S, = c0osBsind + cos’ sin20 +...+cos"Bsinpd
+...+ cos"0sin no,
D> =S,+S, . Montrer que : > est la somme

n

8 des n premiers termes d’une suite
geométrique complexe, dont on donnera le
premier terme et la raison. En déduire la valeur de
% puis de S, en fonction de n et 6.( On montrera que

cosn+1esin no

sin @
Soit z = 2sin’0 + isin20 /(0 € R).
Calculer le module de z .

En discutant selon les valeurs de 0, calculer un
argument de z.

Sn=

9. Soit a €] - ; =t ]; résoudre dans C I’équation :
Z% -2sin(20)z + 2( 1 +€0s(2a)) = 0,
Déterminer le module et un argument de ces solutions.
Pour quelles valeurs de o les deux solutions
sont —elles distinctes ?

10  Linéariser : cos®xsin®x : cos*xsinx ;
SIN"XCOSX.

17 | Le plan complexe est rapporté au repére
orthonormal direct (0 ; U ; V), d’unité 2cm.

1+iZ ., _1+iZ ., _1+i
— - L0, L2—7 __ 4L1, 43—

2 2
Mo ; My ; M, et M3 les images respectives de ces
nombres.

1. a) déterminer la forme trigonométrique de
chacun des nombres complexes : zy; 23 ; 2, €t zs.
b) Construire les points Mg ; M; ; M3 et M.
2)0Onpose:do=lz—-2zl;di=|z-2l;
d2:| Zz—Z1| ;d3:|23—22|-

a) interpréter géométriquement chacun des
nombres : do ; dj; d; et ds.

b) Montrer que: do; d; ; d; et ds sont des
termes consécutifs d’une suite géométrique de

NA

Soitzp=4;z,=

Zs.

raison

c) Calculer la longueur de la ligne brisée
MoM;M;Ms.
12 | 1) On considere les nombres complexes

suivants : a = J§ +i ;b= \/E—i\/f.
Déterminer le module et un argument de a ; b et
a

.
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2) Soit z = coss—n+isin5—n.

12 12
Le plan complexe est muni d’un repere
orthonormal direct (O; u; v), avec 4 cm

comme unité graphique.

On considére les points My ; My ;
d’affixes respectifs z; ; 22 ; z3 et za.
a) déterminer le module et un argument de
71,22 ;23 €t z4.

b) En laissant vos traits de construction sur la
copie, placer les points My ; Mz ; Ms et My
dans le plan complexe.

Ms et My

13 On considére 1’équation :
Z°-127% + 482 -128 = 0

1.) Montrer que 8 est racine de cette équation.
2.) Déterminer a et b deux réels tels que :

7% -127° +487 -128 = (Z -8)(Z° + aZ +h).
3.) Résoudre I’équation proposée.

14 Soit P(z) = z* - 142° +72* -1267 + 585.
1. a) Calculer P(3i).
b) Montrer que si, z est racine de P, alors z
est aussi racine de P. Qu’en déduit-on ?
2. déterminer un trinbme Q(z) a coefficients
complexes tel que : P(z) = (2% + 9)Q(2).
En déduire toutes les racines de P.

15 | On se propose de résoudre I’équation (E) :
7%+ (3-)Z2 +(1-Bi)z=i=0.

1.) Montrer qu’il existe une solution zy de (E)
qui est imaginaire pure.

2.) Ecrire le nombre de gauche de I’équation
sous forme (z — zo) x P(z), ot P(z) est un
trinome a ccefficients complexes. En
déduire ’ensemble des solutions de (E) .

3.) Mettre ces solutions sous forme
trigonomeétrique et les placer sur un
graphique.

16 Déterminer un trinbme P(Z) a coefficient
complexes vérifiant :
73 -7+ 7 +1=(Z + 1)P(2), puis résoudre
dans CI’équation :
z-2i (z-2iY z-2i
il e S|t -
zZ+2i z+2i z+2i

+1=0.

17 Le plan complexe est muni d’un repere
orthonormal direct (0 ; U ; V).
On désignera I’affixe d’un point M par Zw.
1) Résoudre dans 1’équation Z? -6Z +18 = 0.

Placer dans le plan les points B et C dont les

affixes sont les solutions de I’équation, B étant
le point dont I’affixe Zg a une partie imaginaire
négative.

2) Soit R le quart de tour positif de centre O.
Montrer que R (B)=C.

3) Soit A le point d’affixe Z4=3(1 - V/3):
Calculer un argument du nombre complexe

7= %c=2a En déduire la nature du triangle

B_ZA
ABC, puis-construire A.
18 | Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormal direct (0 ; u ; v).

On désigne par A, B et C les points dont les
affixes respectives sont : 2i ; -1 ; i. Soit f

I’application de P\{A} dans P qui, & tout point
M d’affixe z( z # 21 ), associe le point M’
z+1

z-2i

1. Déterminer ’affixe du point C” image de C
par f: quelle est la nature du quadrilatéere ABCC’.

d’affixe z’, telle que: z’ =

2. Montrer que le point C admet un unique

antécédent C*’ par f, quelle est la nature du
triangle BCC** ?

3. Donner une interprétation géometrique de
| 2’| et arg(z’).
4. En déduire les ensembles suivants et les construire :

a) * Ensemble des points M dont I’image par
f a pour affixe un réel strictement négatif.

b) F Ensemble des points M dont I’'image par f
a pour affixe un imaginaire pur non nul ;

¢) D Ensemble des points M dont I’image par f
a pour affixe un nombre complexe de module 1.

19 Le plan complexe est muni d’un repére
Orthonormal direct (0 ; U ; V). A tout point M
du plan, distinct de O on associe le
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4

OM.

2

point M’ tel que : OM'= 5

On désigne respectivement par Z et Z’ les
affixes de M et M’. A désigne la droite
d’équation x = 2. A est le point d’affixe 2.

1. Exprimer Z’ a I’aide de Z.

2. Lorsque M appartient a A, écrire Z’ sous
forme algébrique en fonction de la partie
imaginaire y de Z.

3. Ecrire sous forme algébrique le nombre

complexe

en fonction de la partie

imaginaire y de Z, lorsque M appartient a A.
4. Lorsque M appartienta AetM = A,
déterminer arg(%)
En déduire que, pour tout point M de A, M’
appartient a un ensemble ( C) que ’on
précisera. Faire une figure.
20 Le plan complexe est muni d’un repére

orthonormé direct (O ; u ;v).

1) Onpose Z; = 10 +4_' 1 Zo=(1+1)(1 =)
3+ 7i
7 +3i
t Z3= .
® L3750

a) Donner la forme algébrique de chacun
des nombres Z;.Z et Z 3.

b) Donner la forme trigonométrigue de
chacun des nombres Z; . Z ; et Zs.

c) Placer dans le repére les‘points A, B et C
d’affixes respectives Zx=1-i.Zp=2¢t
Zc=1+1.

d) Montrer que le triangle ABC est
rectangle et isocele ; puis donner la
nature du.quadrilatéere OABC.

e) Déterminer et construire I’ensemble A

des points M d’affixe Z tel que : % =1

2) A tout point M du plan d’affixe Z,
(Z # 2), on associe le point M’ d’affixe
-2
Z telque: 72’ = :
q Z-2
a) Résoudre dans I’ensemble des nombres
complexes I’équation Z’ = Z.
b) Montrer que pour tout nombre complexe
2
[Z-2]
c) En déduire une relation entre les distances

Z, différent de 2, ona |7’ - 1=

OM, BM et IM’ ou I est le milieu du segment [OB].
d) Déduire que si M décrit A, alors M’ décrit un
cercle I" dont on donnera le centre et le rayon ;

21| Soit f:C—>C ettF:(P){O} > (P\{O} ;

f ZZI—)i e tM(z) —» M'(2)
z

1. Déterminer F o F, composée de F avec lui-
méme.
Déterminer 1’ensemble des points fixes de F.

3. a) Demontrer que : F(M) =M’ &

(oT/l ; OM')=0(2n) et OM % OM’ = 4.

b) Déterminer ’image du cercle de centre O
et de rayon 1 par F.

4. Soit Q(0; 1). On note ( ) le cercle de centre

Q et de rayon 1.

a) Démontrer qu’un point'M appartient a (w)
< son _-affixe z vérifie I’équation complexe :
zz4iz —i =0

b) Déterminer I’image du cercle () par F.

N

22 | a) aestun nombre réel. Résoudre 1’équation :

zeC
72> —2zcosa+1=0,

b) en déduire la forme trigonométrique des
solutions de I’équation :

zeC

{22” —22"cosa+1=0,

Dans laguelle n est un entier naturel non nul donné,

2) notation : étant donné des nombres complexes :
n-1

Zo 21 ...,Zn1, ON NOtE sz le produit
k=0

Zo X Z1 X... Zp1.

Pour tout entier naturel non nul n, pour tout réel o,

Pour tout complexe z, on pose :

P, (2) =z*" -22"cos o +1.

On admet que, pour tout z, a et n ,ona

n-1
P.(2) :H{ZZ—ZZCOS(%+ZTKR)+1} .

k=0
a) Calculer P, (1) et en déduire que :

.o, 0
n-1 o a kTE sin (E)
[ Isin PP e

k=0 n n 4

b) pour tout a élément de I’intervalle] O ; =[ et
pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
on pose :
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"l (o kn
Ho(a) =] |siIn| —+— | .
(“)g'(zfj

n
Montrer que, pour o. non nul, ona :
sin(%)
2" Hy(a) = —2
sin( )
2n

c) Quelle est la limite de Hp(a) lorsque o tend
vers 0 ?
d) En déduire que, pour tout naturel n supérieur

ouégala?2:

.t .2 . (n-Dm n

sin—.sin—...sin =—.
n n n 2

23 1) Résoudre dans I’ensemble des
nombres complexes I’équation : z% -4z + 13 =0
et soient z; et z, ses solutions telles que :1m(z)
>0.

2) On consideére, dans le plan complexe, les
points A et B d’affixes respectives za= 1 + z; et
zg=1+ 2,

a)Ecrire lesnombresza=1+zetzg=1+2,
sous forme trigonométrique.

b) Representer, dans le repére () les points A et
B. déterminer la nature du triangle OAB.

c) Déterminer et placer C tel que le quadrilatére
OACB soit un parallelogramme.

d) Construire I’ensemble des points M du plan
z2-2+2i .
————— soit

d’affixe z tel que le complexe
z—3-3i

imaginaire pur.

24 On consideére le‘plan.complexe muni d’un
repere orthonormé (O ; u ; v).
1) Résoudre, dans I’ensemble des nombres
complexes, chacune des équations

suivantes : Z%-4z +13=0 (Ev)
Z?-6z+13=0 (E2)

2) Pour tout nombre complexe z tel que :
z-2-3i
z-3+2i

Calculer o = f(z + 4i) puis donner son écriture
algébrique et trigopnométrigue.

z+3-2i onpose: f(z) =

3) On consideére les points A ; B et C d’affixes
respectives za=2+3i; zg=3-2ietzc=5+i.

a) Placer dans le repére (O ; u ; v) les points
A;BetC.

b) Calculer f(z¢c) puis donner son écriture
algébrique et trigonométrique.

En déduire la nature du triangle ABC.

c) Déterminer puis construire I’ensemble I'; des
points M du plan d’affixe z tels que | f(z) |: =
1.

d) Déterminer puis construire I’ensemble I', des
points M du plan d’affixe z tels'que le
nombre f(z) soit imaginaire pur.

25 . : 2i
Soit n un entier naturel non nulet ;yo=¢e ".

On pose, pour z appartenant aC

P(2) ="'+ 2"+ .. 4 z+ 1 2~ 0)(z-0))...(z-0™)

1) Montrer que P est un polynéme de degré
inférieur ou égale an- 2.

2) Montrerque @7 ®°; ... ®
racines distinctes de P.
Songer aux racines n'*™ de I’unité.

En déduire que P(z) = 0, pour tout z, puis
que:n=(1- o)1 - 0)...(1 - o"Y).
3) Montrer, par un calcul de module, que :
2n (n-Ym _ n

. T . .
sin—. sin—...sin —
n n n 2

"1 sontn-1

26 | On pose, pour tout nombre complexe z :

f(z) = z* +42° +62° +(6-2i)z +3 — 2i.

1) Montrer que le polynéme f(z) possede une,
et une seule, racine réelle zo que I’on
déterminera. En déduire une factorisation de
f(z) sous la forme
(z-20)Q(z), ou Q(z)est un polynome
complexe du 3°™ degré que ’on précisera.

2) Veérifier que : Q(i) = 0 ; en déduire les
solutions de I’équation (ze C ; f(z)= 0).

3) Dans le plan complexe muni du repére
orthonormé direct (O ; u ; v).Soient z: ; z,;
z3 les solutions de 1’équation ( con
consideére On note P un plan affine d’affixe
Q(2) = 0.

On appelle MO ; M1 ; M2 ; M3 les points du
plan P d’affixes respectives 2 ; 21 ; Z2; Z3.

Montrer que {Ml; M,; M,} est un triangle

équilatéral dont le centre de gravité est My et
faire la figure correspondante.
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CHAPITRE

5

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

A. Le point sur les limites

I- Rappel

1) Fonctions usuelles

Les résultats suivants font référence dans de nombreuses situations:

o f)=x ; X ; Jx S lim f(X) = 4o,
1 1 1 1 :
fx)=~- ; = X - — — lim f(x) =0,
i ( ) X X2 X3 \/; X—>+00 ( )
e fX)=x ; X ;X Jx ; sinx - lim f()=0.
Remarque

1) La question “’f a-t-elle de limite en a’’ ne sera posée que dans deux cas :
f est définie en a ; sinon a est une borne d’un intervalle ou f est définie.

2) Lorsque f est définie en a ( a réel ) et lorsque f admet une limite finie £ en a, alors ,
nécessairement

L =f(a).
3) Lexpression lim f(x) =4 (afiniouinfini, £ réel), se traduit : lim (f(x) -{)y=0o0uf(x) =L +

¢ (X) avec lim o (x) =0.
X—a

2)Asymptotes paralléles aux axes

Reésultat sur f Interprétation géométrique
lim f(x) = £ (£ réel) La droite d’équation y=4£ est une asymptote horizontale & ;.
X—0
lim f(x) =+oo (aréel) La droite d’équation x = a est une asymptote verticale a ¢ .
X—a
y=2 Iin;f(x):+oo
lim f(x)=2

X—>+00

lim f(x)=-3

X—>—00
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I1- Opérations ; formes indéterminées
Nous rappelons ci-dessous les théorémes algébriques qui nous renseignent — dans certains cas — sur
la limite d’une somme, d’un produit ou d’un quotient.

1) Somme
Les fonctions f et g ayant une limf ), oo .
limite (finie ou infinie), la fonction limg
f + g admet une limite dans chacun des L’ !+’ +00 -00
cas décrits dans le tableau ci-contre. oo oo oo 2
2) Produit = = ? =
Les fonctions f et g ayant une limite .
.. . . limf
(finie ou infinie), la fonction f x g admet limg { +0 +00 -00
une limite dans chacun des cas décrits dans L AVE - oo
le tableau ci-contre. 70 : A -
Remarque o x 0=7? +oo Fo0 +oo -0
-00 +oo -00 +00

3) Quotient
Les fonctions f et g ayant une I:cmlte Iirrnn f ! =0 oo .
(finie ou infinie), la fonction — admet |

g L'=0 = +o0 +o0
une limite dans chacun des cas decrits i
dans le tableau ci-contre. +o0 0 ? ?

-0 0

4) Formes indéterminées

Les situations marquées par ? dans les tableaux sont appelées ( de facon significative) les formes
indéterminees. Nous en verrons quelques exemples.:

B- Enoncés usuelssur les limites

I- Comparaison

Nous admettrons les. résultats suivants qui en dehors du dernier permettent de déterminer le
comportement lorsque X tend vers a ( a fini ou infini) d’une fonction f par comparaison a d’autres
fonctions U, V. dont le comportement est connu.
Quant au dernier il permet le passage a la limite dans une inégalité.

Hypothese |

Inégalité pour x
assez proche de a

U(x) < f(x)
f(x) < U(X)

| fx) - £ [<uX)
U(x) <f(x) < V(X)

f(x) <g(x)

Hypothese 11
Lorsque x tend vers a

U tend vers +oo
U tend vers -o

U tend vers 0
U et V tendent

vers la méme limite £
f(X) et g(x) admettent

des limites en a

Conclusion

f tend vers +oo
f tend vers -

f tend vers £
f tend vers £

lim f(x) < limg(x)
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I1- Limite d’une fonction composée
Nous admettons le résultat suivant :

Si; lim f(x) =b et lim g(y) =£, alors, lim(go f) (x) =£; a,betd finisou infinis.
X—>a y— X—>a

I11- Limite a gauche, Limite a droite
On dit que f admet ¢ (fini ou infini) comme limite & gauche (a droite) en a si la restriction de f a]-o ; a]

(a[a: +oo[ ) admet £ comme limite en a, on note alors,
lim f(x)=£ ou lim f(x)= £ ; (limf(x)= £ ou lim f(x)= £ ).

X—>a
X<a X=>a

C- Langage de continuité
I- Généralité
Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant a.
e Ondit que f est continue en a, si f admet une limite finie en a.
e Ondit que f est continue sur I, si f est continue sur tout point de .
1) Théoréme
Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I, alors f est continue sur I.
Observons que la conclusion de cet énoncé s’étend au cas'd’une fonction définie sur un intervalle
[a; b], dérivable sur ]a ; b[ et vérifiant Ix'g; f(x) = f(a).
o - A - P(x) » :
Ainsi les fonctions x+— P(x) ( Polynéme ) ; x> —— " ( P et Q polyndmes) ;

Q(X)
X > AJax+b ; X sin(ax +b) , de méme que leurs sommes, produits et quotients sont continues
sur tout intervalle | contenu dans leurs domaines de définitions.

I1- Prolongement continue
Soit f une fonction définie sur unintervalle I contenant a, sauf en a et vérifiant lim f(x) =¢ (¢ réel).
X—a

Xk f(X);six=a

Alors la fonction f{ qui est définie et continue en a est appelée le

a-|
prolongement continu ( ou prolongement par continuité ) de f en a.

D- Fonction continue strictement monotone

I- Image d’un intervalle

Nous admettons le résultat suivant :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors, f(1) est un intervalle.
Pour tout me f(I) I’équation f(x) = m admet une unique solution dans I’intervalle 1.

Remarque

La deuxiéme affirmation peut aussi s’énoncer ; f est une bijection de I sur f(l).

L’intérét principal du résultat, est de permettre sous certaines conditions la résolution approchée de
quelques équations du type f(x) = 0. Il permet :

e de justifier ’existence des solutions

e de localiser ces solutions,

e d’en- trouver des valeurs approchées.

I1- Le principe de localisation
Soit f une fonction continue et strictement monotone, sur [a ; b].
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Si f(a) et f(b) sont de signes contraires alors 1’équation f(X) = 0 admet une solution et une seule
dans I’intervalle ouvert ]a ; bl.

Savoir-faire
A. Applications

Exercice. 1

a) Etudier les limites en + oo des fonctions :
2

hixX—x- \/_

fix—o-2C+x+1;9:X>——— "
3x
b) Etudier les limites en 0 des fonctlons :

J1+x —1-x ) cosx—1

Xt -2X+x+1 ; f:x— D giX
X X
Solution
a) Etude de limites en + o
1 1 :
o f(x)=-23(1-——-—— = lim f(x) = -0
( ) ( 2X2 2X3 X—>+00 ( )
1 1
—x*(1-=) 1 -5 1

* g(x) = 1 X 1 =——X% = lim g(x) = ==

3x2(1+—+—2) 3 I+ —+-— W 3

33X 3X 3. 3x°
e h(x)=x(1-—+= = lim h(x) = +oo
1\/_ X—>+00
b) Etude de limites en O
. f(0= J1+x —1-x _ @1+x)—(1-x) _ 2 — lim f(x) =1
X X(WI+X+V1—X) (Wl+Xx+1-x x>0
e g(X)= cosx—1_ COSX—E:)OSO ( g est donc le taux d’accroissement de la fonction cos) = IirTg
g(x)=0
Exercice. 2
a) Etudier le comportement en o des fonctions suivantes :
f(x):%xﬂ-i 900 =x7 -1 h(x)= 24X 1.
X

Solution

Etude du comportement

lim f(x) = + o, ’expression f(X) —(%X +1) représente 1’écart algébrique entre la courbe et la

X—>+00

droite A d’équation y = %X + Isur une verticale d’abscisse x. Cet écart vaut —i ,iltend vers 0 a

X

I’ infini.

On dit que f admet la droite comme asymptote en +co et -oo.

e limg(x) = + oo; lim 909 )— lim (x —iz ) =+ o = g(X) admet une branche parabolique de
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X

direction (Qy)

Chapitre 5 Limites & continuité 52



h(x) _ 2 1

e |lim h(X)=+o0; lim——~%= lim (—=—-— ) =0 = h(x) admet une branche parabolique de direction
X—>+00 X—>+o X X—>+00 \/; X
(0x)

Exercice. 3

Sur la figure ci-contre est représenté un cercle de rayonl.
Pour quelle valeur de o les deux trajets OAB et AC
ont- ils méme longueurs.

Solution
e Mise en équation du probleme

Il est claire que le probléeme n’est défini que pour o €[ 0;

T
Pt
2

et qu’il se ramene a résoudre 1’équation.

tanx =o+loutanx -a-1=0.

o Cette équation n’a pas de solution évidente.

o Nous étudions la fonction f(x) =tanx - x - 1, elle est dérivable sur [ 0; g [ et vérifie

f ‘(x) = tan’x
On en déduit les variations de f.

La fonction f est continue et strictement | Xx 0 T T
b a p—
croissante sur[0; = [. 4 2
2 f “(x) + 0 +
T .
Deplus, f(=) <0et lim f(x)=+o.
plus, () <0etlim (9 you
S f(x) -
f prend donc des valeurs positifs pour o assez 1

roche de r )
P 2

Il en découle que I’équation f(x) = 0 admet sur[ O ; g [ une solution unique o localisée

dans I’intervalle ] i ; ki [.
42
Approximation de la solution :
Une localisation. décimale est o €] 1 ; 1,5 [; On procéde par dichotomie sur cet intervalle.
Prenons Xo. €]1; 1,5 [ et calculons f(xp) : si f(Xo) <0;a €]Xo; 1,5
si f(X0) >0; 0 €]1; X[
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B. Exercices
XCOSX

1+ x?

Trouver un réel positif M tel que : |xf(x) <M
pour tout réel x.

En déduire le comportement de f en +oo et en -oo.

1 Soit la fonction f(x) =

2 Pour0<x < g on pose f(x) = (g -X)tanx

A T’aide du théoreme de composition des
limites, prouver que : lim f(x) =1

X—>—
2

3. |1) Etudier la limite éventuelle de la

«/1+_x—(1+§)

X2

fonction fen 0 : f(x) =

2) En déduire que, lorsque x est voisine deOona:
2

\/1+XD1+§—X—

2
3) Déterminer des valeurs approchees des
nombres :

J1,002 ; /0,95 ; ; (neN").

(On ne demande pas de calcul d’erreur).

20y
4. On pose : f(x) =(50+Xx2)° 2R

1) A I’aide d’une calculatrice, donner une valeur
approchée de ( 50+ x*°)?, puis de f(x) pour x=
06;05; 04 ; 03 ; 02 ; 01 ;
0,01.
Peut-on conjecturer la limite de fen 0 ?
2) En‘développant (50 +x*°)? simplifier
I’expression de f(x) pour x= 0.
Calculer alors la limite de f en zéro.
Vaincre la tentation de se débarrasser de la
calculatrice.

Etudier la limite éventuelle des fonctions
suivantes au point considéré :

1) f (x) = \/x —X1+3x

¢x+5—x
N

en+oo ,

2) f(x) =

en +oo |

6) f(X) =X>+4X+3+X+2 en+o ;
\/x+ -3

Nf(X)=———— en3;
8)f(x):% en 8;
N F(x)="0 en
X_i
2
10) f (x) = (2x +x532551212 en 58

6.  Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
1) Etudier la limite en 0 de :

XH%{L—(1+X+...+XH)}
X1

2) En déduire qu’il existe une fonction &, telle que :
1 n o .n .
— =1 ;avec lim =0.
- X+ X +X en(X) x|—>08n(x)
—X*+x+1
X+2
Déterminer un polynéme g et un réel k tel que
pour tout X : -5x% +x +1 = (x +2)g(x) + k.
En déduire que la courbe représentative de f
admet une asymptote en +oo et en -oo.
Donner 1’équation de cette asymptote et
positionner la courbe par rapport a I’asymptote.
g |Etudier les branches infinies de la courbe
representative de la fonction f et donner
l’asymptote Verticale éventuelle.

7. Soit la fonction f(x) =

—4x+1 x?
a) f(x)= ;b = ;
) 100="5 T D 0= s
3x2
c) f(x)= :
) 100 =2
9. On se propose d’étudier les branches

infinies de ¢ la courbe représentative de la

fonction : X = /X2 —3x+1

1) Etudier I’ensemble de définition de f et

montrer que : f(X) = ,/(x—g)z—g . En déduire

que ~; admet un axe de symeétrie.
2) Montrer que la droite d’équation y =X -
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3)f(X)=vx2+4X+3-X en+w ;
) F(X)=YX2+4X+3—(X+2) en+oo
5) f(X) =vVX*+4Xx+3+X en—oo ; g

10 Etudier les branches infinies de f et
montrer que A est une asymptotea .

a) f(X)=v2x*+x-4; A:yz\/f(x+%)
b) f(X) =xyX*+3x+1; A:y:_x_g

0) f(X)=2x—+x*+1; A:y=X

17 Soit A la droite d’équation y = x + 1. A
tout reel x on associe le point M de A
d’abscisse x, et on note f(X)
la distance OM.
1) Déterminer
géométriquement
les variations
de f et //
ses limites en /
+o00 et -co. /
2) Expliciter f(x). N dwi
3) Montrer que A
7 tadmet en +oo
une asymptote

y

=
=

3

d’équation y = \/E(X + %) .

4) Montrer géométriquement que ¢ admet la
o o : 1

droite d’équation x =- S comme axe de

symétrie, En déduire I’existence d’une
asymptote en -o.

121D désigne la parabole d’équation y = X* -
1, Pour tout réel
x on note f(x) y
le coefficient
directeur
(lorsqu’il existe)
de la droite
(OM) ou le
point M est
d’abscisse x.

1) Déterminer
géométriquement

I’ensemble de
définition,
la parité,

L
S

gest une asymptote a ~¢ en +oo et étudier sa

position relative par rapporta « ¢
X2+ X+ xP X2+ x+1
x* -1
Montrer que ~+ admet une asymptote en +o
(on peut développer (x*-1)(x + 1)).

13 | Soit f(x) =

14 Dans chacun des cas, étudier la limite
f(x)

vt
Préciser I’allure de la branche infinie
correspondante :

D) =x+x ; 2)F(X)=3x—3/x
3)f(x):£-\/_;4)f(x)=\/x+1+ X +2

éventuelle en +oo0 de f(X), puis.de

X
5)f(x):))((3+_21 - 6) F () = X 12

7)f (0 =X =8+J/x ; 8) f (x) =x(L+sinX)

15 On considere la fonction f définie pour
tout X non nul par : f(x) = 4x* + L
X

1) Déterminer le sens de variations de f, et
déterminer. ses limites aux bornes de son
ensemble de définition.

2) Etudier la position de la courbe “ ¢
rapport  la parabole P d’équation y = 4x?
3) Pour x = 0 ; On note yy et yp les ordonnees
respectives du point M de ~ ¢ et du point P de
D d’abscisse x. Etudier la limite de ym - Ypen
+o0 et en -oo, en donner une interprétation géométrique.
4) Tracer ~¢ et P sur un méme repére.

par

16 | On consideére la fonction polynéme P
definie pour tout X réel par :
P(x) = 2x% -3x* -1.
1) a) Etudier les variations de P.
b) Montrer que 1’équation P(x) = 0 admet une
racine réelle et une seule oc et que o« €]1,6;
1,7].
2) Soit D I’ensemble des réels strictement
supérieurs a -1. On considére la fonction

—X

numérique f définie sur D par : f(x) = 1—3
1+x

On désigne par 't la courbe représentative de
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les limites en +oo et en -o0 en O et les variations de f.
2) En explicitant f(x), étudier le comportement
de f en +oo et en -oo (asymptote, position de ¢
par rapport a I’asymptote) .

17 | Montrer que ( E ) admet une unique
solution dans | et en déterminer un encadrement
d’amplitude 107,
1)E:x*=3-2x; I=R;2)E:3x*= 1-1;|=R*

X
3)E:cosx =2x ;1 =R ; 4) E: tanx = x +1;

|=]‘_2“;g[

18 Soi f la fonction définie sur R par:
f(x) = |x°-12x].
1) Etablir le tableau de variations de f sur
R (On pourra étudier les variations de x > x° -
12x).
2) Discuter suivant les valeurs de A , le nombre
de solutions de 1’équation f(x) = A dans R.
3) Montrer que 1’équation f(X) =1 admet six
solutions dont on donnera une valeur
approchée a 0,1 pres.

f dans un repére orthonormé (unité : 4cm)
a) Etudier les variations de f ( on utilise 1) ;
b) Tracer la courbe ¢ et les tangentes aux
points d’abscisses 0 et 1.

19 1) Montrer que si P(x) est un polyn6me
de degré impair 1’équation P(x) = 0 admet au
moins une solution).

2) Vérifier que I’équation x5 + x -1 = 0 admet
une seule solution dont on déterminera une
valeur approchée 4107 prés.

20 Montrer que I’équation.
X = xsinsx + cosx admet deux solutions.
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oul @™ Dcrivation & primitives

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Dérivation
1) Dérivabilité d’une fonction en un réel
f est une fonction définie sur un intervalle et xg € I.

a) Définition

Dire que le réel A est le nombre dérivé de f en X, signifie que I’une ou I’autre des deux conditions

suivantes est réalisee :

f (X +h) - (X,)

h

e |l existe une fonction ¢ de limite 0 en O telle que : pour tout h suffisamment proche de O ;
f(a + h) =f(a) +Ah + he(h).

f est dérivable en X si et seulement si f admet un nombre dérive en X.

f(Xo+h}3_ f(xo) = lim f(X)— 1E(Xo) =f

X—=>Xgp X — XO

e Lafonctionh: —

a pour limite Aren 0.

Ce nombre dérivé est noté f “(xo) et I’on a alors: Lim
—0

(Xo).

b) Dérivabilité et représentation graphique

't est la représentation graphique de f, dans le plan rapporté a un repeére.

Si f est derivable en X, alors “ ¢ admet une tangente au point d’abscisse X, et le ceefficient
directeur de cette tangente est f “(xo).

f (X, +h)=T(X,)
h
dérivable en X, mais « ¢ admet au point d’abscisse xo une tangente paralléle a I’axe (yy’)

(verticale).

Si le rapport a une limite infinie quand h tend vers 0, la fonction f n’est pas

c) Dérivée a droite, Dérivée a gauche
f(x)—f(x

On appelle dérivée a droite en Xo le nombre : £= lim [ 0) ] s’il existe.

X—X§ )(_)(0

y=1(x=x,)+ f(X,)
X=X,

Les notions de nombre dérivé a gauche et de demi-tangente a gauche se définissent de maniere
analogue.

Si lim [ f(X)— f(XO) = lim [ f(X)— f(XO)

X—»Xg )(_)(0 X—»Xg )(_)(0

La demi-droite { est la demi-tangente a droite en M(Xo ; f(xo0)) a ¢ .

alors f n’est pas dérivable en Xo.
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2) Dérivabilité sur un intervalle — Fonction dérivée
a) Définition 1
Une fonction f est dérivable sur un intervalle | si et seulement si f est dérivable en tout réel de I.

b) Définition 2
f est une fonction dérivable sur un intervalle I. la fonction dérivée de f sur I, notée f’, est la fonction
définie sur I, qui, a tout réel x de I associe le nombre dérivé de f en x.

c) Dérivée successive

Soit une fonction f dérivable sur 1, si la fonction f > est dérivable sur I, on note f ’’/sa fonction
dérivée et on I’appelle la dérivée seconde de fsur 1.

On définit de méme la dérivée troisiéme, notée f*, la dérivée quatriéme, notée f “; de facon
générale, on note la dérivée n™™ £,

3) Dérivabilite et continuité

Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur |.

4) Dérivabilité et monotonie

Théoréme

Soit une fonction f definie sur un intervalle I :

e fest croissante sur I si, et seulement si, f*>0surl;

e fest décroissante sur I si, et seulement si, ‘<0 sur I;

e fest constante sur I si, et seulement si, f‘=0surl;

5) Dérivée d’une fonction composée

Théoreme

Soit A ; B ; C trois intervalles, f une fonction dérivable de A vers B ; g une fonction dérivable de B

vers C. alors g o f est une fonction dérivable de AversCet:(gof) =(g°o f)xf*

C’est-a-dire V xe A, : (g o f)’ (x) = g’[(F(X)] x T (x).

Exemple

Soit la fonction h définie sur Rpar h(x)= ax?+x+1;h=gof /f(x) =x*+x+1:g(x) = Jx
v s 1 : 2x +1

h*(x) = g’[f()] x f (%) me (%) NI

6) Dérivée de la bijection réciproque

a) Détermination.de (f %)

Théoréme

Soit f une fonction bijective d’un intervalle A dans un intervalle B, dérivable en X, et telle que :

f °(x0) = 0. Labijection réciproque f * est alors dérivable en yo = f(xo) et :

) 1 1
Py = =
flof 1(yo) f I(Xo)
Exemple

Soitf: R—>R ;x> x* +x+1. Calculer (f %)’ (1) et (f *)’(3).
fO)=letf(l)=3 <= f 1) =0etf’(3) =1 f'(x)=5x"+1<=f’(0)=1 et f’(1)=6.
} 1 1 1 ) 1 1 1
fl’]_: = =—:1 , f1’3: = = —,
0 fetw] fO) 1 (156 @] f@ 6
On peut remarquer qu’il n’est pas nécessaire de connaitre explicitement f ™ pour calculer la valeur
du nombre dérivée (f )’ (xo).
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b) Interprétation graphique

Soit ~ la courbe représentative d’une bijection fet ~ * la courbe représentative de f ™,

dans un repére orthonormé.

La courbe ~ ’est la symétrique de ~ par rapport & la premiere bissectrice (la droite y = x).

X M’,
a // 4
7. Formulaire
E est ’ensemble de dérivabilité U et V sont deux fonctions dérivables sur un
de al fonction f, k un réel, n un intervalle | ; k est un réel, n un entier.
entier f fe Conditions
f f ¢ E U + V Us + Va
k (kel) 0 [ kU kU’
X 1 U uv uUv+uv’
1 -1 . 1 V' V ne s’annule pas sur I
X x> vV V2
X" (n>2) x| [ U U'V—UV'| Vnes’annule passur |
1 . V2 RV
\/; 7= | U + n n-1
2% U nU’U n>2

sinx COSX 0 U aUu™t n<1 et Une s’annule pas
COSX -sinx oo sur | 1

" u' positive et ne s’annule
X< (kg Z) kx* | Ju 290 pas sur |

ke Z , U positive et ne
Uk KU UXT s’annule pas sur 1.

8) Inégalite des accroissements finis
a) Théoréeme 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1, a et b deux réels de | tels que : a <b.

S’il existe deux réels met M tels que :

VvV xel;m< £°(x) <M, alors, m(b—a)<f(b) - f(a) <M(b - a).

b) Théoreme 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, a et b deux réels de I.

S’il existe un réel M tels que :
Vv xel, | f’(x)| <M, alors |f(b)-f(a)]<M|b-a.
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Exemple 1

f(x) = sinx , en appliquant I’inégalité des accroissements finis a la fonction f sur I’intervalle [0 ; g] ;

Montrer que : —‘23x <sinx < X.
V3
> <cosx<l < &

& &

En posant a=0; b = x, on obtient: 73 (x—=0)< f(x) - f(0) <1(x-0) <:>7x <sinx <X

<f'x)<1.

[ &

f’(x) =cosx ; V xe[0; g] ;

Exemple 2

Démontrer que, pour tous réels x et yona: | cosx - cosy | <| X -V |.

La fonction cosinus étant dérivable sur R, cos’x = -sinx. Donc; V xe R, | cos’x | < 1.

Soient x et y deux réels et I le segment d’extrémités x et y . En appliquant les inégalités des
accroissements finis & la fonction cosinus sur ce segment I, on obtient : | cosx - cosy | <1 x| X -Y]|.
On a donc prouvé : pour tous réels x et y : | cosx - cosy | <| X -V |.

Il. Primitives

1) Définition

Soit une fonction f definie sur un intervalle 1.

On appelle primitive de f sur I, toute fonction F dérivable sur 1, telle que pour tout x de | :
F’(x) = f(x).

2) Propriétés
a) Théoreme 1
Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur I.

b) Théoreme 2
Si une fonction f admet une-primitive F sur un intervalle I, alors toute fonction
g:Xx = F(X)+k, ol kest un réel, est une primitive de f sur I toutes les primitives de f sur | sont de cette forme.

c) Théoreme 3
Si la fonction f.admet des primitives sur I, il existe une seule primitive G vérifiant G(Xo) = Yo, Xo
appartient a | et yp étant un réel donné.

Exemple
Soit la fonction f : x> (2x -1)(x* —x +1)* .
Déterminer la primitive F de f qui vérifie F(1) = 2. La fonction f est une fonction polynéme définie

et continue sur R . En posant U(x) = x* —x +1, f's’écrit U’xU*, donc F est de la forme %U5+ k d’ou

F(x):%(xz—x+l)5+k. F(1) =2 @%(1—1+1)5 +k:2<:>% +k:2<:>k:2-% :%,

Donc F(x) :%(XZ —x +1)° +%.
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3) Primitives des fonctions usuelles

Domaine de définition des primitives

Fonction Primitive
X —>a(ae l]) X ax +Kk [
n+1
x>x"(ne N) X +k 0
n+1
xn—>i(neN*'n¢1) xn—>_—1+ 0
X" ' (n-1x"*
1 .
X = x x> 24/x +k 0.
X > COSX X sinx + k 0
X sinx XH>-cosx + k 0

4) Primitives des fonctions composées
f est une fonction continue sur |

Si f est de la forme

Alors F est de la forme

1

U'U"(ne N) —— U™k
n+1
' . 1
i(neN;n;tl) ———+K
u" (n-1)U
- 2JU 1k
Ju i
U’cosU sinU +k
U’sinU -cosU + k
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% Savoir-faire
A. Application

Exercice 1
Montrer que la fonction définie sur [1 ; +oo [ par f(X) = «/x(x —1)% est dérivable en 1.

Solution

pourh>0, T+ hz— fQ) _Ja+ hh)h3 -0 _ h,/(1h+ O _

f@A+h)-f@) . PO . - -
Lm - —L'ﬂgﬂ/(“ h)h =0 ; d’ou la fonction f est dérivable en 1 et 'f °(1) = 0.

Exercice 2
x?+3
xX+1
Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisses Xo.

f est une fonction définie par : f(x) = ; Xo = 2.

Solution
x*+3 7
fX)-F(2) x41 3 33X +9-7Tx-7 3’ —7x+2 _(3x—1)(x—2)_(3x—1)_(X¢2)
X—2 X—2 3x+D(x-2) 3(x+D(x-2) 3(x+D(x-2) 3(x+1)° '
jim L) 1@ i BX=D) 5,45y LT
X2 X—2 -23(x+1) 9 3
e Une équation de la tangente est : y = g(x—2)+ %Qy:gx+ 19—1

Exercice 3

Soit f la fonction définie par f(x)= |x* -1.

Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter graphiquement le résultat.
Solution

X € |-oo;—1]U[1;+00] ; F(X)=x*-1
xe[-1;1] f(X)=1-x°
i T T @) | xP-1 f)-fQ) . 1-%°

X_

e La fonction peut-étre définie comme suit { ; f(1) =0

—im X T S limx+1) =2, :lim —lim =%~ lim— L+ %) = 2.
x—1* X =1 x->1" X =1 xo1 x—1" x-17 X =1 x-o1

F0-fQ i FO- @)

Puisque : lim
x—1* X—=1 x—1~ X -1

y Y
f n’est pas dérivable en 1. \ y I

e f est dérivable a droite en 1 et f’4 (1) =2 ;

w

f est dérivable a gauche en 1 et f’y (1) =-2.
e [a représentation graphique de fadmet au point d’abscisse 1, \

N
—

deux demi tangentes d’équations : \

y=2(x-1) adroite \ ] /
y =-2(x -1) agauche \| / /

Le point A(1 ; 0) est un point anguleux. v V .
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Exercice 4
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

fx) = WX —x2+1 0) f) =sin() ;) f(x) = =X +11.
X +
Solution
Fonction Dérivée
(xX*=x*+1)"  4x®-2x 2x° —x

f(x) = Yx*=x?+1

20X —x2 +1 - 20X —x% +1 B x4t —x2+1

f(x) = sin(x°) ()’ [cos(x*)] = 3x% cos(x®)

£(x) = 2x +1 (2x+1)'(X* +1) = (X* +1)'(2X +1)  2X* +2—4X? —2X 0 —2X* =2X A+ 2
x?+1 (X2 +1) (X2 +1)? (x? +1)?
Exercice 5 \
Calculer la dérivée 3°™ des fonctions suivantes :
f(x) = (3x +1)5 ; b) f(x) = cos(3x +1)  ; ¢) f(x) 1
3x+1

Solution ‘ \ |

Fonction Dérivée 1°¢ Dérivée 2°M Dérivée 3°™

f(x) = (3x + 1)5

f {(x) =15(3x +1)"

f <(x)=180(3x +1)°

f O)(x) =1620(3x +1)°

f(x) = cos(3x + 1)

f ‘(x) =-3sin(3x +1)

f “’(x) =-9c0s(3x+1)

f O)(x) =27sin(3x +1)

1 -3 18 @) -162

f(x) = fx)= fox)= fFY(%X) =———

) 3x+1 ® (3x+1)° ) Bx+1)° ) (3x+1)*
Exercice 6

. - : A . _ _ _ 3x*+2x-4
Etudier les variations de la fonction f définie sur R\{l ; -2} par : f(x) = Tax_2
X+ X—
Déterminer les extremums de f.
Solution
f est une fonction rationnelle, donc dérivable sur son ensemble de définition,
X% —4x

vxe R\{1;-2¢ ; f'(X)=———.

* e { | 0 (X* +x—2)*

e f (x) s’annule pour 0 et 4 et est du signe de x* — 4x. o Elle est décroissante sur [0 ; 1[, puis sur 1 ; 4]
e fest donc croissante sur J-co; -2 [, puissur]-2;0]; |® Enfin croissante sur [4 ; +ool.
Ces resultats sont résumés dans le tableau de variation suivant :

X -00 -2 0 1 4 +00
fix) [+ + 0 - - 0 +
2

e f‘(x) s’annule en changeant de signe en 0 et 4.
La fonction f admet un maximum relatif en 0, qui est 2 et admet un minimum relatif en 4 qui est ? :
Exercice 7

Soit la fonction f définie sur ] g g [ par f(x) =tanx.

63
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a) Montrer que f est une bijection de] g g [versR.

b) Expliciter la dérivée de la fonction f .
Solution

a) fest dérivable sur ] g g [ et pour tout x de ] g g [: f{(x) = (tanx.)’ = 1 + tanx
=1+f3(x)>0.

[; lim f(X)=—0 ; lim f(x)=+c.Doncf estune

. . T T
f est continue et croissante sur ] -—; —
2.2 ey x+D"

bijection de ] g g [ vers R . Elle admet donc, une fonction réciproque f ™ .

1 1 1 1

b) (F 7y = = B ) -
) ( ) (%) fofix)  f ,[f,l(x)] 1+ fz[f’l(X)] 1+[f(f’1(X))]2 "
(F00=1
Exercice 8

a) Démontrer que pour tout réel x on a : |sinx | < |X|.
- : .1
b) Quelle est la limite de la suite U : n +— nsin—;.
n

Solution

a) La fonction sinus est dérivable sur R et sin’x = cosx, donc [sin’x | < 1.
Soit x un réel, en appliquant les inégalites des acroissements finis a la fonction sinus sur
Iintervalle I d’extrémités 0 et x, on obtient : |SinX — sin0 | < 1 x [x - 0 |, on a donc démontre :
pour tout réel x : |sinx | < |X|.

b) U,= nsin% ; limn=+c0 ; 1im siniz:O.

n—-+o0 N—-+o0 n
On ne peut pas conclure directement (+o0 x O est une forme indéterminée) en utilisant
I’inégalité établie au a), on peut écrire que pour tout ne N* :
1 1 1 1 1

.1 1 o1
IsSin—| < — < nflsin—=|<|n| [ | <Un <n— S| Up[< = -— <Up< — .
n n n n n n n n

Puisque : Iim—lz lim l=O, alors limuU, =0

N—+0 n Nn—+o0 n N—-+oo

Exercice 9

Déterminer la primitive F de la fonction f: x vérifiant F (1) = 1.
X“+1
Solution

f est définie et continue sur R, elle admet donc des primitives sur R..

f s’écrit sous la forme :ELU( en posant U( X) = x* + 1), les primitives de f sont sous la

2Ju
forme :JU +k. Donc F(X) = v/x?+1+Kk .
F) =1le 2+k =1eok= 1-42, dou F(X) = Yx2+1+1-+2.
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B. Exercices
1 Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions

a) f(X) = Vx2+x ; b) f(x) = Vx®+x2

2. Montrer que la fonction défini sur [1; +oof

par : f(x) = \x(x—1)° est dérivable en 1.

3. Soit f la fonction définie sur R par :
1
f(x)=x’sin= ;x =0
f(x) = () X
f(0)=0
a) Montrer que f est dérivable en 0.
b) Déterminer f *(x) pour tout x de R”.

4. Dans les deux cas suivants, déterminer si
la représentation graphique de f admet une
tangente ou des demi -tangentes au point d’abscisse a.

a) f(x) = X2 +2x-|x;a = 0; b) f(x) =\/x?* —x—2;a=2

Pour les exercices 5 a 7, déterminer une

équation de la tangente a la courbe

représentative de fau point d’abscisse Xo.
5 | f(X) =x®-3 +5x-2 ; Xo=1;

6. f(X) = xcosx ;Xo=m;

7 f(X) =xJX—-1; % = 2.

8. Déterminer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes :

_ 2x+1 Z (A 2 113
a) f(x) = 3% 1 7b) f() = (X" X" +1)7;
_ox*+1
9109 =y

9. Méme exercice pour :

2) () 23 “4x +5 ; b) f(x) = \/ﬁ;
0) f(x) = /i—j

10" Méme exercice pour :

a) f(x) =sin(3x -%)  b) f(X) = sin?(2x -g) :

3x-1

c) f(x) = cos( T

).

11 | Soit f la fonction définie par :
1-x°

1-x

1) Calculer sa dérivée dans R\{1}.
2) En déduire I’égalité :

f(x) =

1-5x* +4x°
(1-x)*
3) Généraliser le résultat précédent a :
1+2x+3x% + ...+ nx",
Puis a: 2 + 6x + 12x% +.. 4 n(n+1)x"™%
12 Soit f la fonction définie par :

f(X) = VX +1+ X2 .

1) Calculer sa dérivée premiére f © et vérifier la

relation : 241+ x2 f '(x)= f ().
2) En deéduire que la dérivée seconde f ¢’ vérifie
la relation : 4(1 +x%) f ©(x) + 4x f ‘(x) - f(x)= 0.
13 Déterminer les dérivées successives f 7; f <’
et ™def:

142X +3x% +4x3 =

Q) f(x) =2 - 43 +2; b) f(x):i ;
X+1
x> x*
c) f(x) =1- —+— - cosx
) 169 2 24

14" Méme question pour:
a) f(x) = cos’(x®) : b) f(x) =tan’x ;

c) f(x) = sin/x .
15 Construisez le tableau de variation de la
ronction proposée :

a) f(x) = 2x° - 5x* + 4x%; b) f(x) =
Jx-1
-

Méme question pour:

X
x*—4

c) f(x) =

2100 "% by fx) =cos2x + ")
X+1 4
¢) f(x) :_"Xz_g .
(x-1)

16 | Soit la fonction f(x) =vx+2.
En utilisant I’inégalité des accroissements finis,
montrer que pour tout xe[0; 2] :
Lz(x+2)+2£«/x+2 S%(x—2)+2.

22
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17 | Démontrer que pour tous réels x et y, on a:
| SINX - siny| < | X - Y.

18 Déterminer les primitives, en précisant sur
quel(s) intervalle(s) elles sont définies, des
fonctions :

a) f(x)= X2 +3X - 4; b) f(x) = %_i;
X X
_ 1-x
) 0= e oxrae

19  Méme question pour :

_ 2X+3 . . 3.
a) f(x)—m, b) f(x) = sinxcosx ;
COS X
2 f(X):sinzx '

20 |Determiner la primitive F vérifiant
F (Xo) = Yo
Pour chacune des fonctions f définies par :

a) f(x) = (2x - 1)° ; FO0)=0;
b) f(x) = @2x — 1) —x +1)* ; F@Q)=1
c) f(x) = ‘—f . F@)=0

X

21 Méme exercice pour :

2) f(x) = — . R AL

X

_ 1 . ,

b) f(x) = N . F@)=4 ;
¢) f(x) = o ;. F(Q)=4

22 |Dans lesdeux cas suivants, linéariser la
fonction f et'déterminer une primitive F de f sur
R .

a) f(x)=cosx " ¢ b) f(x) = sinx

Chapitre 6

Dérivation & primitives

66



@( Etude de fonctions

E Faire savoir

L’essentiel du chapitre
I. Généralités sur les fonctions

Soit f une fonction, ~ sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal ( O. I ; J).

1) Domaine de définition

On appelle domaine de définition de f ’ensemble : {x el ] f(x) existe}, noté D ¢ .

Si cet ensemble n’est pas donné dans 1’énoncé, il faut le chercher. Ce peut étre R , un-intervalle, ou

une réunion d’intervalles.
Exemples

e Les fonctions polynémes, sinus et cosinus sont définies sur R..

e La fonction inverse est définie sur J—oo ; O[ W ]0 ; +oo].
2) Parité

On dit que la fonction f est paire si ,

e Pour tout xe Df;ona f(-x) =f(x)

On dit que la fonction f est impaire si
e D¢ est symétrique par rapport a zéro e D ¢ est symétrique par rapport a zero
e Pourtout xe Df;ona f(-x) =- f(x)

1{00)] E—

Exemple .
f: x>x>;Df=]-0;0]U[0;+x]; Exemple
V X € Dif (%)%= (X)*= X = f(-x) =f(X) ; f: x—x°

f(-x) = -f(x)

: ;Df = ]-0;0]U[0; 40 ;
Donc; f _est paire VX e Dy (%)= -(x)° = f(-X) = - f(X)
Donc; fest impaire

3) Périodicité
On dit qu’une fonction f est périodique de période T(TeR ), si
o VXeDs;f(x+T)=f(x);

e T est le plus petit élément vérifiant cette proprlete
Alors, le domaine d’étude pourra PRSI
étre réduit a un intervalle de longueur T, HE SO

§ g t :

puis de compléter le tracé par des

. . - ::X-T
translations successives de vecteur T i . :
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4) Eléments de symétries

Axe de symétrie

Soit f une fonction numérique ; D¢

son domaine de définition ~ sa courbe représentative dans
le plan muni d’un repére orthogonal ( O. I ; J).

Pour démontrer que I’axe A d’équation : X = a est un axe
de symétrie de ", on peut utiliser I'une des

deux méthodes suivantes :

olO
Q
y

Méthode 1
Démontrer que : VxeDf ; f(2a—x) =f(x)
Exemple
Soit f: R>R ; X 4 ;
X(x—4)
La droite d’équation A : X = 2 est axe de symétrie de la courbe représentative de f car,
4 4
f(4-x)= = = f(x
(4=) (4-x)(4—x—4) —x(4-x) 09
Méthode 2
Démontrer que f est paire dans le repére (O’ ; Ol ; OJ) tel que O’(a ; 0).
Exemple
Soit f: R>R ;X———;0na:y= _A ; soit: X=x-2 et Y=y. Donc;
X(x—4) x(x—4)
Y = ; f: R>R; XH; . Lafonction f est paire..
(X-2)(X+2) (X+2)(X=2)
Centre de symétrie ) +b

Pour démontrer que le point (a; b) ] e

est centre de symétrie de ", ) - b
on peut utiliser I’'une

des deux méthodes suivantes :

Ol x-a a x+a

Méthode 1 Méthode 2
Démontrer que : Démontrer que f est impaire dans le
D /estisymeétrique par rapportaa repére
f(2a-x)=2b- f(x) (O’; Ol; 0J)telque O’(a; b).
Exemple Exemple .
Soit R—>R;XI—>2+—31; Soit 2 R—>R X2+ —
X_
; : ftpi Soit: X=x-1;Y=y-2;
Le point 2 (1;2) ZSt centre de33 ymetrie, car Donc I’expression de f dans ce nouveau
f(2-x)=2+ =2—— repére est :
2mx—1 Xl fo-4-1x) 3
3 3 B f: R>R ; X+ — ;c’estune
4-f(X)=4-(2+ )=2- X
x-1 x-1 fonction impaire.
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5) Asymptotes
Asymptotes paralléles aux axes de reperes :

e Si lim f(x) =+, on dit que la droite X = Xo |

X—Xg
est asymptote & ; c’est une droite paralléle a (Oy),
Exemple
f: R>R; XHi ; Ona: |imi=+oo ;doncx=0
X2 x—0 X2
est une asymptote a ~ parallele a (Oy),

e Silimf(x)=|,ondit que la droite y = £

X—>to0

est asymptote & ; c’est une droite paralléle a (OXx).
Exemple
Yo

f: R—>R;X|—>2—E;Ona: Iim(2—1)=2; ————
X X—>too X
donc y =2 est une asymptotea P

c’est une droite parall¢le a (OX).

Asymptotes obliques

e Lorsqu’il existe une fonction affine : x> ax+b ;
telle que: lim[ f(x)—(ax+b)]=0,
on dit que la droite d’équation: y=ax+Db

est une asymptote obliqgue a .
Exemple

f: R>R ; xr—>x+1—L :Ona: Iimizo X
X—-3 x>t X —3

donc la droite d’équation y = X + 1 est une asymptote obliquea .

Direction asymptotique

e Silim f(x)=s et fim— )1 A ]
X—>Fo0 X—>100 X “ 3 :"
on dit que # admet une branche parabolique de \ ii
direction (yy?). VL )
Exemple \\ /
f: R>R ; x—=Xx*; N 3
N 7
. _ f(x) — 1 —
e Silim f(X)=%4 et lim —==0 ¥
X—>+o0 X—>*o0 X —— =
on dit que ~ admet une branche parabolique de 2 — —
direction (xx’). 1 =
. /
Exemple 4
f: R, >R ; X X 1 i
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6) Signe de la dérivée et sens de variation
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R .
On suppose que f est dérivable pour tout élément x de I.

si la derivé f “est la fonction nulle sur I, alors est constante sur I.

si la derivé f “est a valeurs positives sur I, alors f est croissante sur 1.

si la derivé f *est a valeurs négatives sur |, alors f est décroissante sur I.

si la dérivée f *change de signe en un point xode I, pour lequel f est continue, la fonction f

admet un point extremum.

I1- Plan d’étude d’une fonction

Pour étudier une fonction, on s’intéresse aux points suivants :

ensemble de définition ;
dérivabilité ;

limites aux bornes de I’intervalle d’étude ;
sens de variation ;

tableau de variation ;

représentation graphique.

I11. Fonction réciproque

Soit fune fonction numérique admettant une
fonction réciproque f ™.

Soit “~ la courbe représentative de f, et
la courbe représentative de f * dans un repére
orthonormal.

7 est ’ensemble des points Mg

de coordonnées (Xo ; Yo) tels que yo=1£(xo)

On a alors xo = f }(y) et par suite,

le point Mo’(yo ; Xo) est élément de « .

Il en résulte que les deux courbes sont
symétriques par rapporta la droite

d’équation y = x.

ensemble d’étude (parité ; imparité ; périodicité) ;

continuité (aux points ou la fonction étudiée n’est pas dérivable) ;
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Exemple d’étude de fonction rationnelle

Soit f la fonction définie par : f: x>

e Di=R\{2} ;

e On peut mettre f(x) sous la forme: f(x) =x—1 +

e Limites aux bornes: lim f(x) = -oo;

X—>—00

e Asymptotes : X = 2 est asymptote verticale ; d’aprés 1’écriture de f et comme ( lim S 0),

x> —3x +6

X—2

4
X—2

lim f =+00; lim f(X) =—o0 ; lim f(x) = .
lim £ (x) °°Xl<”£}—() °°Hz>+() +00

Xt X —2
donc ; y = x — 1 est asymptote oblique.
. - . e (g X(x—-4
e La fonction f est derivable sur son domaine de définition, sa dérivée f’ (x) = (( 2)2) ;
X —
e Tableau de variation
X -0 2 +00
f’ (X) + 0 - -
+o0 +00
-3
f (X) / \
=00 =00
e Représentation graphique
s vt
e 10
LU
9
8 .
7 \ ]
5 L~
5
4
3
2
‘ Q
L
4 | - - - P 7
2
/ A
P :
// A \
U
7
8
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% Savoir-faire

A. Applications
Exercice .1

Etudier la fonction f définie par : f(X)

Solution
o Di=R\{-3;1} ;
e Limitesaux bornes: lim f(x)=7;

X—>Fo0

7x2 + 20X
X*+2x-3

lim f(x)=+0 ; lim f(x)=—o0; lim f(x)=-o;
X—>(-3)" ( ) x—>(-3)" ( ) x—(1)~ ( )

lim f(x)=+o0.Donc, x =-3; x =1 sont deux asymptotes verticales ; y = 7 asymptote

x—(1)*
horizontale.
e La fonction f est dérivable sur son domaine de définition, sa dérivée f’ (x) = _6(2( +2)X +25) ;
(X" +2x-3)

e Tableau de variation

X -00 -5 -3 -2 +00

f’ (X) - 0 + + 0 -

4 +00

7 +00
(0| = o 7
4

\

e Représentation graphique

y
\
\
N
P~
+
\

S
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Exercice .2

On considére la fonction définie par f(x) =

2x2 —7x+5
x-3

On note ~ la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; i; j) du plan
(‘unité : 1 cm sur chacun des axes).

1.a) Déterminer des nombres réels a, b et c tels que : Vx e R\{B} , f(X)=ax+ b+ 3
X_

C

b) Montrer que la droite D d’équation y = 2x — 1 est asymptote oblique a la courbe .
2) Etudier la variation de la fonction f.

a) Quelles sont les coordonnées des points d’intersections de ~, avec les axes des coordonnées ?

b) Tracer la courbe ~ dans le repére (O ; i ; j).

3.) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du parametre réel m, I’existence et le nombre de
solutions de I’équation : 2x* — (7 +m)x + 5 +3m = 0.

Solution
 Df=R\{3}
1. a) Ecriture de f(x) :
2_ f— f— —_—
VXGR\{B},f(x)z 2X° —6X x+3+2:2x(x 3) X 3+ 2 :2x—1+i;
-3 x—-3 x-3 x-3 X—-3

Donc,a=2;b=-1;c=2.0nendéduit que:y=2x -1lest(A.O),car IimL:O.

X—to0 X — 3

2.) Etude de variation de f
e Limites aux bornes: lim f(x)=—o0;lim f(X) =+ ; Iig} f (X) = —o0; Iir(?y f(X) =+00, d’ou

x=3est(A.V);

o fest dérivable sur son domaine de definition, sa dérivée f ‘(x)= 2 -

X——0

2
(x-3)*

a) Points d’intersections aveec les axes : X =0 y = % ; donc avec (Ox),ona: (0 ;-%)

y=0< 2¢-7x+5=0 < x =1loux= >

5 ;doncavec(Oy),ona:(l;O);(g ; 0).

e Tableau'de variation

X -00 2 3 4 +00
f’ (X + 0 - - 0 +
1 +00 /v +00
f (X) o / \ o \ 9
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b) Représentation graphique

[HEN

X v

a
I
v

e Le point ('3;5)estun centre de symétrie pour la courbe de f, c’est le point de concours des
asymptotes.
3) Résolution graphique de I’équation : 2x° — (7 + m)x + 5 +3m = 0
2 —(7+m)x+5+3m=0< 2 -7x+5 =mx-3m < 2¢-7x+5 =m(x-3) <
) = 2x* —7x+5 _
X—-3
e si me]-o ;1[, il yadeuxsolutions distinctes,
e si m=1,ilyaune solution double,
e sime]l ;9 ,iln’ya pas de solution, le nombre de solution est 0.
[ ]
[ ]

/1

si m=9, ilyaune solution double,
si me]9 ;+wo[,ilya deux solutions distinctes,
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Exercice .3
x—l

Etudier la fonction f(x) = x
x+1°

Solution
o Di=]-o0; —1VU[1; +o ;
e Limites aux bornes : lim f(x)=—w; I|m f(X)=+0; Iimff(x)=—

X—>—00

e Recherche d’asymptotes : lim ) =1; IIm(f(X) X) =—1, donc la droite d’équation y=x -1,
X—>*o0 X
est asymptote oblique ; Enplus: x =-1 est asymptote verticale a la courbe de f.
2 f—
e Deérivée : fest dérivable sur son domaine de définition , sa dérivee f’ (X) - 20Xl :
, [X=1
X+D°,[——
x+1
e Tableau de variation
X 1
-00 1 Zﬁ -1 1 +00
f’(x) + 0 - \\ﬁ +
f (x) M e +00
: /
-0 / \-® \ A
« M=f (22 "22”0*/_ ~-3,33 ; f(2)—T~115

o f7(1)=+4w; la tangente au pomt d’arrét (15 0) est parallele a (Oy).;
e le point (2 ; 1,15) est un point d’inflexion.

N y /
/ /
4 . /

/
3 /
)4
2 /
)
1 /
6 | b -4|-8]|- - Q ) 4 | % X
/// \ 4
4
yd ®
/7
'/V |9}
/
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Exercice .4

Soit f la fonction définie sur R, par : f(x) = cos(3x)cos’x. Soit ~ la courbe représentative de f
dans un repére orthonormal.

1. a) Restreindre le domaine d’étude de f.

b) Etudier les variations de f.

2. Tracer ~ .

Solution
1. a) Restriction de D¢

e VXxeR, f(-x) = cos(-3x)cos’(-x) = cos(3x)cos’x = f(x), d’ou f est paire.
o f(x+m)=cos(3x + 3n)cos’(x + ) = (-1) (-1 )*co(3x)cos’x = f(x), donc f est n- périodique.

On peut restreindre 1’étude de f a I’intervalle [ O ; g], puis on obtient ses variations sur [-g ; g]

par parité et sur R par périodicité.
b) f est dérivable surRetV x R, f’ (x) = -3sin(4x)cos’x.

e Tableau de variation de fsur [0 ; g]

X 0 T T
4 2
f (X) 0 - 0 + 0
1 0
; (X) \ _l /
4
2. Représentation graphique de f
yl
€« >
/11 I\
/ \
/[ \
/ \
- — i
-n/2 -nl4 7 0 \ /4 ml2 | X
T T
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Exercice .5

Soit f Ia fonction définie par f(x) = <"+
X+2

et ~ sareprésentation graphique.

1) Etudier f et tracer
2) Montrer que f est une bijection de R\{-Z} vers R\{3}. Soit f * la bijection réciproque et ~ *sa

représentation graphique.

a) Tracer ~ ™ sans déterminer ™

b) Déterminer une équation de la tangente a ~ au point A d’abscisse 2.

c) Déterminer f * en donnant I’ensemble de départ, I’ensemble d’arrivée et I'image d’un élément x.
3) Faire I’étude de f ™, retrouver ~ ™ et une équation de la tangente de ~ ™ au point A.

Solution

1) Etude de f

o Di=R\{-2};
e Limites aux bornes : lim f(x)=3; Ii(m) f (X) = +x0; Ii(m) f(X)=—o0;
X—>F00 X—(-2)" x—(-2)*
e Asymptotes : x =-2 est une asymptote verticale ; y = 3 est une asymptote horizontale.
e Deérivée : la fonction f est dérivable sur son domaine de définition, sa dérivee f’ (x) = ( 52)2 :
X+
e Tableau de variation
X -00 2 +00
f’ (X) + +
o0 3
3 -00
e Représentation graphique
vh
// -—
/
/ _
/ ki
et /' A'
S S SR S
W .
e e 7! 1 I O O
/ —
[ P
/
/
[
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2) D’aprés le tableau de variation de f, on en déduit que f est une bijection de R\{-Z} vers
R\{3} car elle est strictement croissante et continue sur cet intervalle.

Donc, elle admet une fonction réciproque f *, de R\{3} Vers R\{-Z} :
a) ~ " est le symétrique de ~ par rapport a la 1% bissectrice ( y = X), (voir représentation).

5 5 7 7_ 5 .
b)Ona:f’(2)= =— :;f (2)= —,doncy-—= —(X-2), c’est I’équation de la tangente
) Q)= a7 15 1T @= yodoney == fo(x ), cest Péqu g
en A d’abscisse 2.

) _3Xx+1 _ _ _2y-1
c) Comme : f(x) = Ty ©3X+1=yx+2y & X(3-y)=2y-1l<x= ——

X+2 3-y

Donc £ : R\{3} — R\{-2} est définie par: f*:x > 23)(_1 :
—X
e Dty =R\{3};

Limites aux bornes : lim f(x)=2; Iim f (X) = +o0; Ii[r} f (X) =—o0;
x—(3)” x—>(3)"

X—>to0

Asymptotes : x =3 est une asymptote verticale ; y =-2 est une asymptote horizontale.

Dérivée () (x) = @

Tableau de variation
X -00 3 +00

f° (%) ¥ +

+00 -2

fw | . —

-2 -00
e Lareprésentation graphique de cette fonction coincide avec celle obtenue par la symétrie dans la

question 1). On en déduit également I’équation de la tangenteen A . y-3 = % (x- 2).

Exercice .6
Soit la fonction f définie sur ’intervalle I = [—g ; g] par f (X) = sinx.

1. Démontrer que cette fonction admet une fonction réciproque sur I’intervalle J a déterminer.
2. Représenter les deux fonctions dans un méme repere orthonorme.

Solution
1. Existence de la fonction réciproque

Nous avons f : {-g;g}—)[—l; 1] ; x> sinx.
Etant donné la continuité et la monotonie stricte (strictement croissante) sur cet intervalle, donc,

cette fonction est une bijection de {-g;g}vers [—1; 1]. Par conséquent, elle admet une

fonction réciproque continue, qui a le méme sens de variation.

On note, ainsi, f™*:[-1; 1]—>[—§ ) g] : f1:x > arcsinx.
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X =siny
e . xe[-1;1]
Cette definition se traduit par : o

y = arcsinx y{—g ; g}

e Dérivée, comme f (x) =sinx ; f’ (x) = cosx.

D’aprés, la relation entre la dérivée d’une fonction et celle de sa réciproque, ona :six € ] -1; 1],

1 1
1y (x) = = :
(177 () f'(y) cos(arcsinx)
Or, si, arcsinx =y, ona: siny = x, donc cos?y = 1 — siny = 1 — x>. Comme y appartient a

{g : ﬂ , son cosinus est positif. 11 en résulte que cosy = y/1—x? . Par conséquent ;

(arcsinx)’ = L .
1-x?

2. Représentation graphique

A

7 =| argsinx L’

4
N 4
s 4
1L /)
7/
4
./'/ -ﬁ\ .
"o ¥ —{ SIIX
- -1/2 ml2 b
1 A
/
4
vd /
7 =<
-
Exercice .7
. - : e x> +6X+8 :
Etudier lavariation de la fonction f définie par : f(x) = ﬁ et construire sa courbe
X(X -

sin?x +6sinx+8
sinx(sinx —2)

représentative En déduire la variation de la fonction g définie par : g(x) =

Tracer la courbe représentative et en déduire les valeurs de x comprises entre 0 et 2t telles que :

-15<g(x) < 1.
Solution

e Di=R\{0;2};
e Limites aux bornes : Iirp f(X) =+
Iirp f(x)=—0 ;IirZ] f(X) =—o0; Iirgl f (X) = +o0; Iirp f(x)=1.

Donc, x =0 ; x = 2 sont deux asymptotes verticales et y=1 asymptote horizontale.
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o Deérivée: f’ (x) =

8(x* +2x - 2)

[x(x— 2)]2
e Tableau de variation
X -0 -1-43 0 -1+43 2 +o0
(X - 0 + + 0 - -
1 +00 7-43 +00
\
2 -00 -00
1
e Représentation graphique
\
\
N
N
y 1::

v

2) Etude de la fonction g(x) =

. Df:R\{kﬂ:/keZ};
e Elle est périodique de période 2rt. On peut limiter 1’étude a l’intervalle]—n ; n[ :
e Xx=-1t ; 0; x=m sontdesasymptotes verticales

e Variation de la fonction g(x) =

d’ou g’(x) =( f’(sinx))(sinx)’ =

sin®x +6sinx+8

sinx(sinx —2)

sin®x +6sinx +8
sinx(sinx —2)
8(sin® x +2sinx —2)
co

[sin x(sinx —2)]2

Sin®x +6sinx+8 _

,Ona: f(sinx) = = 9(x),

sinx(sinx —2)

SX

Chapitre 7

Etude de fonctions

80




e Tableau de variation de g

x |0 o, z o, T 3 2n
2 2
gl % % T -0 ¢
(-1-442) (-1-442) |+ oo
g (x)
N N ~ 1 —
-00 -15 -0
T 3n
Remarque : o, [] — ; U—
q oy 4 &, 4
e Représentation graphique
)
1/ \ |/ 1/
L1 le N g
a w2 | ¢ An/2 Arn
\ LN, NN\ NI

Les valeurs de x telles que : -15 < g(x) < 1 : sont, d’apreés le graphique, les réels x tels que : Xe[g;377t ].

Exercice .8

1) Etudier la variation de la fonction numérique f définie par : f(x) :gxl—ZXZ —x+1.
Construire sa courbe 1 dans un repére (O; 1; j).
2) On considére la courbe ~ d’équation : y = -%J—sz —Xx+1 dans le repére précédent.

a) Donner une équation de la courbe = v1 U “, dans le repére (O; i; j).
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b) Déterminer 1’abscisse du point d’intersection de avec la droite d’équation y = x + >

Solution

Soit P(x) le trindme -2x° — x + 1 ; son discriminent est : (-1)*-4(-2)(1) =9>0;

donc, il admet deux solutions distinctes :x; = ﬁ =_—4 =-1:%= 5 =g =1.
-4 4 -4 4 2

X -00 -1 l +00
2
(X +1)(x - l) i 0 * 0 i
2
1) Etude de f
1
De=[-1; -]
= 5 ]
e Limitesaux bornes: lim f(x)=0; lim f(x)=—g;
x=>(-1)* Xﬁ(é)l 3
2
. - . —4x -1
e Dérivée : la fonction f est dérivable sur Dy, sa dérivée f(x) = :
3-2x2 —x+1
e Tableau de variation .
X -1 - l l X
4 2
f’(x) | +o0 0 -0 |
/ N
f (X) / 2 y
0 0
e Représentation.graphique _ h A
1 est representée en couleur verte. \ / ;
- - .- \ l
2) M(x ; y) un'point de ~ (1 U ~>) signifie que N ’
V2= g(-sz—erl), d’ou 9y + 8x% + 4x - 4 =0 est .

I’équation cherchée.
e ,est le symétrique de 1 par rapport a (OX) ;

elle est représentée en couleur bleue.
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B. Exercices

1 Etudier et representer les fonctions
suivantes : f(x) = x?-3x + 2: g(x) = | x*-3x |+
2;

f(x):x(x-l) Cf) = Ix-2 P-12x |

2. |Etudier et représenter les fonctions
suivantes

0= 225 b) gog= X
) f(x) = ‘|f|x_+21 ) heg=

3. |Etudier et représenter les fonctions
suivantes :

f(x) = Vx?=3x+5 ; g(X) =xv2x>-1;
f(X) =2x - Yx+1 ; g(X) = 2x + X +1;

f(x) = —2x + f ;g(x) = x\/ﬁ

4. Etudier et representer les fonctions
suivantes:

f(X) = sin2x + cos3X ;
cos 2x
f(x) =

g(x) = sinx ++/3 cosx

1-cosx
; 9(x) = > cosx
+C0S X

9. |On considére la fonction f définie sur [0 ; 2]

Par: Vxe[0; 1 ; f(x) = 1-3x ;
X—2

Vxe[l;2];f(x)= singx.

1)
2)

Etudier la continuité de fsur[1;2].

La fonction f est-elle dérivable pour x =
1?

Etudier la fonction f et construire la courbe
représentative .

3)

6. | Soit la fonction numérique f définie par :
2
f(x) =x -3 oy
1) a) Quel est I’ensemble de définition de f ?
b) Etudier la variation de f. Calculer f(1) et f(4).
c) Quelle est la limite de g(x) = f(x) —x + 3
quand x tend vers +oo et quand x tend vers -oo ?
En déduire que la courbe représentative de f
admet la droite d’équation y = x — 3 pour
asymptote. Construire la courbe représentative

v de f dans un plan rapporté a un repére (

0:7:])

2) Quelles sont les coordonnées des points
d’intersection de ~ avec les axes défins par
(0;1);(0;j)?

Déterminer une équation de la tangente en
chacun de ces points, a ~ et construire ces
tangentes.

7. | On consideére la fonction f définie par :

2
f(x) = X —5x-2
2(x+1)
1) Déterminer les réels a ; b et.c tels que, pour
tout élément x de ’ensemble de définition de f,

onait:f(x) =ax+b + [ €N
X+1

2) Etudier la fonction f.
Soit " la courbe représentative de f dans un

repére orthonormal (O ; i; j). Montrer

que a’ deux asymptotes et un centre de
symétrie.

Tracer « (on choisira 1 cm pour unité de
longueur).

8. Soit f la fonction définie par

)= o
sin2x  sinX
1) Montrer que f(x) peut se mettre sous la
X
tan —
forme : En déduire la limite de f(x)
COSX

quand x tend vers 0.
2) pose u(x) =1 — cosx et v(X) = SiNXCOSX.

u_ 1-cosx
Calculer la dériveede —=———

vV sinXcosXx
remarquant que u’v —uv’ contient 1- COSX en

et, en

e u
facteur, montrer que la dérivée de — reste
v

positive quand 0 < x < g

Pour x élément de]-g ;0[u]0; g[, étudier la

variation de f et tracer sa courbe représentative.
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1)

2)

3)

4)

9. On considere la fonction f définie par
(x-1)°
x?+bx+c’
Déterminer les coefficients b et ¢ pour que
la courbe représentative ~ de cette fonction
f admette pour asymptote X = -1 et x = 2.
Etudier la variation de la fonction f ainsi
obtenue et construire sa courbe
représentative ~ dans un repere
orthonormal.
On considére la famille des droites Dy,
d’équation y = m, ou m est un parametre.
Discuter de I’existence et du nombre de
points d’intersection de la courbe ~ et

d’une droite D, suivant les valeurs du
paramétre m.

Quelles sont les équations des droites Dy,

tangentes a la courbe ~? Interpréter ces
résultats sur la représentation graphique.
Iy a généralement deux points
d’intersection M et M’. Déterminer les
coordonnées du milieu I du segment [MM’]
en fonction de m.

L’élimination de m, entre les coordonnées
de I conduit a une équation cartesienne
d’une courbe. Représenter cette courbe dans
le méme repere que . Cette courbe est-elle
I’ensemble E des points 1?

f(x) =

10 Soit fy, la fonction définie par :

2

X% —mx . ,

fm (X) = ——————, ou mest un nombre réel.
X —4x+3c

1) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles

a)
b)

c)
2)

a)

b)

3)

la fonction fy, :
N’admet ni maximum ni minimum.
Admet un maximum et un minimum.
Admet uniqguement un minimum.
Soit ~m la courbe représentative de la
fonction .
Résoudre I’inéquation : f,(x) > fJ(X) eten

2
deéduire la position relative de.~ 4 et «, .

2

Etudier la variation de f,(X) et représenter 4

dans un repére orthenormal.
Démontrer que ~ , admet un axe de
symétrie.
Etudier lavariation de. f, (x) et
2
représenter -, dans le méme repére que ~ .
2
a) Donner, en fonction de m, les
coordonnées du point A, intersectionde
et deson
asymptote parallele a I’axe yox.
b) Déterminer les cordonnées du point B,
distinct de O et de A, intersection de et
de la droite (OA).

c) Donner les coordonnées du point M de
la droite (OA) défini par A = _9A |
MB OB

Quel est ’ensemble des points M quand
m varie ?
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CHAPITRE FOﬂCtiOnS [)»n.f et eXp

8

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre
I. Fonction logarithme Népérien

1) Définition 1
La fonction logartihme néperien est la primitive de la fonction x +— —sur ] 0 ;+ oo [ qui prend la valeur O en 1.
X

La fonction logarithme néperien est notée 4 .

2) Propriéetés

e le domaine de définition de & est ]0:+o[ | ® lafonction & eststrictement croissante sur JO ;+ oo [,

e lesigne de &n x est immédiatement fournipar le $ens de variation

X 0 1 + oo
I
b x - F +
3) Représentation gra:)h‘igue
y
2 ”’
. T
et > >
9 / 2 4 > i X
/
1/
4) Théoreme 1
Pour tout réeels strictement positif a et b et pour tout entier relatif pona:
e bu(@)=buatlnb e a(%):-ub; /m(%):ua-ub
o bud’=pla et 1»\/5=%14~a.
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5) Théoréme 2

Pour tout réel m I’équation & x = m a une solution unique dans ] 0 ; + o [. Ainsi la fonction n
est une bijectionde ]0; +o[dans R.

Le nombre réel sulotion de I’équation & x = 1 estnotéeetona: e [12,718281828...

D’ou & (e”) = p (e est appelé base du logarithme néperien).

6) Limites
Théoréme 3

e limbex=+ o limbax= o fimNX_ limxlex=0 o [jm NG _

X—>+00 x—0* x>l X —1

o0 [e) 1
e |im |n_x =0
X—>+0 X
7) Dérivée et Primitive
Théoréeme 4
1) La fonction £ u est dérivable sur tout intervalle ot u est dérivable et u(x) >0, eton a :

ul
[bm utor = —-.
/ bn ol u(x) >0
2) La fonction Y admet come primitive
u \

bn(-u) ou u(x)<0
I1. Fonction exponentielle
1) Définition 2
La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction logarithme, elle est notée exp(x)
ou e,
= exp(Xx x =N
Ainsi, y ) P(x) = 4
X reel y>0
2) Propriétés
e exp est définiesurRet exp>0V X eR.

e exp(0)=1; exp(l) =e; exp(-1) = %.

e Pour tout réelx ; & (exp(x)) = x et pour tout réel x > 0 exp(dn x) = x

3) Théoreme 5
Pour tout réel a et b et pour tout entier n :
o exp(a+b) = exp(a).exp(b). e expla—b)= P2 ot exp(-b)=
exphb exphb

e exp(na) =[exp(@)]" ;neZ et exp(g)zg‘/exp(a) ;n>1

n
4) Limites
Théoréme 6
o lime*=+0; olimMe* =0 ; o |im&c4e - o limxek=0; |, "meh—l -1

X—>+00 X—>—00 Xt X ! X—>—00 h—0 h

Chapitre 8 Fonctions & et exp



5) Dérivée

exp est dérivable (donc continue)sur R et pour tout réel x : exp’(x) = exp(x) = €. L’approximation
affine au voisinage de 0 de al fonction exponentielleest : h: +—1+h.

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I , alors e" est dérivable sur I et pour tout x de I :
(6" (x) = w(x)e".

I11- Puissance d’un nombre positif

Pour tout a> 0 et pour tout réel b on pose : a° = ebln (& se lit a puissance b).

Cette définition donne un sens & des expressions telle que : 3% ; 512 ; n®; 2%,

Mais logarithme exige dans a” ( a> 0).

Régle de calcul

Pour tous réels a et a’ strictement positifs et quels que soient b et ¢ :

o dxa’=a""" ; a’-= aib ; a’xa’=@a )’ @)°=a" ; In(@)=blna

1) Définition 4

Pour tout réel a strictement positif x — a*, appelée fonction exponentielle de base a est la fonction

x+— €%, Elle est définie et a valeurs positives sur R, elle est dérivable sur R, de fonction dérivée

X > bna@).
2) Tableaux de variations, courbes représentatives
a>1 O<acx<l
X -00 1 + oo X -00 + o0
a 0 —> + o & th -_ 0
\ y /
\ /
\ /
\ /
\ /
>
-l [ t—
S
0 X

Croissance comparée des fonctions exponentielles, puissances entiéres et logarithme
Pour tout entier naturel n ;

X -
o lim & =i e limx"e* =0 . |im|ﬂ:o

X—+0 X X—>-0 X—+0 X

Fonction logarithme décimal

On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée Log et définie par : Logx = Inc
)

sur ]0 ; +oo.

Remarque : On peut procéder autrement : on définit la fonction exponentielle comme étant 1"unique

fonction f dérivable sur R, telle que: f“=f et f(0) = 1, puis on définit la fonction logarithme népérien

comme étant la bijection réciproque de la fonction exponentielle sur R .
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Savoir-faire

A. Applications
Exercice. 1

a) Résoudre I'équation & (¢ + x + 1) = 0 et I'inéquation & (3 + x + 1) < 0.

b) Simplifier n ab® ; 6 - 12b : In(\E+1);In(£—1) .
a
c) Résoudre : o bn(x2) (x-1) =l 2 o bn(x2) + bn(x-1)=ln 2.
Solution
a) Résolution demandée

o b (C+x+1)=0 o X*+x+1=1 = x(x+1)=0; S={O;-1}.

o b (C+x+1)<0=> X +x+1<1l=>x(x+1<0 ; S=10;1[.
b) Simplification cherchée

)=-6tu(3a’h)=-24n(a%h) = -4 lna -2 bn
b.
EDAED Ly, (1) (5 -1) =L b s=b2tuz=tn2
c) Résolution demandée
o U (x-2) (x-1) =l 2;Tensemble de définition B =7]-00; 1[ U2 ; +oo Ainsi, xe E ; et
(x-2) (x-1) = 2< xe Eetx =0 et x = 3. L’équation (1) a pour solution 0 et 3.

o b (x2) + bn(x-1)=n 2; I’équation (2) n’admet que x = 3 pour solution (elle n’est définie
que pour x> 2).

o Uu(a®®)=lna®+tub® =2bea+3beb («/

Exercice. 2
a) Simplifier les écritures :
e azln e el®= o= e d=lbn  * 9 . f=

(\/E) b eIr12—|n5 \/e_g :Q/eTX(Q/E)Z e3\/e_ |
el,Z%

b) Résoudre les équations.

o (€°-1)(e*-2)=0 : o o Xi2xB_q : o e¥+e*-42 =0.
Solution
a) Simplification cherchée

_ _l, _1 I 1 Indns e 2.
oa—lh«(\/g)——lh«e—z, ob—e3:§; e Cc=e =I5

e d= [h«x/‘——[h«e :g e g= \/_x(\/_) \/_x36x§/g:\3/e4xe><e \/_

2 2 2 53 2
\/_ e’e e__ez 15 — @30

_ elz% e’e;_eg_
b) Résolution demandée
o (-1)(e*-2)=0 = e*=1loue*=2 =x=00ux=4{n2.
o X B=1 5 x2.12%-35=0 = X2 +12x+35=0 = X=-7 0U X = -5.
o e +eX-42 =0;Posons t=e* = t?+t-42=0 = t=6 = x={n6;
out =-7(rejetée cart > 0)
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Exercice. 3
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

D) =€n(x*-1) ; 2) f)=bn(cosx) ; )= e 4) f(x)=e™™
Solution
1) f est définie sur ] -oo; -1[ U ]1; +oo[ et | 3) f est définie surR et f (x) = ( 2x +2) ¥ 2L,
fix) = fxl ; 4) fest définie surR et f ‘(x) = cosx ™™
X —

2) f est définie sur R\{kg;kez*}et

—sinXx
COS X

f(x)= = -tanx

Exercice. 4
Chercher les primitives des fonctions f sur I :

1) f(x) = tanx (x e]-g ; g[ );2) f(x) =1+1ex

(x eR) 3) f(x) =3ix (xeR).
Solution

1) f(x) = tanx = sinx _ —(cosx)
COS X COS X

1 e*
2) f(x) = m; 1-f(x) = n

= F(x) = - I (cOSX)+¢C

=>FX) = x-l(@l+e) +c

eX

1 1 s -1 s -1 1
M) ===()=e =" = F(x)= —e" P rc=r—x—+c.
)) () > (3) () s e 3
Exercice. 5

Etudier et représenter graphiquement les fonctions :1) f(x) = x — 1 + &5 X—_i :2) f(x) = (x + 1)%
X+

Solution
1)) = x—1+ b 222
X+2
® Dr=]-00,-2[U]J2;+0[ e lim f(x)=-0 e Ii(n;)ff(x):+oo o lim f(x) = -
o lim f(x)=+w

X—>+00

1 X
X—2 X+2 x’-4

o fx)=1+ , f(x)’ >0 et donc f(X) est croissante sur Ds .

e x=-2 :x=2sont des asymptotes verticales. Comme lim 45 x_—;
X—>+00 X +

X—2
X+2

=0=y=x-1estune

asymptote obliqgue a ~~ en +oo. De plus : sur 'intervalle ]2 ;+ [ ; <l=>

b X—_z < 0;ilendécoule que ¢ estau dessousde A.
X +

e Tableau de variation
X -00

-2 2
f(x)’ + = +

-X
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f(x)

-0

/

+o0

e Représentation graphique

A

/

He

He

2) f(x) = (x + 1)%™
e Di=R o limf(x) =+ o XILwa(X) =0

X—>—00

o f(X)=2(x+1)e*~(x+1)? e* = f(x)’=(1-x°) e*

e f(x)’ est du signe de (1-x?).

e Tableau de variation

e I|lim

X——0

X -00 -1 1 + o0
I I
f(x)’ - 0 /+ 0 -
! I
o ‘ 4
0 0
) - +o00 ; 't admet une branche parabolique de direction ( Oy).
X

e Représentation graphigue

I

w

N

e
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B. Exercices

1. Résoudre dans R chacune des équations
proposées
Do B+x)=ln3+ b x;2) b (3x) =3 b x
3) b x + bin (x- 2) = b (x +10)
4) b (x>-2%) = b (x +10).

2. Résoudre dans R I’inéquation :

b — Ll x—6>0.

3. Déterminer les limites éventuelles de la
fonction f proposée ena:

D)=l (9-x%) ; a=3;
fX)=ln 1-bnx) ; a=ze;
3) f(X) = X - b x © A= 4w
_ X S oa_n .
4) f(x) = e ; a=0;

4. Déterminer la fonction dérivée de f dans
les cas suivants :

1) f(x) = x &nx
3) f(x) = /x|

0 2) f(x) =bx (€~ 1) ;

9. a) Justifier le résultat du cours:
. In@+h) _
lim————==1

h—0

b) En déduire la limite de x€n(1 + i) quand X
X

tend vers +oo.
D [5G o
6. Ona: lim— =0 ; En déduire :

X400 X
5"
a) lim— :

X+00 X

b) |ingxln<
7. On pose pour tout n :
sn:mmgmg fotle “T”

Calculer Sy ; Sy ; Ss. Que vaut Sypp7 ?

8. Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)= b (1+¢€"), ~ sacourbe
représentative.

1. Déterminer les limites de f aux bornes.
2. Etudier le sens de variation de f.

En déduire que la courbe ~ admet en +o0 une
asymptote notée A. Préciser la position de
par rapport a la droite A et 7.

4. TracerAet ©

In@-x)
Irx
a) Déterminer I’ensemble de définition et le
signe de f.
b) Déterminer les limites de aux bornes de D
c) Démontrer que f est strictement croissante.

9. | Soit f(x) =

10 1) Soit x un entier paturel non nul et n le
nombre de chiffres de I’écriture décimal de x.
Justifier I’encadrement :

n-1</logx< n
2) En déduire le nombre de chiffres d’écriture
décimale de 22°%.

11 Résoudre dans R 1’équation :
e +e*-2=0.

X

12 | Démontrer que la fonction f(x) = 1 €
+

eX

est

impaire.

13 | Déterminer la limite éventuelle de fen a:
1) f) = Ve 1a=0;2) fx)= &> ;
et +2
+00
3) f(x) = e'sinx;a=-o;4) f(x) =e*-x;a=+ow

. , e -1
14 1) Justifier le résultat du cours : me]eT’

-3x 1

¢ =1y timxe -1)

X X—>+0

2) En déduire : a) Iing
15 Déterminer la dérivée de la fonction f
proposee :
1) 1) = ) + ~ ; 2) f(x) =x3 &
e
3) f(x) = e

16 Le but de I’exercice est d’obtenir
I’encadrement polynomial suivant de la fonction
exponentielle :
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Préciser le signe de f.
3. Démontrer que pour tout réel x :
f(X) =x+f(-x).
2
On note f la fonction : X 1+x +X? -,

1) Déterminer f ’et f <>.Quelle remarque peut-on
faire sur les valeurs prisesen O par f; f et f< ?
2) Compléter le tableau suivant :

X -00 0

Signe de f @

Sensde f’

Signe de f *

Sens de f

Signe de f

En déduire le résultat souhaité
3) Quel encadrement de e obtient-t-on ?
17 Résoudre dans R :
1) 32X - 23X 1 2) 32X _ 3X+1 + 2 - 0
18 Dresser le tableau de variation et tracer
’allure de la courbe représentative ~ de la
fonction f :

1) f(x) =2,3%; 2) f(x) = 2_1X +3) f(x) = %exlns

2

Pourtout Xx<0:1+x < e <1+x+ X?

19 m étant un nombre réel, on note fy, la
x* -1
2

fonction définie sur ]O ; +oo[ par : fn(X) =

ménx, et 71 sa courbe.
1.a) déterminer lim fy(X)

b) Suivant les valeurs de m déterminer lim

Xx—0
f(X).
2.) Déterminer f’n(x) ; Donner suivant les
valeurs de m les différents tableaux de variations.
3.) Démontrer que toutes les courbes ~ passent
par un point A.
4.) Tracer 7o ; “4€t #3 surunméme
graphique.

x4k
1+x

20 Soit la fonction f (x) =

f(0)=0.
A) Etude d’une fonction auxiliaire : Soit

U(X) = 1+x
2+X

1) Etudier les variations de U(x) et donner U(1)
et IirrgU(x).

0<x<1;

+ 4 x ; pour 0 <x < 1.

En déduire que U(x) = 0 admet une solution 3
telle que 0,54 < <0,55

B) Etude de la fonction f et sa représentation

1) Montrer que f est continue en 0 ; Est-elle
dérivable en 0 ?

2 ) Dresser le tableau de variation de f .

3) Construire la représentation graphique de f
dans un repére orthonormal avec les tangentes
aux points 0 et 1 (unité 10 cm sur (Ox) et 20cm

sur (Oy)).
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ol @™ Suites numériques

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Généralités sur les suites

1) Définition d’une suite

On appelle suite numérique toute fonction de vers( .

En général, une suite numérique (U,) est déterminé par I’un des procédes suivants :
a) Une formule explicite permettant de calculer U, en fonction de n.

Exemple

e U:n—(-1", ou par exemple, encore la suite : f: n— f(n) ; ou f est une fonction usuelles ;

ainsi pour la suite U : n—sin(n?) ;ona U, = f(n) ou fest lafonction définie sur 0 par :

f (x) = sinx® ; U est la restriction & [ de cette fonction f.
b) Le premier terme et une formule de récurrence par exemple la suite définie par :
e Up=1l etVnel ;Uni=1+ Uy
Lorsque E désigne I’ensemble de définition d’une suite (U,), on peut la noter (U,) neE.
2) Raisonnement par récurrence
Le principe de récurrence peut s’énoncer ainsi, 'Soit P(n) une propriété de ’entier n ;
Si P(0) est vraie et si pour tout entier naturel p, P(p) impligque P(p+1), alors P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.
Démontrer par récurrence qu’une propriété est vraie pour tout naturel n se fait en deux étapes :
v On prouve qu’elle est vraie pour n=0; (c’est dire au rang 0) ;
v' On montre qu’elle est héréditaire, ¢’est —dire que si elle est vraie pour un naturel p quelconque,
alors elle est vraie pour p+ 1.
Exemple
Soit la suite (U,) définie par: Uy = 2, et pour tout naturel n, Upy = 2U, — 3. Montrons par
récurrence que pourtout natureln, U, =3 - 2",
o 1°" étape
Vérifions 1’égalité au rang 0. Ona : 3 20=3-1=2 ret Up=2;doncUg= 3- 20, d’ou
n =3 =2" est'vraie pour n = 0.
o 2°™ gtape
Soit p'un naturel, supposons que 1’égalité est vraie au rang p, ¢’est dire que 'ona : Up= 3 -2°;
Par définition de U, ona : Up« = 2U, — 3, donc il vient Uy = 2(3—2°) -3=6 -2 -3 =3 -2""",
Donc, Ups1 = 3- 2", donc U, = 3—2"est vraie pour n=p + 1.
D’aprés le principe de récurrence, on peut donc conclure pour tout naturel n, U, = 3 — 2",
3) Suite majorée, suite minorée, suite bornee
Soit (Un) une suite définie sur [
e (U,) est majorée si et seulement s’il existe un réel M, tel que pour tout naturel n, U,< M
On dit que M est un majorant de (Uy).
e (U,) est minorée si et seulement s’il existe un réel m, tel que pour tout naturel n, U,> m.
On dit que m est un minorant de (Uy).
e (Uy) est bornée si et seulement si, elle est a la fois majorée et minorée.
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Exemples

sinn

Soit (Un)ne N”, la suite de terme général U,, = >
n

Donc, Vne N*, | Uyl < iz,d’ou vne N, [Unl<1, donc - 1< U, < 1.
n

La suite ( Un) est majorée par 1 et minorée par -1, donc elle est bornée.
Soit (W) la suite définie par Wp=-1et Vne N, W+ = Q/ZWH +3.

La courbe ~ ci-dessous est la représentation graphique de la fonction g : x> v2x+3 et (A)
est la droite d’équation y = x. Y
On en déduit, une construction sur

( Ol) des premiers termes de

la suite ( W), ce qui permet de
conjecturer que : Vne N, -1 <W, < 3.
Démontrons ce résultat, par récurrence.

(&)

5

."—"-“
Ona:Wp =-1,donc-1<Wp<3; " _f
donc -1 < W, < 3 est vraie pour n =0, 2173F B4 "
Supposons qu’elle est vraie pour n =Kk, 2031 LT L
donc -1 < W, <3. z
La fonction g : X > «2x +3 11
est croissante sur [-1 ; 3]., donc : '
1<Wk £3=9(-1) <gWW) <9(3) = -1 1 AE J
1< Wisg <38. W, | W, | 2Wiwg 5 | x

Donc, -1 < W, <3 estvraie pourn=k + 1,
Donc, Vne N ;-1 <W, <3; onendeduit que la suite est majorée par 3 et minorée par -1, donc
la suite (W,) est bornée.

Remarques

1.

Certaines suites ne sont pas bornées, ¢’est le'cas de la suite de terme général U, = n® -1 qui est
minoree par -1, mais n’est pas majorée.

Pour déterminer qu’une suite ( Up) est bornée, on peut utiliser I'un des procédés suivants :
Encadrer le terme général de la suite par deux nombres réels.

Etudier la fonction f, lorsgue la suite est du type U, = f(n).

Faire un raisonnement par récurrence.

4) Sens de variation d’une suite

Une suite (Up) est croissante si et seulement si, pour tout n, Up < Ups+y

Une suite (Uy) est décroissante si eut seulement si, pour tout n, Up > Upsy

Une suite (Up) est strictement croissante si et seulement si, que pour tout n, U, < Upsy

Une suite (Uy) est strictement décroissante si et seulement si, pour tout n, U, > Upsy

Une suite (Uy) est constante si et seulement s’il existe un réel k tel que : pour tout naturel n, U,
=k

Une suite (U,) est monotone si et seulement si c’est une suite croissante ou une suite
décroissante.

Exemples

n
e Soit (U)ne N*, la suite de terme général : U, = z
k=1

.Ona:VvneN":

x|~

] &1 1 . 1 .
U1 —-Uy=> —->» —=—"_0r,VvneN ; ——>0,donc, VneN :Uni>U,.
i " Z‘k z‘k n+1 n+1 m "

On en déduit que la suite (Un) est strictement croissante.
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e Soit (Vn)ne N”, la suite de terme général : V, = %x%xng‘l :
n

1 3 2n_1x2n+1

Vi1 = =x—X... ; La suite (V) est strictement positive et ona : Vne N* ;
2 4 2n  2n+2
Voo _ 20+1 :OrvneN” ; 2n+1 <1, Donc, Yne N* ; Vi1 < Vi, 0n en déduit que la suite
V 2n+2 2n +2

n

(V) est strictement décroissante.
e Soit (T,), lasuite définie par To=0etVneN, Tpa=e'" .
Démontrons Par récurrence que cette suite est strictement croissante.
Ona:T:=e® =e’=1;d’ou T:> To. Soit k un entier naturel, supposons que : Tis1> Tk
La fonction g : x+— €* est strictement croissante sur R, donc Txs1 > Tk = g(Tk+1) >.9(Tx) =
ekt > ek = T2 > Tier .DoNC, VNe N, Tryr > T, on en déduit que la suite (T,) est strictement croissante.
Remarque
Pour démontrer qu’une suite (Uy) est monotone, on peut utiliser 1’'un des procédés suivants.:
e Etudier le signe de Un+1 — Uy

e Comparer a I’unité le quotient% , lorsque la suite (Up) est strictement positive.
n

e FEtudier le sens de variation de la fonction f, lorsque la suite est-du type U, = f(n).

e Faire un raisonnement par recurrence

5) Suites arithmétiques, Suites géométriques

On rappelle dans ce tableau ci-dessous les principaux résultats établis en classe de

les suites arithmétiques et geomeétriques.

6°™ concernant

Suites arithmétiques Suites géométriques
Premier terme Uop U
Raison r(ret ) qQed )
Formule de récurrence Upir =Up+r Uns1 =q Up
Formule explicite U,=Ug+nr Un = Uoq"
Un=U, + (n- p)r Un = Uyg"?
Somme des n premiers termes.| n —q"
(Up + Uy + Fir Una) E(Uo +U,4) U, 11_(; ; (=D

On a en particulier,
e [+2+3+...tn=

Exemple 1

n(n+1)

‘l+a+a’+..+a"t= 1__a(a¢1),

U est une suite arithmétique de raison r, Onpose : Sy =Ug+ Ui+ ...+ Upg (n eN’)
Sachant.que Uy =2, r = 6. Calculons Uy et Sg.

Up=Ug+29r =2+29x6=2+174=176; S30=30

2+176

=30 =2670.
2

Exemple 2

Calculons le 1% terme de la suite géométrique V de raison -3 telle que V4= 81.

V3:ﬁ=—27 ’szﬁz_—ﬂ:g_,vlzﬁzi :-3. Vozﬁz_—sz
- -3 - -3 - -3 -3

Exemple 3

V est une suite géométrique de raison q. On pose S, = Vo + V1 +

e Sachant, que Vo =2;q =5, Calculons V3 et S,.

V3=Voq® =2x5° =250; S4= V

1—q4_21—54
°1-q 1-5

=312.

.t Vai; (neN).
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6) Suites périodiques

Définition

Dire qu’une suite U est périodique de période p, signifie que p est un naturel non nul tel que : pour
tout naturel n : Up: p = Uy,

Exemple

Soit U la suite (U,) définie par : Uz, = 2 et Uy +1 = -3 et Usn 4+ 2 = 7. Cette suite U, est périodique de
pél’iOdE3;Uo:2 o Up=-3 ; Upy=7 : Uz=2 Us=-3 : Us=7 ; Ug=2, ...

I1- Limite d’une suite

1) Suite convergente

Définition

e une suite est convergente si et seulement si, elle admet une limite finie réelle.

e Une suite est divergente si et seulement si, elle n’est pas convergente (c’est-a-dire si sa limite est +oo ou
-0, ou si elle n’admet pas de limite).

Remarque

On admet que si une suite admet une limite, cette limite est unique.

Exemples

. 1 ..
e Lasuite n — —a pour limite 0, donc elle est convergente vers 0.
n
. . A 1 .
e Soit la suite U définie surN par U, = — pour tout entiernaturel'non nul n, ona:n!>n>0,dou
n!

0<t<l iiresulte que tim L =o.

n! n no+o
e Soit la suite U définie par U, = 2n+3.0na:Un—2:2n+3-2 = 2n+3 2(n+1)= 1 :
1 n+1 n+1 n+1 n+1
nN+1>n>0 =0< L<£,d’01‘10<Un—2<1,d’01‘1 imU, =2.
n+l1 n n N>+

e Soit la suite U définie surN par U, =n, lim U, =+oo.
n—+o0
Donc cette suite est divergente.
e Lasuite (Uy,) de terme genéral U, = Sin(n%[) n’a pas de limite, elle est divergente.

2) Limite d’une suite du type U, = f(n)

Nous admettons la propriété suivante :

Propriété

Soit (Up) une suite définie par U, = f(n) ou f est une fonction numérique.

Si f aunelimite en +oo, alors (Uy) aune limiteetona: lim U, = lim f(x).

n—-+ X—>+0

Exemple 1

Etudions la limite de la suite U définie par U, = % . On consideére la fonction :
n+

f:R>R; X Hl_zx .Ona lim f(x)=lim _—2X=—2, Or, U, =f(n),donc limuU, =-2.
X+ X—>+00 X—>+0 ¥ N—>+o0
La suite U converge vers -2.
Exemple 2
. . 2n°+n-3 , . . . .
Soit la suite W, = “enia étudions la limite de W,. On considére la fonction
n+
2 2
h: RoR :x o2 4%3 onas lim h = tim 2 = Jim 2 = 10 - Or W, = h(n),
Ex+4 X—>+00 x—+0 By Xx—>+o §
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donc lim W, =+oo. Donc la suite W diverge vers +co.

N—-+o0
Remarque
La réciproque de cette propriété est fausse.

Ainsi, la fonction X sin(nx), n’a pas de limite en +oo, cependant la suite (U,) ne N"de terme
général U, = sin(rn) dont les termes sont nuls converge vers 0.

3) Limites et opérations sur les suites

On a déja vu en classe de 6°™ la limite de la somme, du produit et du quotient de deux suites.
Définitions

Soit (Up) nee et (V) nee deux suites. E I’ensemble de définition des suites (Up) et (Vy).

e Lasomme de Uy) et (V) est la suite de terme général U, + V,, .

e Le produit de (Uy) et (Vy) est la suite de terme général U, V..

e Le quotient de (Uy) et (Vy) est la suite de terme général % ('si pour tout élément n de E, on a 'V, # 0).

n

Exemple
e Calculons la limite de la suite (Uy) ne N* de terme général : U, =¢e™ + N _13 :
n-+
1
e o donc lime™ = lim = =0 et lim 27— = |im 2" £2,'donc lit U, =2.
N—-+w0 n—>+o @ n—>+o N4+1 n—>+o N—>-+w0

e Calculons la limite de la suite (V) ne N de terme genéral : V= (n-1) (1 - cosl).
n

Ona: lim(n-1) =+ et lim (1—cos£) =0 ; On ne peut donc conclure directement.
N—-+o0 n

N—-+00

1
. n-1 1 . n_1 17Cos
Onremarque que: VneN ,V,=——n(l-cos=), VneN 6 V,= X—7 N or
n n n 1
n
l—cos1
lim "=t _1et 1im (—=My= lim1=C%X _g , Donc, limV, =0.
n—>+0 N n—-+oo 1 x—0 X n—-+oo
n

4) Croissances comparées des suites (") , (n®) et &g

Les résultats concernant. les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithmes
s’appliquent aux suites. On en déduit le tableau suivant :

Suites Conditions Limites

a<-1 Pas de limite

Suites géométriques -1<a<1 0

(ou exponentielles) (8") e N“ ;a € R a=1 1
a>1 +00
a<0 0

Suites puissances (n*)ne N" o € R a=0 1
oa>0 +o0

Suites logarithmes ( & n) e N™. +o0

De méme, les propriétés de croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et

logarithmes s appliquent aux suites de type (a") , (n®) et £sn .

Chapitre 9 Suites numériques




5) Propriétés
1) Si o > 0, alors|{2) Sia>1 eta>0 alors|3) Si,0 <a<1eta <0, alors

. |nn . n¢ . n¢
lim—=0 lim — =0, lim — =+
n—>+o N N—>+00 an N>to0 a.n
Exemples
. Inn
e Ona: lim—-=0.
n—>+o N
3"-2"

e Calculons la limite de la suite (Uy) ne N de terme général : U, = T
+

2" 2" 2

IA-=) 1-(=) 1-(9)"
¥ G Q)

2" 2" 2.0

A+ 1+(5) 1+(L)

( 3“) (3n) 3

e Calculons la limite de la suite (Vi) ne N de terme général V,, = n® — 2

Un

or |im(§)“=o,donc lim U, =1.

Nn—+o0 N—-+o0

n+2

n® n®
Ona, Vne N, V,= 2”(2_n_22) :2”(2_n_4),

3 3
or, lim 2" = +o0 et lim %=o : donc Iim(%—4)=—4 /done lim V. = —o.

Nn—+o0 n—+o0 N—-+o00

6) Suites et inégalités
e Siune suite (U,) convergente est minorée par unréel m, alors lim U, >m.

n—+o0

e Siune suite (Uy) convergente est majorée par un.réel M, alors lim U, <M.

N—-+o0
e Si(Uy) et (V,) sont des suites convergentes telles que : pour tout entier naturel n, U, < V,, alors
IimU, <IlimV,.

n—-+o0 n—+o0
Théoreme des gendarmes
Si (Up), (Vn) et (W,) sont des suites telles que : pour tout entier naturel n, V, < U, < W,, et si (V) et

(W,) convergent vers un méme réel £, alors (U,) est convergente et admet pour limite £.

Exemples
n’+(-1)"
n>

Etudions la convergence de la suite W definie par : W, =

n’-1 - n“+(-1)" _n*+1
- 2

Soit n “un ~nombre entier naturel non nul, On a: 5 <———, or
n n n
. n°-1 _n*+1 s .
lim ——=1et lim——=1.D’ou, lim W, =1. Donc, la suite (W) converge vers 1.
N—+o0 n nN—+o0 n n—+o0

7) Image d’une suite par une fonction

On admet la propriété suivante : a et b désignent chacun un réel.

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et si (Uy) est une suite d’¢léments de I telles que :
limU, =a ; leLg f(x)=Db alors n"ﬂl f(U,)=b.

n—+o0
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Exemples

e Calculons la limite de la suite (V) ne N" de terme général V, =(1+ 1)n :
n

1 1
eI N(1+2)n nln(i+7)

Ona: (1+%)“ . or !@».(1+%)” “nln (1+%) . donc (1+%)“ = e ,

nin(+L
donc V, =e ( n) . Posons U, = n & (1+%) et f:x—e*.0Ona:V,=1fU,);
L 1 In(1+1)
limU, = lim n&‘(1+ﬁ);0r n!@».(1+ﬁ) = T“ :
n
1
In@+ =)
Donc lim U = lim T”:Iingln(lTer):l. lim f(x) = e, donc lim /f(Ur) = e, donc,
n

lim V,= e.

N—-+owo

8) Théoreme de la convergence monotone

On admet les propriétés suivantes :

e Toute suite croissante et majorée est convergente.

e Toute suite décroissante et minorée est convergente
Exemple 1

V,=-1

Vn+1 = V2+Vn '

Etudions la convergence de cette suite.

Démontrons par recurrence que pour tout-n élémentde Nona: V,<2.

e Ona:Vp=-1; V(<2 Supposons que pourunélémentpde N ona:V,<2,
Dou2+V,<2+2,donc2+Vy<4, dou ,/2+Vp <4 ; donc ‘/2+Vp <2,douVp < 2,

Par conséquent, on.a pour tout élément nde N, V,<2.

e Démontrons par.récurrence que V est croissante.

Vi= J2+V, =qf2+(-1)=\1=1; Vi Vp=1-(-1)=2>0. Supposons que : pour un élément p

de N y Vp+1—Vp > 0,

Donc, Vo — Vper = \2+V,, — 24V, = (xl2+Vp+1 —\J2+V, )\jZ Vo 2+,

(V2+V,n + 25V,

Soit la suite V définie par {

2+V,,—(2+V,) V.,V
Donc Vpz — Vpur = : £ = b b , or Vpu — Vp > 0, et
(V2+Vor + 2V, ) (2+ V4 + 25V,
Vp+l_V 5
J2+V,u —y2+V, >0, donc >0 ;d’00 Vpiz — Vpe1 > 0.

(\/2+Vp+1 + p2+Vp)

Par conséquent, pour tout n élément de N, Vs >V, la suite V est donc croissante.
Conclusion
V étant croissante et majorée, elle est donc convergente.
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Exemple 2
W, =12
W. ., =0,25W, +3

Etudions la convergence de cette suite.
Démontrons par récurrence que pour tout n élément de Nona: W, >4,

Soit la suite W définie par {

e Ona:Wp=12= W, >4. Supposons que pour tout élément p de N, W, > 4.
Wpi1 =0,25W,+3 comme Wp,>24 = 0,25W, 20,25x4=025W, >21=
025W, +3>1+3=0,25W, +3 >4= W,;>4
Par conséquent, pour tout n élément de N, W, > 4.

(] vneN,Wn+1'Wn:O,25Wn+3'Wn :%Wn'Wn+3 :_73Wr|+3 :3(1'%Wn)

_3,.,
_Z(4 Wh)

Onadémontré que VneN ; W, >4,donc4-W,<0,dou %(4 -W;) <05 donc Whs1 £ Wy

La suite (W,) est donc décroissante.
Conclusion (W,) étant décroissante et minoree, elle est donc.convergente.

I11- Complément sur les suites

1) Suites définies par récurrence

On admet la propriété suivante :

f est une fonction continue sur un intervalle K;U une suite a valeurs dans K définie par la formule
de récurrence : Uns1 = f(Uy) . Si U est convergente, alors sa limite est une solution o de 1’équation
f(x) = x.

On dit que x est un point fixe de la fonction f.

Cette propriété ne permet pas de démontrer qu’une suite est convergente, mais de calculer la limite
d’une suite, sachant qu’elle est convergente.

Cette propriété est une implication, sa.contraposée donne la remarque suivante :

Remarque

f est une fonction continue sur un intervalle K, U une suite a valeurs dans K définie par la formule
de récurrence : Up 43 = f(Uy) ;5 si ’équation f(X) = X n’a pas de solutions dans K, alors la suite U est
divergente.

Exemple 1

Soit la fonction. f: x — %X +2, (D) et (A) les droites d’équations respectives y = f(X) et y = x.

Ces droites se coupent au point d’abscisse 4.

La construction sur (Ol) des premiers termes de la suite
(Up) permet de conjecturer que cette suite est ] ——
croissante et converge vers 4. L’équation f(x) = x a une solution : D

4, donc si la suite (Uy) est convergente,elle converge vers 4.
e Démontrons que la suite (U,) est convergente ;

Ona:vneN;Uyp—4= %Un+2—4

1 1
:EUn'ZZE(Un' 4),
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Onen déduitque:vneN; U,— 4= 2_ln( Uo- 4),0r lim ZL" =0, donc la suite (U,) converge vers 4.
N—-+o0
Exemple 2

Etudions la limite de la suite (V) définie par Vo = 2 etvneN;Vyi=2+ Vi :

n

v’ Soit la fonction g : 2+1 ; (g ) sacourbe représentative et (A) la droite d’équation y = x.
X

v" La construction sur (Ol) des premiers
termes de la suite (V) permet de conjecturer que cette suite
est convergente.

e L’équation g(x) =x adeux solutions 1 —+/2 et1++/2.

e Démontrons que : Vn eN ; Vo> 2.

Ona: Vo= /2 ;2 =2 ;supposons que : Vi > /2.
Vk+1=2+i;vk2\/§ :>O<iﬁi3 1t
V, v, 2
2<2+lcor L v 25 Vw2
Vi V2 0 1 v, V, V,

Donc, ¥n eN, V, > /2. La suite (Vy) est positive, d’ou si la suite (V) est convergente, elle
converge vers 1 + J2 . Démontrons que la suite V, est convergente.
Appliquons l’inégalité des accroissements finis a la fonction g sur T’ intervalle [\/E ; + ool

Ona: g(x)—— donc Wx e [v/2 ; +oo[,|g’(x)|=i2.
X
x>2 = x*>2 :>i2 % donc Vx e [2 ; +oo[,|g’(x)|s%,onobtient;VneN,
X
lg(Va) - g(1+42 )] < %v (142, cést-a-dire vn eN |

Ivn+1-(1+\/§)|s% |V - (1 ++/2)1, on'en déduit que :

vn eN,|Vn-(1+\/§)|S(%)“ Vo - (1+42)] <|Va- (1 +42)] sz—ln.Ona Iim2—1n=0.

V, —(+ ﬁ‘ =0; dou limV, :1+x/§ .Donc, la suite (V,) converge vers 1 + \/5

nN—w

Exemple 3
U, =1
Etudions la convergence de la suite U définie par : U 1 .
a=Uy+t—
Un

v’ Considérons la fonctiong : x x+l, ona: Uns =g(Up).
X

: . . < 1 e 1 . :
v Résolution de I’équation g(x) = x , ¢’est-a-dire X + — = X ; c’est-a-dire — = 0, cette équation
X X

n’admet pas de solution, donc la suite U est divergente.
2) Suites adjacentes
Définition
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Deux suites (Up) et (V) sont dites adjacentes si et seulement si, 1'une est croissante, ’autre est
decroissante et lim(V, —U,)=0.
n—o

3) Théoréme des suites adjacentes

Si deux suites (Uy) et (V,) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et admettent la méme
limite.

De plus, si (U,) est croissante, (V) décroissante, alors en notant £ leur limite commune : pour tout

entier naturel n, Up <U,< £ <V, <Voetd est I’unique réel tel que pour tout entier naturel n,

Un< £ <V,.
Exemple

. . g o 1 1 1 ., _ 1
Soient (Uy) et (Vy) les suites définiessurNpar : U, =1+ —+—+..+— ; Vp=U, + :

1 2 n! nxn!
Démontrer que les suites (Uy) et (Vy,) sont adjacentes.
Par définition de (Up) ona:vneN", Upy = Uy + ! , donc Uy - Uy :L, d’ot Ups1 - Uy
(n+1)! (n+1)!

>0,
Donc, Un+ > U,, ce qui implique que la suite (Uy) est strictement croissante.

e Pourtoutn eN", V,-U,= i' ce qui met en évidence que la suite (V, — Up) converge vers 0.
nn!

e Pourtoutn e N", Vii - Vo = (Upes + m)_(uﬁﬁ
= Un+1'Un+—l —i,
(n+D(n+2)!  nn!
1 N 1 _i
M+ (n+DH(n+D! nn!’
(n+Dn! (n+1)°n! nn!
_n(n+)+n-(+)* n*+n+n-n*-2n-1

n(n+1)*n! n(n +1)*n!

),

_ T
n(n+1)°n!
Ce qui prouve que la suite (V) est strictement décroissante.

En résume, (Un) est croissante, (Vy) est décroissante et (V,— Uy) converge vers 0, ce qui permet de
conclure que les suites (Uy) et (V) sont adjacentes.

Vn+]_ - Vn = = Vn+1 - Vn < 0 = Vn+1 < Vn.

Chapitre 9 Suites numériques 102



Savoir-faire
A. Applications
Exercice. 1

(Upn) est la suite définie par : Uy = 1 et pour tout naturel n, Up 41 = % exprimer son terme
(U) +1

général en fonction de n.( On pourra s’aider du calcul des premiers termes ).

Solution
Up=letUy4 = Y, apres calcul on obtient, U; = L Uy = 1. Us = - Ce qui nous
0— n+l — —pF—/———0—11, ’ 1= 7= 2= T = 3= " /—
JU,)?+1 V2 \3 4
1

invite a démontrer par récurrence que pour tout naturel n U, =

Jn+1

1
0+1

1
a/p+1

U, 1 1 1 1
\/u2+1:\/p+1x 1 :\/p+1X 1

= 1 _ 1 _ 1 _ 1
\/(p+1)><( L +1) \/p+1+p+1 J+(p+)  Jp+D)+1
+1 p+1

La propriété est vraie pourn=0, car Uy =1 =

:

Supposons la propriété vraie pour un naturel p, Uy, = et démontrons la pour p+ 1.

Ona: Up+1 =

Y
D’apres le principe de récurrence, nous avons démontré : pour tout naturel n : U, = N
n-+
Exercice. 2
Donner un majorant et un.minorant de la suite définie par son terme général U,,.
1

) Uy=-— ; 2)U, =sinn.
n+1

Solution
HU,=- 1 ; la suite est définie sur N pour tout naturel n,ona: 0 < L <1, d’ou
n+1 n+1
1< <o,
n+1

Donc, -1 < U, <0. On en déduit que -1 est un minorant de la suite U et que 0 est un majorant.

2) Un = sinn , la suite U est définie sur N pour tout naturel n, ona: -1< U, <1, on peut alors
affirmer que la suite U est bornée par -1 et 1.

Exercice. 3
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Etudier le sens de variation de la suite :U : ni— 3n+5

n+1
Solution
La suite est défins sur N et pour tout naturel n,
Unr - U = 3n+H+5 3n+5_ 3n+8 3n+5_ (@En+8)(n+1)-(Bn+5)(n +2) _ -2
"TENT i)+l n+l n+2 n+l (n+2)(n +1) (n+2)(n +1)
D’ou Ups1 - U, <0, donc U est strictement décroissante.
Exercice. 4
Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de la suite U.
2
HU:n HECOSE ;o 2)U:n H3n+_2n+1
n 3 5n-3
Solution
1 nm . e * nm
HU:n- —cos? ; cette suite est définie sur N et pour tout naturel n < -1 < cos?s 1;
n
Donc si de plus, n # 0; i><(—1)s£cosn—ns£><1 S _—lslunsl. Or
n n 3 n n n n
lim 1 Oet lim -1 0. On en déduit que U converge vers 0.
n—+o N n—>+o N
2
QU:n— 3r15+—2r:1:1 ; cette suite est définie sur N, pour tout naturel n,
n i
) 2 1 2 .1
n— - . -~ )
5n-3 3 5 3
5n(l—-— 1-—
( 5n) ( 5n)
. 2 1 -3 o . .3
Lorsque n—+co ; les suites — ; = ; ——ont pour limites 0. Donc lim U = lim =n=+o.
3n 3n Bn N—>-+0 n—+o 5§
D’ou la suite U diverge vers +oo
Exercice. 5

U est la suite définie par son premier terme Uy et pour tout naturel n, Upsy = 2U,e™".
On suppose que la suite U converge vers un réel £ .

Soit f la fonction X — 2xe™ .

1) Justifier que la'suite : n— f(U,) converge vers f(0).

2) En utilisant le fait que (Un) et (Un+1) ont la méme limite, déterminer les valeurs possibles du réel ¢.
Solution

1)Ona: limU, ={ . De plus la fonction f: x > 2xe™ est continue sur R et en particulier en £ |,
donc Iirrll f(x)=f(). lvient: lim f(U )= f(), c’est —dire que la suite : n— f(U,) converge
vers f({).

2) la suite (Un+1) qui est égale a la suite n— f (U, ) converge vers f(£) ; puisque les suites (Un+1)

et (Un) ont la méme limite £ ; il vient (€)= , c’est —dire2 e’ =¢ soit 2L e’ -£ =0, soit
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(e’ -1)=0soit £=00u2e'-1=0; 2¢' -1=0 267 =1 5 =1 2=¢

e
ol =bn 2.
Finalement les valeurs possibles du réel £ sont 0 et & 2.
Exercice. 7
g : . U, +2Vv
On définit les suites U et V par Up=1; Vo = 2, et pour tout entier naturel n : Upsg = %
U, +4Vv
V1= % .

1) On pose W = V — U, démontrer que la suite est géométrique. Préciser la limite de W et
exprimer W, en fonction n.

2) Exprimer Un:1 — Uy et Vi1 — V, en fonction de Wi, En déduire le sens de variation des suites U
et V.

3) Justifier que U et V sont convergentes et ont la méme limite qui sera notée £..
4) Onpose T=3U + 10V. Démontrer que la suite T est constante. En déduire la valeur de £..

Solution
1) Pour tout entier naturel n,
U +4v. U +2V
Whi1 = Vet — Upep = —8 TV Fa Y,
5 3
_ 3U,+12V, -5V, 10V, _ =2U,+2V, _ E(Vn —u).
15 15 15

Donc, W1 =%Wn. d’ou W est une suite géométriqué de raison%. Comme : | % |< 1, donc

. 2 2 2 2

limW,_ =0. De plus, Wy = Wp(-—)"= (Vo —-Ug) (=)"=(2-1) ()" =(=)"

ImW, P n 0(15) (Vo o)(15) ( )(15) (15)

2) Pour tout entier naturel n,

¢ Ui U, = Un+2Vn_Un=Un+2Vn—3Un _2V,-2U, _ E(Vn—Un)=an
3 3 3 3 3

* Viui—Vp= M—vn 2 Yy AV, SV, U, Vs —l(vn—un)=—lwn
5 5 5 5 5

D’apreés la question 1), la suite W est a termes strictement positifs, on en déduit on en deduit que :
(Up) est strictement croissante et (V) est strictement décroissante.

3) D’apres les deux questions précédentes, la suite U est croissante et le suite V est divergente, alors
le suite’'VV.— U'a pour limite 0, on en déduit que U et V sont adjacentes.

Ce qui explique que les suites U et V sont convergentes et ait la méme limite £.

8) Tou= 3Unt + 10Vpe =3 x 202V 1080t 8Va oy 10U, 48V, = 3U,+10V, = T,
Donc, (T,) est une suite constante. On en déduit , en particulier que:
lim T, =T, =3U, +10V, =23, d’autre part, lim T =3 {+10{=13{. Donc, { vérifie 13 £. =23
doul = §

13
Exercice. 8

Chapitre 9 Suites numériques 105



Soit (Un) la suite définie par Uy = 5 et la relation de récurrence : Upsy = a/2+ u,.
1) Démontrer par récurrence que, pour tout ndeN, 2 < Upey < U
2 .a) Justifier que la suite (Uy,) est convergente et que sa limite, notée £ , est supérieure ou égale a 2.

b) Démontrer que £ vérifie : £ = 2+, en déduire la valeur de <.

Solution

Démontrons par récurrence que pour tout ndeN , 2 < Upsp < U,

1) U= 5etU; = \/2+ U, = J2+5=47 ;donc2<U; <U,. La propriété demandée est vérifiée pour
n=0.

Soit p un entier naturel quelconque : si 2 < Upg < Up, alors 4 < 2 + Up <2 + Uy =
VA< 24U, < \[2+U, = 2<Upp < Upa.

Donc, la propriété est héréditaire, d’apres le principe de récurrence, on peut affirmer que pour tout n
deN ; 2<Up < U,

2.a) D’aprés la question 1) (Uy) est décroissante et minorée, donc elle est convergente, sa limite £
verifie

L >2.

b) Comme limU_=limU,_,={ < { ={2+1 ol?=2+L = +1){ -2)=0,

N—+o0 N—+o0

dould =20ul =-1.0rd >2,donc £ =2
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B. Exercices

Al

1 On considere la suite U définie sur N
9

6-U,
Démontrer par récurrence que : pour tout n
élément deN ,U, < 3.

par:Up=2¢et Up1 =

2. Déterminer que pour tout naturel n :
Z“:kg _n*(n+1)°
k0 4

3 Dans chacun des cas suivants, étudier si
la suite (Un)ne N €St majorée, minorée.

2n +1 1
au = b)) U =n(=+()"
YU, =2 5 D) Uy =5+
C)Un:2+smn ©d) Un:ncosz(nn)
3-cosn 4

4. Déterminer un majorant et un minorant
-3+e™"
2+sinn

delasuiteU: n—

5. U est la suite définie sur N par Up =1 et

1
Unst = E U, —1. Montrer que U est bornée par -2 et

1.

6. Deémontrer gue les suites suivantes sont
bornées

a)Un:2n-3
5n -2

; b) U, =In(n+1)- Im

2n +cosn

U, =vn?’+2-n;d) U, = -
n

7. On considere la suite définie par :

1 1 1
Xn +...+

= +
1+n* 2+n? n+n?

Calculer les cing premiers termes. Etudier le

sens de variation de cette suite.

9 U est la suite définie sur N par :

Uo=1et Upi = 2+ U, .

Montrer que 1’on a pour tout n de N ,/ 1 < Un <2,
Etudier le sens de variation de-lasuite U.

10" |Soit la suite (Uy) définie par :
Up=3etVneN, Up = 2U, —- 4.
Conjecturer a I’aide d’une représentation
graphique le sens de variation de la suite (Uy).
Démontrer cette conjecture.
Méme question pour la suite (V) définie par

Vo=0et VneN ,V,+1= 2+3V, )
2+V,

11 On sait que les suites U, V, W definies ci-
dessous sont convergentes. Calculer leur limite.

U,=-0,5 V,=-1

U) V) ;
U.,=U @1+U) Vn+1=*/2+Vn
W, =12

W)
W, ., =0,251+W,)

Dans chacun des cas suivants préciser la
112 on ftelle que : U, = f(n), puis determiner
la limite de la suite (Up) ne N .

2-
a)Un:n_i : b) Un:3n—12
n+1 (2n +1)
L _In@+n)

U, =n(e"-1) ; d) U, =

1++n

13  (Un)ne N lasuite géométrique de
premier terme 2 et de raison % Etudier la

convergence de la suite (Uy) et de la suite V,,
de terme général :

Va= DU, .
p=1

14 Dans chacun des cas suivants,
déterminer la limite de la suite (Up)ne N -

8. €9
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Dans chacun des cas suivants, étudier le
sens de variation de la suite (Up)ne N -

2
a)Un:n_ : b) Un:n+2
n+1 n+1
c)Un=% . d) U, =n-In+n)

15 Dans chacun des cas suivants, utiliser les
proprietés de comparaison pour étudier la
limite de la suite (Up) ne N -

aU,=con-n ; b)U, =n+(-1)"cosn

U, =Inn+(-1)" ;dyU, =()"-3"

o :
e)Unzsllznn ; f)Un:1+%
9, =% . h)U, =(%)”sinn

16 Soit (Up)ne N définie par Uy =1et V neN
U= ugiz'

a) Démontrer que: V neN , Un <%

b) En déduire la limite de la suite (Uy).

17 Soit aun nombre réel telque : 0 <a<1let
(Up) la suite définie par Up =a et V ne N,
1+U,

2
A) Conjecturer graphiquement la limite de cette suite.

Up+1=

B) On pose Uy = cosa (o €[0 ; g] ).
a) Démontrer que : V. ne N, U, = cos( %) :
b) En déduire la limite de la suite (Uy).

18 Soit (Uy) et (Vn) deux suites définies
dans N par:

0<U, <V,
vneN, U, = annVn
VneN, V.= %

1) Démontrer par récurrence que les suites
(Up) et (Vy) sont strictement positives.

2. a) calculer VZ,—U? | eten déduire que :
Y heN, U,<V,.

B3

a) U :5(73)" . b)U, =7(:0,75)"

OU, =25+ ; d)U, =25- ()"
3 T

2 n
ou, =2 3
2

19 Soit (Uy) la suite définie par U0 =2 et la
U, +2
2U, +1°
1. a) Justifier que pour tout n de- N . U, est
strictement positif.
b) si la suite (Un) converge, quelle est sa
limite ?
2.) Le plan étant’ rapporté a un repére
orthonormé, tracer la courbe représentative
de la fonction

X+2

2X+1

(on se limitera au cadrage : 0 <x <22 et 0<y<1,5)
Visualiser graphiquement U; ; U ; Us ; et U,.
Que . peut-on conjecturer au sujet de la
convergence de la suite ?
3.) Pour demontrer la conjecture, on considere
la suite (V) définie pour tout nde N, Vi
_uU, -1

U +1
a) Démontrer que (V,) est une suite
géométrique.

Quelle est sa limite ? Exprimer V,, en fonction
de n.
b) Exprimer U, en fonction de V,. En déduire
la limite de (Uy). Enfin, exprimer U, en
fonction de n.

relation de récurrence : Uy +1 =

f:x— et la droite d’équation y = x

20 | On considére la suite U définie sur par
Up = 1,5 et pour tout entier naturel n,
Un+1 =U2 -Un + 3,
1) Démontrer que la suite U est croissante.
2. a) On suppose dans cette question que la
suite U converge vers un réel I. Donner alors,
une équation du second degré vérifiée par I.
b) En déduire que la suite U est divergente.
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b) Démontrer que la suite (Uy) est croissante et
que (V,) est décroissante.
c) Démontrer par récurrence que : V ne N,

1
OSVn‘UnS (E) (VO_UO)

En déduire que : limU, =1limV,.

N—+o0 N—+oo
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CHarTre (‘ Calcul intégral
10

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

|. Notion d’intégrale

a et b sont deux réels d’un intervalle | et f une fonction continue sur |

L’intégrale de a a b de la fonction f est le réel F(b) — F(a), ou F est une primitive quelconque de f
sur I.

Définition

aetb sont deux réels d’un intervalle I et f une fonction continue sur I..

Notation
b .

L’intégrale de a a b de la fonction f se note J f(t)dt et'selit: "somme deaa b de f(t)dt >’
a

Dans cette écriture, la lettre t est une variable muette qui peut étre remplacée par n’importe quelle
autre lettre, hormis a, b et f, déja choisies pour désigner des objets précis.

. b b b
Onmmeum:LfaxnszwNUZLf@mx:m

On écrit souvent le réel F(b) — F(a) sous la forme.condensée :[F(t)]: , et on écrit
[ fwdt=[F]

Exemple

J‘Onsin(t)dt = [-cos(t)]; =—cosm + cosO=1+1=2.

I1. Intégrale et-primitive

Théoreme

F est une fonction continue sur un intervalle I.

La primitive de f qui s’annuelle en un point a de | est la fonction G définie sur | par :

qm:ﬁfmm.
Exemple

La fonction £s est sur ]0; +oo [ la primitive, nulle en 1, de la fonction t+ % donc pour tout réel

x>0;&~(x) = ;%.

A retenir
La dérivée sur | de la fonction G: x |—>IX f (t)dt est la fonction g: x+— f(x) ; donc
G’(x) = f(x).
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I11. Aires et Intégrales
Théoréme

f est une fonction continue et positive sur I’intervalle [a ; b], ~ est la courbe représentative de f
dans un repére orthogonal (O ; i ; j ) .Alors, I’aire du domaine limité par ~, 'axe des abscisses et

b
les droites d’équations : X =a et X = b est J f (t)dt 4
a

Remarque
Le domaine D peut aussi étre décrit comme :
I’ensemble des points M(x ; y) avec

a<x<b

0<y< f(x)
Exemple
f(x) =¥, “¢ est la représentation graphique de f ‘
dans un repére orthogonal. y /
Calculer I’aire A du domaine limité par 3 /
¢, ’axe des abscisses et les droites d’équations : X “e“ R B
Xx=-letx=1. 2

1 S e 1 RTIPN
A= J:l f(t)dt= Le dx = [e 11 = e—g LI 2,35 unités d’aires 1
IV. Propriétés de I’intégrale - 2
1) Linéarite
Théoréme
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1.
aetbdeuxréelsdel, et a et B deux réels quelconques, alors’;
[ (af +po) (dt=o[ f(t)dt+p[ g(t)ct.
Exemple
27" 2

[ (@sint-3t)dt =2 sin talt —3[ "tdt =2[cos t]; —3{% —4-3°

0 0 0 0 2 . 2

2) Relation de Chasles
Théoréme
f est une fonction continue sur un intervalle I. Pourtousréelsa ;b ;cdel,ona:

c b c
L f (t)dt = j f (t)dt + jb f (t)dt.
En posant.a =b = ¢ dans le théoréme précédent on obtient : r f(t)dt=0.

. , ; b a
En utilisant ce théoreme avec : a = ¢, on obtient : I f(t)dt= —jb f(t)dt .

3) Comparaison d’intégrales
Théoréme
f est une fonction continue sur un intervalle I. a et b sont deux réels de I aveca<b:

Si f est positive sur I, alors Ib f(t)dt>0.
Remarque
si f est négative sur I, anrsJ‘b f(t)dt<O0.
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Conséquences
Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, si a et b sont deux reels de I, avec a <b et

Sif<gsurl alors, Lb f(t)dt < Lb g(t)dt

4) Intégrales et valeur absolue
Théoreme

<[ f (Opt

. . . . b
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b] Ona: ‘J' f (t)dt
a

5) Inégalité de la moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. a et b appartiennenta | (a <b).
Si, sur I’intervalle [a ; b],ona: m< f <M, alors:
b
m < 1 f(X)dx <M.
b—a-a

6) Valeur moyenne
Définition
f est une fonction continue sur ’intervalle [a ; b], avec a < b.

la valeur moyenne de f sur [a ; b] est le réel ﬁ_fﬁbf(x)dx.

V. Propriétes des intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

1) Si f est une fonction continue et paire sur
un intervalle | de centre zéro, alors, pour toutadel :

[* fodt=2[ f (0t 4 /
Exemple

3 1
jl t2dt = 2j1t2dt - 2{% _&
1 0 3|73

0

[HEN

2) Si f est une fonction continue et impaire sur . .

un intervalle | de centre zéro, alors, pour toutadel : y

[* f(dt=0

a 1

Exemple
1 3 T,

[ tdt=0"5f"sintdt=0 >
-1 - -1l 0 X

c) Si f est une fonction continue sur R et

de période T, alors, pour tout réel a : A

[ fmdt=] f (bt

Exemple d_N\ £/ 2z \3x/ 4z \5e/| 6 N7/ 8z |\
K Y . 27T

L cos tdt :jo costdt =[sint] " =0. 1 \
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6. Calculs d’intégrales
1) Utilisation de primitives

La connaissance d’une primitive F de la fonction f sur [a ; b] permet la calcul de j i f(t)dt ;
'[ ’ f (t)dt = F(b) —F(a) (D’apres la définition de 1’intégrale).

Exemple

Calculons I’intégrale J = joz (xyx2+3) dt.

On remarque que la fonction h définie par h(x) = xv/x?>+3, peut s’écrire : h (x) = f', une

N |~
—
N =

1
primitive de f2f "' est

N w

f 2 ; donc une primitive H de h sur R est

w|N

3
2

H(X) = %x%(xz +3)2 :%(x2 +3)2 ; Dot :
J=H@) - HO) = LT3,

2) Changement de variable
A et u sont deux nombres réels, A # 0.
Soit f une fonction continue sur I. a et b deux réels tels que: Aa + p € l et Ab + p € I,

b . o
calculonsj f (Ax +p)dx, connaissant une primitive F de f .
a

Puisque f a pour primitive F, alors x +— F(Ax +u) a pour dérivee X > Af (AX +p).

Donc, X+ f(Ax+p) a pour primitive X — % F(Ax+w) ., ce quirdonne le résultat cherché :

[ f 0 +pyax :%[F(kx I =%[F(xb +u)—~F(ra +w)].

Exemple

Soit a calculer Jf dx. La fonction X — iz est continue sur J0 ; +oo ; (2x 1+ 1)e 0 ; +oo[ ;
X

(2x +1)?
(2%x2+1)e]0; +oof.

Puisque X iz a pour primitive X -1 , alors x+>——a pour dérivéex > 2x > et
X X 2x+1 (2x+1)
1 - -1 1
X ——==a pour primitive X —x : donc
(2x+1) 2 2x+1

2 1 {—1 1 T 11 1
J > OX=| —x =—+==—.
1 (2x+1) 2 2x+1} 10 6 15

3) Intégration par parties

Théoréeme

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I’intervalle I, si les fonctions dérivées f ’et g’ sont
continue sur I, alors, pour tous réelsaetbdel,ona:

[[ fmgmd=[f®aw] - f gt
Exemple
Calculer I = j:xsinxdx et J:LZ xInxadx .
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Calcul de | = j: xsinxdx Calcul de J= szll’kdx : Posons : f(x) = & X et

Posons : f(x) = x et g’(x) = sinx , ‘ 1 X2
Donc; f(x)=1etg (X) = -cOSX 9’(x) =x. Donc ; f*(x) = X etg(x) = Y

D’ou | = | xsinxdx = —xcosx (-cosx)dx 2 2
k | L=l Doal= [ xlrkdx=| ZInc| - [ Zax
1 2 ) 12

[-xcosx]; +[sinx]]

= 2 2 272 3
= Xk | -| X | =24n2-2
2 41 4

1

VII. Approximation d’une intégrale : Méthode des rectangles

Soit f une fonction continue sur [a ; b], celui-ci est subdivisé en n intervalles [a; ; ai+1] de longueur
égale ( H), avec a; = a + jb-a (ap=a;a="h).
n n

Théoréme
Soit f une fonction continue monotone sur [a ; b],

4 nd _ — B
e Sif est croissante, alors %Zf(a_’_i%)sj‘b F ()t < bnaZ ey bna) ;
=0 ¢ i1
o Sif est décroissante, alors
—a < - 4Nl
qu(aH%)sjbf(t)dtsuzf(anb_
i1 a

—a

n-1
v Les expressions A, = —Z f(a+|—) et B, = Z f(a +|—) sont deux valeurs
i i=0

approchées de Ib f(t)dt & | By - Ayl pres, c’est dire a b ><| f(b)- f(a)|prés.
Exemple

Trouver par cette méthode un encadrement de €2 20,05 prés. Par définition beo = Lz%dt, la

. 1 y . L 2-13 2-1&5 1
fonction t +— =est décroissante, donc d’apres le théoréme —Z _<lme<—= _
t i=1 1+7 n i=0 1+L
n n
ylk
18 14 00 1 | 1 1 1 :
ni:01+i ni=11+l n 2n 2n.
> .
Pour obtenir des valeurs approchées a 0,05 pres, il suffit
de prendren=10;
L i+i+ +i+1 <l Si 1+i+...+i+i ,
10111 1,2 19 2 1011 11 18 1,9
Dot 0,6687714 < {2 < 0,7187714
1 lb 2 X:
10
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VI1I. Calcul d’aires et de volumes

1) Calcul d’aires

Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b], telles que : pour tout x de[a ; b], f(x) <g(x).

dans un repére orthonormé, I’aire de la surface limitée par les représentations graphiques de f et g et

les deux droites d’équations respectives x =aetx =best A = _[ b[g(x) — f(x)]dx.

Exemple \ y |
Soient f et g deux fonctions définies par : f(x) = x* +-2x + 2+ \| N /
g(x) = -x* + 6. Calculons I’aire A de la surface limitée _
par les deux courbes “set
(courbes respectives de f et g dans un repére orthonormé). / 1\ 4 \ /
Nousavons: f’(x) =2x—-2; g’ (x) =-2x [ \ ) /
Tableau de variation de Tableau de variation de I/ \’3 \\ /
f g

X -00 1 +o0 X -00 0 +o0 )\

) - 0+ g’ () + 0 - | N 7y |\

+00 +00 6 1

f(x) ~, 7 900 | A~ / \\
En plus, les ab501sses des pomts d 1ntersect10ns vérifient R bl bl 1 9 2 | x

I’équation : X% -2x + 2 = -x? + 6, s0it 2x* -2x -4 = 0, d’ou1 x* —x-2 =0, on én déduit les coordonnées
des points d’intersections A(-1 ; 5) et B(2 ; 2). Sur I’intervalle [-1 ; 2]

fx) < 9(x) ; Donc; A = [ [g(x)~ F()]dx = j_zl(—x2+6—x2+2x—2)dx = [ (-2x? + 2x+ 4)dx ;

2
A:[%zx3+x2+4x} :{ ;6 4+8} E+1—4}:9(unitésd'aires)
1

2) Calcul de volumes

L’espace est rapporté a un repere orthogonal (O ; i; ] ; R) :

Soient f une fonction dérivable surun intervalle I, et a, b des réels de I tels que a <b.

Le solide de révolution engendré par la rotation de s autour de I’axe des abscisses, et limité par

b 2
les plans d’équation x =a ;X = b, a pour volume : _[ nf (t)dt unité de volume.
a

L’unité de volume est celle du pavé droit d’arétes [O ; A] ; [O;B]et [O;C];

Exemple

Soit la ~ courbe représentative de la fonction x > e*. Par rotation autour de I’axe ( O ; T), le
domaine plan limité par, la droite (O ;T) et les droites d’équations x = -1 et x = 1 engendre un
solide de révolution, noté .~/ . Calculons le volume de .~ . La fonction X > e*est dérivable

surR, et en particulier sur [-1; 1]. Le volume de ./ est :
1
L SN S VT I NP _nz_l
Ln(e ) dx_j_lne dx_n{ae L—E(e e—z)
111,394 UV
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Savoir-faire
A. Applications

Exercice. 1
Calculer les intégrales A ; B ; C et D proposées :
Azj'Esinzxcosxdx . B= J. Ax" +8x
0 o (x*+4x° +2)
21 * _ elnx
C:L Fe dx ; J‘

Solution
e La fonction f définie par f(x) = sin’x cosx peut s’écrire f(x) =U’U? / U(x) = sinx.

3 P N Py
Donc f a pour primitive F = U—, d’ou A= AN X° 1 :
3 3 | 3
3
e La fonction f définie par f(x) = — 8% __ peut s'écrire f(x) =20 - avec U(x) = x* + 4x2
(X" +4x°+2) U3(x)

+2.

-1 T 1145

Donc, f a pour primitive F = _—12 :d’ouB= s
2U 2x +4x°+2)7 | 98 8 392

1
e La fonction f définie par f(x) = ieX peut s’écrire f=-Ue” ; avec U(X) =
x?

><|H

1 2
Donc f a pour primitive : F = -e", d’ou C = {—eX} = e?te=e—+Je.

1
e La fonction f définie par f(x) = Iﬁpeut s’écrire f=U"U/U (X) = Lix.
X

2

Donc f a pour primitive F = U—,d’oﬁDz Ir12_x :i[lnze—lnﬁ]:l.
2 2 |2 2

Exercice. 2
Calculer les intégrales proposées a I’aide d’une intégration par parties.
b 0 r R
A:'[0 Xcosxdx B:.[l(x+2)ex+1dx . C :J‘?’nxzsm xdx .
3
Solution

e A= Ionxcosxdx; Posons U'(x) = cosx = U(X) =sinx ; V(X)=x = V'(x)=1.
Donc ; A = [xsinx]’ —_[Onsin xdx = [xsin x|’ —[-cosx], =-2.
e B= .[_Ol(x+2)ex*1dx s Posons f*(x) =1 = P(x) =X g(X) =x + 2 = g°(x) =1.

Donc ; B = [(x+2)ex*l](jl —jflex*ldx = [(x + 2)ex*1ﬁ1 —[ex*lfl
= [2e-1]-[e-1]=2e-1-e+1=e.
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e C= Fn x2sinxdx . Posons f ’(x) = sinx = F(x) = -cosx ; g(x) = X* = g’(X) =2X,

T

Donc; C = [—xzcosx]i—j_()l—Zxcosxdx [x cosx] +2_[ X COS XdX .
3 3 3

T
Calculons maintenant : J' 3 xcosxdx en utilisant une deuxiéme intégration par parties .

Posons U’(X) =cosx = U(X) = Sinx VX)) =x=V'(x)=1.

T 4

Donc ; I X C0S Xdx —[xsmx jsmxdx [xsmx] +[cosx]
3 3 3

T —Tt
gsm( )+35|n(——)+cos(—) cos(?) =0 ;

n
—TT

D’ou C =[x cosx] +2x0=—(= ) cos(= )+(——) cos(?) 0.

Remarque :

Nous pouvions trouver la valeur de cette intégrale directement en remarquant que C est de la forme

f f (x)dx avec f impaire.

Exercice. 3
Soit la fonction f définie par f(x) = cos*x.
a) Lineariser f en utilisant les formules d’Euler.

b) Calculer I’intégrale A définie par A = J? cos® xdx .

Solution
iX —ix

, donc

a) Pour tout réel, ona: cosx =

- N4
— eIX +eﬂX _ 1 |4x 13x —|x i2x —|2x iX 4 —i3X —idx
f(x)—{ > j _§( +4e +6e +4e"e ™ +e ')

i4x —i4x i2X 42X
— i( i4x +4e|2x +6+4e —i2x e—i4x) - l e +€ +4e +€ 43
16 8 2 2

= 1cos4x +£cost +§ .
8 2 8

16

b) A= I f(x)dx = J cos4x+1c052x+3 dx = isin4x+lsin2x+§x 2:3—n.
2 32 4 8 1

8

Exercice. 4
Calculer la valeur moyenne de la fonction f entre a et b dans les deux cas suivants :

a)f(x)=3x* ;a=0:b=2; b)f(x)=sinx ;a=0;b=2n

Solution
_ 1 2 Irsp2_1 .
a)m—z—0 “3x dx_z[x ]O_E[S_O]_4’
1 o 1 1
b) m= =—[-cosx] " =——[-cos2n+cos0]=—x0=0.
275— 21 °  2n 21
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Exercice. 5

Majorer et minorer : I, =

01+ X%

Solution
1 1 x" n
0<x<1=1<1+x<2= =<—K1=—X<
1+x 2 1+Xx

n+l 1 n+l 1
Donc ; j—dx X < [Xdx = | X <X ot <t
01+X 0 n+l]  2(n+1) (n+1)

Puisque lim 1 lim L:0, alors lim I, =0 ( Théoréme des Gendarmes).
N—-+w0 (n +1) n—+o0 (n +1) N—-+w0

Donc ( I, ) converge vers 0.

Exercice. 6
Trouver une primitive sur I’intervalle] O ; +oo [ de la fonction b x.

Solution
La fonction £sx est continue sur 10 ; +oo [, elle a donc des primitives. Sa primitive nulle en 1 est la

fonction F définie sur ] 0 ; +oo [ par : F(x) = jlxlndt.
Pour calculer cette intégrale, nous utiliserons une intégration par parties.

Posons: f'()=1= f)=t; git)=nt= g’(t):l :

Donc ; F(x) = [t|n]1x—flx%tdt [tIn] J. dt =[tIN] - [t] = F(x) = X nx —x + 1.

Exercice. 7

Soit ~ et ~  les courbes respectives des fonctions f(x) = (x -1) et g(X) = -x* + 6x -5.

a) Déterminer I’intersection de“ et ~* °; puis tracer ~ et ~ ’dans un repére orthonormé ( unité 0,5
cm).

1<x<3

b) Calculer I’aire du domaine défini par{
fx)<y<g(x)

Solution .
a) Coordonnées des points d’intersection : (1 ; 0) ; et (3 ; 4). y
3 3
b) A= jl (g(x) - f(x))dx:L (X2 +6X —5— X + 2x —1)dx \\ - /I A
3 -2x° ’ \ /
= (—2x2+8x—6)dx:{—+4x2—6x} \ [ T
! 3 1 W EEAAN SEEA

<

4 +36-18 |- _—2+4—6 =§UA=§0,25=3cm2.
3 3 3 3 3

.
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Exercice. 8
r et h sont deux réels strictement positifs.

Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; h] par : f(X) = %X.

a) Tracer la courbe ~ de f dans un repére orthonormé (O ; i; j).

Le solide engendré par la rotation de ~ autour de I'axe ( O; i) est un cone de révolution de
hauteur h et sa base a pour rayon r.
b) Calculer le volume V de ce cone.

Solution
a) Voici la construction demandee
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B. Exercices

1. Calculer les intégrales :
1= [P2x*: 3= [Tsin2tt : K= [P
_J:a X aJ= .[0 sin ’ _J.31+X

2 dx

2. |Calculer les intégrales :

1 4 X+1
A=[tJt2+1dt; B= :
IO 1 X% 4+2x+3

1
1et 12X
C= —dt ;D= X
J‘; t3 -[0 (x? +1)°

E_ Ig COSX o

4 sin®x
3. Transformer les fonctions & ’aide d’une

formule trigonométrique et calculer 1’intégrale :

T
F= _[OZSin X c0s Xdx

a)_[fsinzxdx . b) J'Oncos3 xdx ; c) Ifcoss xdx;
d)_[fsinszxdx; e) IOESiHZXCOSSXdX

£ Ig COSX 4o

T

n Sil’]3 X
4. Linéariser pour calculer les intégrales :

T aind
I:_[Osm xdx

n . o 4
)= _[0 sin“ xcos” xdx ;
= 3
K= Iozcoszxsin4xdx ;L= Lfsinsxdx
3

9. Calculer les intégrales suivantes a 1’aide
d’une intégration par parties :

A:J:xsinxdx ; B= Lemdt;
c=[* (x+neax; D= [
_L(x+)e X ; —L X

X
Jx—1

6. A l’aide de deux intégrations par parties
successives, calculer les intégrales A et B

définies par : A= .[lezexdx ; B= Ionex sin xdx.

7. On pose :
1Y

T T
A= joz x cos2 xdx; B = joz xsin? xdx.

a) Calculer A+ B ;
b) Calculer A — B en utilisant une intégration par
parties ;

dx

E= szll”'kdx ;F:J'S10

c) Déduire des questions a)et b) les valeurs de
AetB.

1
8. Pour tout naturel n, on pose I, :Iot”etdt :

a) A laide d’une intégration par parties,
démontrer

que 'ona:pourtoutnde N" :l,=e-nly

b) Calculer lo, pUiS | FI P Y

gl = j:(lm)" dx , ol n est un entier

naturel non nul.

a) En utilisant une intégration’ par. parties,
trouvez une relation entre I,.p €t Iy.

b) Déduisez- en la valeur de I,.

10 1) Soit f la fonction définie pour x # 1

3 2
par : f(x) = m :
1-x
Déterminer les réels a’; b; c; d tels que I’on
ait, pour tout x # 1 :
f(x)= ax’ + bx+c + a4
1-x

1
b) Calculer | = joi f (X)dx .

2) Calculer, a I’aide d’une intégration par
parties :

J= _[0;(3x2 —6X +1)In(1—x)dx

11 D est ’ensemble des points M(x ; y) du

0<x<m

lan tels que :
P | {OSySSinx

1) I'unité graphique est 2cm. Représenter D.

Calculer aire de D en unités d’aire, puis en

cm?.

o 6 .
2) L’unité est —cm sur ’axe des abscisses et 4
T

cm sur Paxe des ordonnées. Représenter D.
Quelle est I"aire de D en cm??.

la fonctionxnel. D est le

X
domaine delimité par la courbe ~ de f, la
droite des abscisses, les droites d’équations :
x =1 et x = e. 'unité graphique est 3cm.
a) Représenter D b) Calculer laire de D en
cm?.

12 T est

Chapitre 10

Calcul intégral

119



13 1) Etudier la fonction numérique f qui, au

. . 1 .
réel x associe : f(x) =——, puis tracer sa
xIrk

représentation
graphique dans un repére orthonormé.
2) Déterminer I’aire du domaine constitué par
les points M(x; y), dont les coordonnées
vérifient :

2<x<e’

0<y< f(x)

14 Isoit  la fonction définie par : f(x) =(x + 2)e™,
Etudier f et construire sa courbe représentative
dans un plan rapporté a un repere orthonormé.
2) Calculer Daire de la partie de Rx R définie par :

0<x<A
{O <y< f(x)
Quelle est la limite de cette aire lorsque A tend vers +oo ?

ou A est un réel strictement positif.

15 @) Donner le tableau de variation de la
fonction f: [0 ; 7] > sin®X.
Tracer la courbe ¢+ de f (I’'unité graphique est
9 cm) dans un repére orthonormé.
b) Montrer que pour tout reel X :

sin*x = §—1c052x+lcos4x.
8 2 8

c) Calculer le volume en cm?® du solide &
engendré par la révolution autour dela droite
des abscisses (Ox) de la plaque définie par :

0<x<m

0<y<sin®x

16 Dans les cas suivants, calculer les valeurs
moyennes de la fonction fentre a et b.

3
a) f (x) =cosx; a=" yb=—;
)T 7 b=
1
b) f(x)=—, a=L b=2
X
! :a=0;b=8;

c)f(X)=——
RN
df(x)=e™; a=0; b=e.
17 Dans chaque cas, déterminer une primitive
de f sur ’intervalle 1.

a)f(x)=xe*; I=R ;
b) f (x) = xANk ; 1=[1; +oof
) f(x) =1+l ;1 =10:1] ;
d)f(x)=e*cosx ;=R

18 On considere les intégrales :
IZJ‘ZdX_J: de_
0 cos’ o cos*
1.a) Quelle est la dérivée de la fonction tangente ?
b) Calculer I .

sinx
cos® x

2.a) Soit la fonction f : [0 ; %] —->R.X—

Démontrer que f est dérivable sur [0 ; %] et

que, pour tout X appartenant a cet intervalle :
. 3 2

f (x) = 4, 2

Cos*X C0s” X

b) Déduisez du calcul précédent une relation

entre | et J, puis calculer J

19 On considere la fonction numeérique de la
X

variable réelle x définie par: f(x) = 2x -1+ — .
e —

1. Préciser I’ensemble de définition de f et étudier ses
variations.

Montrer que sa représentation graphique ~~ admet deux
asymptotes obliques d’équations :

y=2X—1;ety=2x

2:Construisez ~dans un repére orthonormé (O;i;j)
( prendre 2 cm comme unité graphique).

1
Démontrer que le point (0 ; ——) est un centre de

symeétrie pour .

3. Soit o un réel supérieur a b

Calculer I’aire, . </, du domaine plan limitée par

7 et les droites d’équation y = 2x ; X = U2 et

X

e
X = o (‘on remarquera que : 1 est de la

X

1

U :
forme U) ? Ecrivez .7/, sous la forme

o =bno( o) et étudier la limite de la
fonction : o+ .7/ lorsque o tend vers +oo.
Soit (U,) la suite numérique définie par :

U20 fl dx on N* U fl xMdx
= —, e , = —_—
0 0\/X +1 : O*\/X +1

1. Soit f la fonction telle que:

f(x) = [m(x + \/l+ X" ).Déterminer la fonction dérivée
de f, calculer U,.

2. Calculer Uy. calculer U, a I’aide d’une intégration par
parties.

n

X
<Xn

J1+x?

Déduisez- en que la suite (U,) converge vers 0.

3. Démontrer que:vx € [0; 1],0<
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il @™ couations différentielles

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

|. L’équation y’ +ay =0 ( a réel)

Théoreme 1

Les fonctions solutions de I’équation différentielle du premier degré y’ + ay = 0 ( a réel) sont les
fonctions x > Ae™ ( A réel quelconque).

Il existe une unique solution de cette équation vérifiant la condition initiale y(Xo) = Yo (Xo-€t Yo des réels
donnés).

Cette fonction est la fonction x> y,e .

Il. L’équation y’’ +ay’ +by =0 ( a, b des réels)

Théoreme 2

1) Les équations de référence

Equations de référence fonctions solutions

(o un reel non nul) (A, B réels quelconques)
y’=0 y=Ax+B

y’-@y=0 y =Ae® + Be™

y+ 0%y =0 y'= Acosmx +Bsinox

2) Résolution de I’équation du second degré y’> + ay’ + by =0

L’idée générale

e Proceder a un changement de fonction pour ramener la résolution de cette équation différentielle
a une équation de référence.

e Exprimer alors les-solutions de I’équation différentielle et les interpréter a I’aide de 1’équation
caractéristique associée a savoir ’équation du second degré r® + ar + b = 0 (inconnue r).

Le changement de fonction

Soit y unefonction affine sur R, et a un réel, on définit alors la fonction Z par Z = ye'™, les
rudiments de calcul différentiel permettent d’avancer que :

y est une solution de 1’équation différentielle y’’+ ay’ + by = 0 équivaut a : Z est solution de
I’équation :

a . - s . .
2 + (a F20)Z° Ho + ao + b)Z = 0. Prendre o = "5 s’impose ; nous voila amenes & une équation
de référence, résumons :

Z=ye?
y'tay +b=0& 2 _ (E)
Z,,=(a 4b)Z

4
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L’équation caractéristique

Considérons 1’équation du second degré r* + ar + b = 0, d’inconnue r appelée équation
caractéristique, le discriminant de cette équation est égal & a -4b, de ce fait I’ensemble (E) des
solutions précédentes s’écrit :

y= Ze 2"
(E) A ; [ n’y a plus qu’a résoudre grace au théoréme 2 1’équation de référence
Z"=(=)Z
4
A
7 = (=)Zet
)

a interpréter les résultats obtenus a 1’aide des racines de 1’équation caractéristique.

I11- Les résultats
Théoréme 3

Equation caracteristique Fonctions solutions
rP+ar+b=0 (y” +ay’ +by=0)

2 racines réelles distinctes ry ; r». y = Ae"™ +Be?

1 racine réelle double r y = (Ax + B)e™

2 racines complexes conjuguées a. + if3 ; o -3 ; y = e**(Acospx.+ Bsinpx)

Démonstration
e A>0:Ecrivons A =’ o un réel non nul.

. .l . e -a+o -a—-o

Les racines de 1’équation caractéristique sont alors ;'fy = > ;= :
A L . Ox O )

De, 727’= (Z)Z et du théoréme 2 nous tirons :Ae? +Be 2 (A ; B réels)

—a+m —a-m

AvecZ:yeEX Jlvient:y=Ae 2 " iBe 2 ;soity = Ae™ +Be” (A;B réels).

e A =0:laracine double de I’équation caractéristique est r = -% :
Nous avons, alors Z’> = 0 d’ou Z = Ax + B ( A, B réels)
a
Larelationy=Ze 2 =2Ze™ conduit immédiatement ay =(Ax + B)e™ ( A, B réels).
e A<0:Ecrivons cette fois A =-o’; o réel non nul.

Les racines de 1’équation caractéristique sont alors,

(= —a+io " —a—io
1= ] =
2 < 2

Avec 77’ =- (%)2 Z et le théoréme 2 il vient :

Z = (Acos %x + Bsin%x) (A; Breels), puisy = ez (Acos Bx + BsinBx) ; (A ; B réels) ;

déslors qu'onécrit: ri=a+if; r,=a-ip (a=— ;B :%).
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IVV- Avec les conditions initiales
Théoréme 4

Il existe une unique solution de I’équation différenticlle y’” - ay’ + by = 0 satisfaisant aux

conditions initiales : y(Xo )= Yo :

V- Equation avec second membre
Exemple

Y (X0) =Yy X 5 Yo ; Y, desréelsdonnés.

1) Soit I’équation différentielle (E) y’ -2y = *.

1) Vérifier que la fonction g: x >-€° est
solution de ( E).

2) Montrer qu’une fonction f est solution de ( E).
si et seulement si f — g est solution de
y -2y=0(E’)

3) Résoudre E’ puis E.

IT) On considére 1’équation différentielle

(1): y’—-y -6y=-6x-1

1) Déterminer un polyndme g du premier
Degré solution de (1).

2) Démontrer qu’une fonction f est solution
(1) si et seulement si f — g est solution de
I’équation différentielle y’—y’ -6y = 0 (2).

3) En déduire les solutions de (1).

Solution Solution
Avec g(x) = -e*, il vient g’(x) = - €%, d>ou g’(X) | Posons g(x) = ax + b avec a, b réels, la fonction
-2 g(x) = €, X > (ax +b) est solution de (1)

la fonction g(x) = -e* est donc solution de E.
Comme g’(X) -2 g(x) = €* pour tout réel x, il est
équivalent de dire f’(x) -2 f(x) =¢e*ou
f°(x)-21(x) = 9°(x) -2 9(x)

d’une autre maniére : f solution de E <
(f-9)°-2(f-g) =0.

Ainsi f est solutionde E < f— g solution de (E’).
Les fonctions solutions de 1’équation

y’ -2y =0 étant les fonctions :

x> Ae”(Aréel). On en déduit- que
solutions de( E) sont les fonctions A( e®* —e*).

les

signifie que : —a -6(ax-+b) = -6x -1 ; on en déduit
aisémentquea=1;b=0;

la fonction x F>x est solution de (1).

[’égalité 9’ (X) —9°(x) -6g(x) = -6x -1 vraie pour
tout x, montre que f solution de (1) équivaut a
f’—f’-6f=9" —g’ -6g

ouencore (fF—g)” —(f—g)’ -6(f—g) = 0.

Ceci établi I’équivalence f est solution de (1) <
f—g est solution de (2)

les solutions de y’ -y’ -6y = 0 sont les
fonctions x > Ae* +Be ™. On en déduit que
les solutions de (1) sont les fonctions :

X — Ae® +Be > +x : A et B réels quelconques.
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Savoir-faire

A. Applications
1) Exemples prototypes

Exemple. 1
Résoudre : y’’ -3y’ -4y =0

Exemple. 2
Résoudre : y’ + 4y’ +4 =0

Solution

Solution

L’équation caractéristique r° -3r -4 = 0 admet
deux solutions réelles : ry =-1;r, = 4.

Les fonctions solutions de 1’équation
différentielle y’’ -3y’ -4y = 0 sont les fonctions
X > Ae™ + Be¥,

A et B des réels quelconques

L’équation caractéristique r° +4r + 4 = 0 admet
une solution réelle double r = -2.

Les solutions de 1’équation différentielle

y’ +4y +4y=0

sont les fonctions x > (Ax +B) e (A ;B
réels quelconques).

Exemple. 3
Résoudre : y”’ +2y’ + 5y =0

Solution

Les racines de I’équation caractéristique

r? +2r + 5 = 0 sont les complexes conjuguées :
-1 +2i et-1-2i.

Nous en déduisons les fonctions solutions de cette équation différentielle qui sont

X > e”(Acos2x + Bsin2x) ( A ; B réels).

Exemples

1) Determiner la fonction y telle que :
y'+2y +2y=0;

y(0)=1;

y’(0)=-1.

2) Le plan étant muni d’un repére oerthonormal
(xOy), existe-t-il une fonction f ayant les
propriétés suivantes et si oui ’expliciter : f est
solutionde E:y”’ -3y’ +2y=0

la courbe représentative de f passe le point
A(0; 1) et admet en ce point une tangente
parallele a (Ox).

Solution

Solution

L’équation caractéristique :

r?+ 2r +2 = 0 a pour solution

l+iet-1-1i.

Les solutions de 1’équation sont alors

y =eX(Acosx + Bsinx).

Les conditions::

y(0)=1et y’(0)=-1conduisent a

A =1etB=0, donc la fonction cherchee est :
f(x) = e™cosx.

Les conditions ci-dessus peuvent étre résumeées
en:

f estsolutiondey’ -3y’ +2=0 etf(0)=1;
f40)=0.

Le théoréme 4 affirme 1’existence et I’unicité
d’une telle fonction.

Explicitons

L’équation caractéristique r -3r + 2 = 0 a pour
racines 1 et 2. Il existe donc deux réels A et B
tels que f(x) = Ae* + Be?.

Les conditions f(0) = 1 et £ “(0) = 0 conduisent a
A+B=1lc¢tA+2B=0douA=2etB=-1
La fonction f est alors définie par f(x) = 2e* —*
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I1) Situations conduisant & une équation différentielle

Exemples

A) Un corps de masse m laché sans vitesse initiale subit en chute libre une force de freinage
d’intensité F proportionnelle a la vitesse v : F = -kv (‘ou k coefficient de forme est positif).
1) Montrer que la fonction du temps x > v(t) est une solution sur [0 ; +oof

de I’équation différentielle y’ + hy = g (ou g est I’accélération de la pesanteur).
m

2) Trouver une fonction constante solution de cette équation.

-k
En déduire que : v(t) :%(1—emt) , et interpréter v = %

Solution

Le bilan des forces appliquées sur le corps se résume au poids et a la force de freinage.

Le théoréme fondamental de la dynamique permet alors d’écrire la relation (valable a chaque instant
t):

mg —kv(t) = my(t) (ou y(t) est I’accélération a ’instant t).

En tenant compte de y(t) = v’(t) on obtient

v +vi =g,
m

Il est facile de voir que la fonction constante t %

est une solution particuliére de I’équation différentielle (1) : y’ +£y =g.
m

k
. . ., . -t
Comme la solution générale de 1’équation sans second membre est y=Ae ™ ,

o 4 mg
la solution génerale de (1) est : t+—> Ae ™ +T :

la condition initiale v(0) = 0 conduita : A = _—Tg
-k

d’ou ’expression de v : v(t) = %(1—e mt) :

on Vérifie que limy(t) =v= %

t—>+0

v apparait donc.comme la vitesse limite du corps.
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B) Oscillateurs mécaniques amortis

On considére le dispositif ci-contre,

le solide (S) de masse m peut coulisser v

sans frottement suivant un axe horizontal ; G, (S)
le solide est muni d’une palette de masse WY\ .
négligeable trempant dans un liquide , ) = (V[Q) C X

la force de frottement qu’exerce le

liquide sur la palette est proportionnelle = LN P ;\ ‘F’\
a la vitesse de cette derniére , elle est de la forme : "&T"’ g
E—_fv L i/

e Laraideur du ressort est égale a k.
e Ecrire I’équation différentielle du mouvement.

Solution
1) Choix du repére

L’axe horizontale (xx’) est muni d’un repére (O ; i) ot O est le point Go'correspondant a la
position du centre d’inertie G du solide. Lorsque le ressort n’est pas tendu.
La position de g est alors repérée en fonction du temps t par son abscisse x(t) dans un repére :

GG, =x(t)i.

2) L’équation du mouvement

¢ Bilan des forces exercées sur le systeéme ‘’Solide ; Palette’’.

Ce systéme est soumis & son poids P , a la réaction R dé I’axe orthogonal a I’axe, a la force T exercée
par le ressort : T=-kG,G=-kx(t).i etenfina laforce F' exercée par le liquide : F'=—fv=

—fx'(t)i.

Le théoréme du centre d’inertie conduifa écrire P + R + T +F' =mac : ou ac est le vecteur
accélération de G : ac = x”(t).T.

Par projection orthogonal sur I’axe (O ;T) on obtient :

-kx(t) — f x’(t) = mx>*(1)

Soit mx’’ + é x’+kx=0; etc’est ’équation du mouvement.
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B. Exercices
1. Résoudre les équations différentielles

1y -3y:0;2)y’+%y =0;3) 5y’ -2y=0

4)§y’+y= 055)3y +4y =06) 2y’ +y Y2 =0

2 | Résoudre les equations différentielles et
determiner la solution qui Vérifie la condition
initiale :

Dy *2y=0;y(0)=1; 2)y-5y=0;y(2) =7
3)2y’-3y=0;y(2) =e;4)Ty+4y=0;y(7) =€
5)y’ +0,5y=0;y(2)=1;6)0,4y’-1,5y = 0; y(0) = 1

7Ny N2-y=0;y(0)=¢; 8)y-ny=0;y@2)=n

3. Résoudre les équations différentielles
Dy”=y;2)y’+ty =0;3)y’-2y=0
4)y+3y =0;5)y’- 4y'+3y=0;
6)y’+y+y=0:7)y’+4y-5y=0
8)y’+4 y+5y=0.
9)y’-2y+y=0 ;10)y”’-0,1y’-0,2y = 0.
11)y’-4y’+7y=0;12) y’-4y’-4y =0,

13) 2y-5y>-3y =0; 14) 2y + y' 2 +y=0;
15) 4y’ +4y’+y=0;16)9y’+ 6y’ +y =05

4. Résoudre les équations différentielles et
déterminer la solution qui vérifie les conditions
initiales données.

1)y’+ 4y=0;y(g) =-1;y’(g) =1;

2y -ny=0;y0)=n;y'(0)=7;

3)y’+9y=0;y(n) =1;y(n) =03

4) 4y”’+121y=0,;y(0) =15y (0) =11

5)y’-y-2y=0,;y(1)y=1;y(1)=0;

6)y’-2y’+5y=0,y(n) =05y (n) =-1;
1

)y’ + y’+zy= 0,y(0)=0;y(0)=1;

8)y’-4y-13y=0;y(0)=2;y’(0)=0;

9)2y7+y-10y=0;y(1)=1;y(1)=0;

10) 4y”’-8y+5y=0;y(0)=1;y’(0)=0;

11)y’-4y’=0;y(0)=8;y(0)=4

12) y’-9y’=0;y(0)=1;y(0)=2;

1
13)8y”=y ¥(0) =1:y(0) = =
14)5y”’-3y’=0;y(0)=1;y’(0)=1;

5. Expliciter la fonction solution de :
{y"+ ny'—e**y =0
y(0)=y'(0)=0

6. a) Déterminer les solutions sur R de
I’équation différentielle y’’ —y’ -2y = 0
b) déterminer les solutions g qui vérifient
g(0) =3 et g’(0)=0.
c) Déterminer le signe de g(x).

7. | On considere I’équation différentielle :
g”(x) -20°(x) + g(x) = 0.

Ou g désigne une fonction numérique définie

et deux fois dérivables sur R que I’on cherche

a déterminer g’ et g’ sont la dérivée et la

dérivée seconde de g(x).

1) Résoudre cette equation différentielle

2) Déterminer la solution de cette équation
qui vérifie les deux 'conditions suivantes :

e La courbe représentant cette fonction
passe par le point 1(0 ; 4),

e La tangente a cette courbe en ce point a
pour ceefficient directeur le nombre 2.( le
plan‘étant muni d’un repere orthonormal
(O; 133)).

8 1) Montrer que si y est une solution
d’une équation différentielle du second degré
y?+ay’+b=0 (a,bréels), [l en est de
méme que la dérivée y’.

2) En déduire qu’une primitive de la fonction

de la forme x — e** (A cosx + Bsin 3x)

(A;B;a;préels) est encore de la forme

X > e” (hcosPx+usinBx) (A et u réels).

9. Résoudre I’équation différentielle

y’’+y”’ =0(poser Z=y’’ et résoudre
I’équation différentielle dont Z est solution).

10 On a considéré une solution de
chacune des équations différentielles

suivantes :

Dy 2y’ +y=0

2)y’ -2y’ +2y=0
3)0,0ly” +y=0 ;
4)0,01y”> —y = 0.

Les figures ci-contre
donnent
sommairement
I’allure des courbes

re des N/
représentatives \V/4
de ces fonctions.

Associer chaque

courbe a son équation différentielle.

\\/\
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11 Résoudre les équations differentielles avec
second membre:
)y’=x+sinx ; 2)y =sin3X; xy =1
HyIx =1 5 5y’ =2x>-5x2 +7x -1
)y’ =sinx +cosx ; 7)y’ =e”+e® ;
)y’ ’=1+ tan’x

12 On considére 1’équation différentielle
f°(x) -3f °(x) + 2f(x) = 8x% -24x (E)
ou f designe une fonction numérique définie et
deux fois dérivable que I’on cherche a déterminer f * et
f >* sa dérivée 1°° et sa dérivée seconde.
Déterminer les nombres réels a ; b et ¢ pour que la
fonction numérique définie par :
g(x) = ax? + bx + ¢ soit solution de 1’équation (E1)
dansR
Démontrer que la fonction f est solution de (E;) si
et seulement si la fonction h = f — g est solution de
I’équation différentielle :
h>-3h’+2h=0 (Ey)
Résoudre (E;). En déduire les solutions de
I’équation différentielle (Eq).
Déterminer la solution particuliére ¢ de I’équation
(E1) telle que: @(0)=0; ¢@’(0)=0.

13 Pour chacune des équations différentielles,
déterminer une fonction g de la forme indiquée qui
soit solution de | équation ( E ), puis montrer
qu’une fonetion f est solution de ( E) si et
seulement si (f — @) est une solution de 1’équation
sans second membre associéee a (E ), en déduire
tous les solutions de (E ).

1) 2y’ + 3y = 6x° -7x +2 (E); g est un polynéme de degré 2
)y’ +2y=¢® (E); g: X (ax+b)e™
(a; bréels)
)y’ +y=sinx (E) ;g :Xr>Asinx + ucosx
(A ; n reels)
4)2y’ -3y =6(x2 +x-1) (E) ;g: X+ P(X)e™ ;
P étant un polynéme

5)a)y’ +y=x"+2(E1) ;b)y” -4y=x"-1
(E2) g polynéme de degreé 3.
6) a) y’’ + 2y’+ Sy =sinx (E1)
b)y” +2+3y-y =cosx  (Ez)
g :X+> ACOSX + pusinx
7)y” -5y’ +6y = 3™ ; (E); g x> Ae™
( A réel).
8)y” - 5y’ +6y = 5¢”* ; (E)
g ;x> (Ax + B)e™ ; (A; B réels).

14 |On se propose de résoudre 1’équation
-2
E).
14e ()
1) Soit g une fonction dérivable et f la
fonction définie par f(x) = e%*g(x). Montrer
que f est solution de (E ) si et seulement si

, _2e—2X
X =
g 1+e

2) En déduire toutes les solutions de ( E).

différentielle : y’ — 2y =

15 A) Soit (E/) I’équation différentielle du
second ordre : y’’ -3y’ +2y=0 (E).
1.a) Quelles sont les solutions de (E ) ?
b) Quelle est la solution de ( E ) dont la
courbe représentative ~ admet au point
d’abscisse x = 0 la méme tangente que la
courbe ~ ’ représentative de
y=e®. Onditque v et ~ ‘sont tangentes.
2) Représenter dans un méme repére
orthonormé les courbes ~ et " ‘dont on
précisera les positions relatives.
3) A étant un réel strictement positif, soit h;
Iezs fonctions telles que : hy(x) =-A2e® + 21
e,
a) Montrer que h; est solution de (E ).
b) Soit ~, la courbe représentative de h;, ,
Apres avoir calculé en fonction de X les
coordonnées du point commun entre montrer
que ces courbes sont tangentes en ce points.
C) Préciser les positions relatives de «; et ¢ ¢
B) Soit E’ I’équation différentielle :
vy’ -3y Ry=-x+x+2  (E).
1) Trouver un polynéme du second degré (P)
solution de 1’équation ( E).

2) On pose : f(x) = g(x) % X2 — X.

Montrer que f est solution de E’ si et
seulement si g est solution de E. En déduire
les fonctions f solutions de (E” ).
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@( Calcul vectoriel 1

E Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Angles orientés dans le plan orienté
1) Modulo [2r] et modulort.

Soit u et v deux vecteurs non nuls
e (U;V)=0[2n]=U;V)=a+2kn; kel @:v) =0~ (27)

e (U;V)=a (n)<|ou

e (V) =ale @ V)=atke; ke (UGV) =a+m (2m)

2) Double d’un angle orienté
Soit u et v deux vecteurs non nuls, 2 (u ; v)est toujours mesuré modulo 2x

3) Remplacement par un vecteur colinéaire

Soit U et v deux vecteurs non nuls

e Vkell : (G : \7) = (G : k(/):(kﬁ; \7) oV kell” : (G : \7)= (G , k\7)+n:(kﬁ : \7)+n,
. VKeD*:(G; \7) =(ﬁ : k\7), e Vkell :: 2(6; \7)= Z(G; k\7) :Z(kﬁ; \7),

:(kﬁ ;\7) ; [7]

4) Colinéarité - Orthogonalité
Soit u et vdeux vecteurs non nuls
. (ﬁ et v sont colinéaires) < (2(U;v)=0) e (ﬁ et v sont orthogonaux) < (2@U;v)=n)

5) Théareme de ’angle inscrit
Soit [AB] une corde sur un cercle de centre O.
Pour tout point M de ~ (différentde AetB)ona:

2(MA ; MB)=(OA ; OB).

6) Théoreme de la tangente A
Soit [AB] une corde sur un cercle de centre O.

Pour tout point T distinct de A, de la tangentea ~

en A ona

Z(ﬁ; A@)z(O—A; (ﬁ)
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I1. Cocyclicité remarquable
Les sommets de deux triangles rectangles D
de méme hypoténuse sont cocycliques

1) Angles orientés de droites B
Soit d; et d, deux droites (d; ; d,) et (d; ; di) désignent les deux angles d,
orientés définis par d; et d».

e (di;dy)= (U ; Uz2)0U Uyun vecteur directeur de d .

Uz un vecteur directeur de d,.
o (di;dp)=-(d2;d1) d,
e Un angle orienté de deux droites est toujours mesuré modulo =
e [’écriture (AB ; CD) désigne un angle orienté de deux droites (AB) et (€D) lorsqu’elles sont
définies
(AB ; CD) = (BA ; DC) = (AB ; CD) !
e d étant une droite, ona: (d;d)=0
e d;;d;;dsétant trois droites, on : (d; ; d2) = (d; ; d3) + (ds; d2) ( Relation.de Chasles)
e d;;d, étant deux droites, on : (diet d, sont paralléles) < (d;;dy) =0

(diet d, sont perpendiculaires) < (d; ; d,) =g

e Lespoints A; B; C; D sont cocycliques ou alignés si et seulement si (CA ; CB) = (DA ; DB).
Trois points distincts deux a deux A ; B ; C sont alignés si et seulement si (AB ; BC) = 0.

I11. Barycentre dans le plan ou dans I’espace

1) Barycentre de (n) points pondéres

Soit A un point du plan ou de I’espace, soit o un réel.

Le couple (A ; o) est- appelé point pondéré.

Soit (A1 ; 01) ; (Az; a2) ;... ; (Ax; an) (n) points pondérés dans le plan ou dans I’espace, avec
ot o+ ... +on£EO.

k=n . N
Le pont G est le barycentre du systeme {(Ak ;o) , 1<k< n}si et seulement si ZakGAk =0.
k=1
Lorsque 01 = a2 =..i=an = a, avec a # 0, alors G est appelé¢ isobarycentre des points A; ; Az ... ; Ay

Des opérations qui conserve G
e Homogénéite
En multipliant tous les réels a1; o ; ... ; an par un méme réel non nul, alors G est conservé.

e Associativite
En remplacant certains points par leur barycentre partiel affecté de la somme non nulle de leurs
coefficients, alors G est conserve.

2) Fonction vectorielle de Leibniz

Soit Az ; Az ; ...Aq ; npoints dans le plan ou dans I’espace. Soit ag; az; ... ; on: N reels.
k=n .

Pour tout point M du plan ou de 1’espace, on pose : f (M) = Zak MAk. fainsi définie est appelée
k=1

fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme : {(Ak ;o) , 1<k< n}.
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Si alors

f(M) = (ki”ak)m avec,

k=1

o, #0 G =bar {(A, ; o) , I<k<n}
k=1
Par exemple : MA+ 2MB+ MC+ MD =5MG
Avec
Alslc]|o|
G = bar
2 1111
k=n

f(M) est indépendant de M
Par exemple: f (M) = 3MA-MB—~=MC—-MD=Af (A)
= BA+CA+DA

T
[N

3) Barycentre de deux points
Soit A ; B deux points distincts donnés dans le plan ou dans I’espace,
Soit a; B deux réels donnés tels que : o+ B #0

G=tar—t B | 0 +p#0 e oGA+pGE=0 & AG=-"_AB

p o+p

Al B
afl g |;atB#r0<G;A;Bsontalignés
A

4) Barycentre de trois points
Soit A ; B ; C trois points dans le plan.ou ’espace, Soit av; ;v troisréelstelsque: a+B+y=0

_Als]c = o o

G =bar alp 1.7 pot+B+vy#0 & a GA+BGB +yGC =0

B B.| C . - _

ST Tl arprye0 o AG= o AB L AC

G = bar AlB i C +B+7v#0 < G;A:B;Csontcoplanaires
o B ry , O B 'Yi <~ ’ ’ ’ p *

5) Affixe d’un barycentre dans le plan complexe
Soit A;; Az ...An; npoints dans le plan complexe, d’affixe respectives Z; ; Z, ; ...Zy .
k=n
Soitay; oz ;... ;an:nréelstels que : Zak #0,
k=1
k=n
o Zy

G = bar {(Ak ; o) , 1<k <n}siet seulement si Zg = -
Qe
k=1
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V. Déterminant dans le plan
1) Déterminant dans une base quelconque (i ; j)dans le plan vectoriel

.~ X ~( X' , ) - - ) ) -
Si u( j et v( j alors le déterminant de u et v est le réel noté det(u ; v), et
y

o det(u; v)= ‘X X,‘ =xy Xy o det(v;u )=-det(u;v)
y'y

o det(ou ;v )=det(u;av )=adet(u; v);VoecR.
e det(u ;0)=det(0;u)=0

o det(u;v+w)=det(u; v)+det(u; w) e (uetvsontcolinéaires) < det(u;: v)=0

2) Une autre expression de det (u; v) dans une base orthonormale (i ; j)

Soit u et vdeux vecteurs non nuls ; det(u ; V) ﬂ‘ﬁ””@”sin(ﬁ L V)

a) Aire d’u triangle dans le plan
Soit ABC un triangle d’aire S.
Ona:

S:%‘det(ATB ; A—C)\ :%\det(ﬁ ; B—C)‘ A B

=%\det(ﬁ ; @)\

b) Aire d’un parallélogramme dans le plan D
Soit ABCD un parall¢logramme d’aire S, / /

onaS:‘det(AT?;; AD)|. A B

Chapitre 12 Calcul vectoriel 1 132



Savoir-faire

A. Applications

Exercice 1

1) Dans un plan complexe, on considere quatre points A ; B ; C; D distincts deux a deux et non
alignés trois a trois.
On désigne par a ; b ; ¢ ; d leurs affixes respectives.
Montrer que A ; B ; C ; D sont cocycliques si et seulement si (ﬂ)(ﬁ) est un réel non nul.

c—a d-

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal (O ; u ; v ), on donne les points

A(2) ; B(41) ; C(3 + 3i). Montrer que les points O ; A ; B ; C sont cocycliques.

Solution

1) A; B ; C; D sont cocycliques < (AC ; AD)=(BC ; BD) [n]
d-a d-b

& arg(——) =arg(—-) [n]

c—a b

& arg (g)—arg(%) =0 [n]

g @D =0l

d-a,,c-b N
o (—)(—)eR
(C_a)(d_b)e

NEEA AT _(3}[4i—3—3i)_[1)(—3+i}
Z.-Z, \ 2, -2, ) \4i)\ 2-3-3i ) (2 \-1-3i
_ —3+i_ (-3+i)(6+2i) :—20 I P

= ~ = eR
6—2i 40 40 2
Donc, les points O ; A ; B ; C sont cocycliques.

Exercice 2
ABC un triangle. M un point du plan distinct des sommets du triangle.
M se projette orthogonalement sur
(CB) ; (CA) ; (AB) respectivementen P ; Q ; R.
1) Montrer que : (MA; MB) =(CA ; CB) {PR ; QR)
2) En déduire que les points P ; Q ; R sont alignés
si et seulement si,M appartient au cercle circonscrit au
triangle ABC. P B

Solution
1) (MA ; MB)=(MA ; MR)+ (MR ; MB) (Chasles)

=(QA ; QR)+(PR ; PB)( les points M ; A; Q ; R d’une part et les points M ; B ;
P ; R d’autre part sont les sommets de deux triangles rectangles de méme hypoténuse), d’ou
(MA ; MB) = (CA; QR)+(PR ; CB)

=(CA ; CB)+(PR ; CB)+(CB ; QR) (Chasles)

= (CA; CB)+(PR ; QR) (Chasles)
Donc; (MA; MB)=(CA; CB)+(PR ; QR).
2) Les points P ; Q ; R sont alignés < (PR ; QR)=0 < (MA ; MB)=(CA ; CB) <

les points M ; A ; B ; C sont cocycliques.
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Donc les points P ; Q ; R sont alignés si et seulement si M appartient au cercle circonscrit au triangle
ABC.

( Dans ce cas : la droite (PQR) est appelée la droite de Simson définie par le point M relativement
au triangle ABC).

Exercice 3
ABC un triangle. F

E=AB ._BIC .._CIA ¢ B

112 112 112

Ondésignepara;b;c;e;f;qg lesaffixes
respectives des points A;B;C;E;F;G E
dans le plan complexe.

Montrer que les triangles ABC et EFG ont le méme centre de gravité.

Solution
a+b+c A

L’affixe du centre de gravité de ABC est

e+f+g :a+2b ¢ b+2c . C+2a

.Or e o f
3 3

L’affixe du centre de gravité de EFG est

3
3a+3b+3c
e+f+g 3 _a+b+c

3 . Donc, ABC et EFG ont méme centre de gravite.

Donc,

Exercice 4
dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal ( O3 U4V )

on donne les points : A(2 +1) ;B(1 + 2i) ; C(3 + 3i).
L’unité graphique est le centimétre.

1. Calculer I’aire S du triangle ABC.

2. Calculer AB et AC.

3. Déduire de ce qui précede la valeur exacte du sinus de I’angle A géométrigue du triangle ABC.

Solution

e, —=(1-2) (-1  —(3-2) —(1
1)S= —‘det(AB ;AC)‘cm ; Or AB = AB| “|etAC =AC| | ;
2 2-1 1 3-1 2

- . -1 1
Donc, det(AB ;AC) :‘ 1 2‘ =-2-1=-3.D’ouy, S = gcmz.

2) AB =|Z, ~Z,|=[L+2i —2~i|=|-1+i|=+/2 ;

AB =|Z, -Z|=[2+i-3-3i|=|-1-2i|=+5 ;

3)Ona: S= L AB x AC x sinA cm? :@ sinAcm? :Ecmz, d’ou, sinA -3
2 2 2 J10
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B. Exercices

1. | Montrer qu’un parallélogramme inscrit
dans un cercle est un rectangle.

2. Montrer que les symétriqgues de
I’orthocentre H d’un triangle ABC par rapport a
ses cOtés appartiennent au cercle T" circonscrit a
ce triangle.

2) On pose Iy = SAB(F) I = SAc(F) ;

F3 = Ssc(r).

Montrer que les cercles: T'1; I'; ; T's. sont
concourantes en un point a préciser.

3 On construit un quadrilatére ABCD. | est
le point d’intersection de ses diagonales.
P;Q;R; Ssont les projetés orthogonaux de |
respectivement sur (AB) ; (BC) ; (CD) ; (DA).
Montrer les relations :

e (PS; PQ)=(AD ; AC)+(BD ; BC)

e (PQ;RS)=(CB; CA)+(DB ; DA)

2) En déduire que P ; Q ; R ; S sont cocycliques
si et seulement si (AC) et (BD) sont
orthogonaux.

4. ABC un triangle de cercle circonscrit
de centre O. la tangente a ~ en C coupe (AB) en
T. Soit D le symétrique de C par rapport a (AB).
Les droites (AD) et (BC) se coupent en E.
Démontrer que les points B ; D ; E ; T sont
cocycliques.

5  Dans le plan complexe; on donne les
points A ; B ; C ; D d’affixes respectives :
3+i;1+5i;4+4i;1+.l.

1) Démontrer que les pointsA;; B ; C; D
sont cocycliques.

2) soit 6 = 44545

Calculer Paffixe du point G.

6. Le plan complexe P est muni d’un repere
(O: u; v), on note f ’application qui a tout
point M d’affixe Z # -1 ; associe le point M’
d’affixe Z’ tel que :

VRS _L—l. Soit I le point d’affixe -1.
Z+1

1) Vérifier que pour tout point M distinct de I,
on a, M’ qui est distinct de .

2) Déterminer (IM ; IM") . que peut-on en
déduire pour les points | ; M ; M* ?

7. TRAP est un trapéze, dont les bases (TR)
et (AP) vérifient RT = %ﬁ |

Déterminer des réels a ; B ; y de sorte que :

— RIT
P = Bar oI BT

8. | Soit trois points A ; B ; C non alignés et
soit un réel k de I’intervalle [-1 ; 1]. On
considére Gy le barycentre du systeme::

{(ATK+D; (B k) 3(C ) |,

1) Représenter les points A ; B'; C, le milieu de
[BC] et construire les points G; et G.;.

2) Justifier I’existence de Gy, pour tout k de

< BC

k®+1

3) Soit N un point de la droite (BC). N peut-il
étre un point Gy ? Justifier.

4) Etablir‘le tableau des variations de la fonction
f définie sur [-1 ;1] par:

—X

9 x2+1

5) En déduire I’ensemble des points Gy, lorsque
k décrit [-1 ; 1].

[-1;1] etdémontrer que i AGk =

9. 1) Construire un triangle ABC tel que :
AC =15; AB =9 ; BC =32.Quelle ests sa nature ?

2) Déterminer et construire I’ensemble A des
points M du plan tels que :

MA +2MB +MC =CA

3) Déterminer et construire I’ensemble I" des
points M du plan tels que :

[€MA-+ 2MB-+ MC| = [CA]
4) Démontrer que I" est aussi caractérisée par :
|MA +2MB + MC| = [MA - 2MB + MC| .
10 ABCD un tétraédre,
K=har {(A;2); (D;])} et
G = bar {(B; 2);(C; 2); (D;-D)}.

Montrer que le milieu I du segment [GK]
appartient au plan (ABC).

11 Soit un tétraedre ABCD, on considére
E=bar {(A; -1); (B; 2); (C;-3)} ;
F milieu de [ED].

G=bar {(A;D;(D;2)};
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H=bar {(B; 2); (C; -3)}.
1) Démontrer que F ; G ; H sont alignés ?

2) LespointsB; C; F; G sont-ils coplanaires.
12 Le théoréme de Meénélais ( vers I’an 100).
un considére un triangle ABC et trois points P ;

Q ; Rsur (BC), (AC) et (AB) respectivement,

distincts des points A ; B ; C.

1) Justifier I’existence des trois réels non nuls,
p;q;rtelsque:

P=bar {(B;D; (C; —p)} ;
Q=bar{(C;1; (A; -q)}
R=bar{(A;1); (B; -n}

2) Dans le repére (A; AB; AC ), déterminer
les coordonnées des points R ; Q, puis P.

3) Déterminer det(PQ ; PR) . En déduire que
les points P ; Q ; R sont alignes si et
seulement si pgr = 1.

4) Application

On donne R symétrique de B par rapport a A
et Q milieu de [AC]. (RQ) coupe (BC) en P.
Quelle est la position de P sur la droite (BC) ?

13 Dans I’espace, comparer I’isobarycentre
des quatre sommets d’un tétra¢dre avec celui
des sommets du tétraédre formé des centres
de gravité de chacune de ses faces.

14 Montrer les proprietés du.déterminant
suivant :

o det(u; 0) =
0
e det(au; V) = det(u ;ov) = odet(u ;v) Vo e R
o det(u; v+w)=det(u; v)-+det(u; w)
15 | ABC un triangle. G un point situé a
I’intérieur de ce triangle. C

1) On.se propase de montrer que ;

A B |C
Aire | Aire | Aire
GBC |GCA |GAB

On pose x = det (GB ; GC) ;

y=det(GC; GA) ; A

z = det(GA ; GB).

a) Expliquer pourquoi X ; y ; z ont le méme
signe.

b) On pose : u=xGA+yGB+zGC.

o det(V ] u)=—det(u;v) ;

G = bar

Montrer que U est colinéaire & chacun des
vecteurs GA : GB : GC. En déduire la valeur
deu et conclure
2) Application
a) Soit G le centre de gravité de ABC.
Montrer que aire(GBC) = aire(GCA) = aire
(GAB).

A i - B|C
En deduire que: G=bar -3 T
b) Soit I le centre du cercle inscrit au triangle

ABC. Soit r le rayon de ce cercle.
Vérifie que :

e aire(GBC)= "¢

e aire(GCA) = %

e aire(GAB) = %

En déduire que:

_ A |B |C
I=bar BC|CA|AB

c¢) Soit H I’orthocentre du triangle ABC.

Montrer que : HB.HC = HC.HA = HA.HB

En déduire que: H= barA_| B | C
tanf&|tan?3 |tan6
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@(‘ Calcul vectoriel 2

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Produit scalaire de deux vecteurs dans le plan ou dans I’espace

1) Définitions (équivalentes) - Orthogonalité
e Soit U unvecteur; uo0=o0u =0

- C
e Soit u et v deux vecteurs non nuls ; v
avec U = AB ; v = AC. R
Ona: u.v =AB x AC x cos BAC. =

Avec B’ projeté orthogonal de B sur la droite (AC) et C’
projeté orthogonal de C sur la droite (AB),

Ona: ABAC=AB'xAC=ABAC
u et v sont orthogonaux si et seulement si u.v =0

~(x) -(x' - -
Avec : u( J ;v( Jdans un repere orthonormal du planona: u.v =x.x’+y.y’
y y

u L v sietseulement si x.X* +y.y’=0.
X X'

Avecu|y | ;v|y'|dans un repere orthonormal de ’espace ona: u.v =xx’+y.y+zz’.
z z'

u L v sietseulementsi x.x’ +y.y'+zz=0.

2) Relations fondamentales dans un triangle
Soit ABC un triangle, A’ milieu de [BC].

e BC?= AB%+ AC?— 2ABXAC x COSA A’

2
e AB2+AC2=2AA"%+ BZC . A

3) Distance dans le plan ou I’espace muni d’un repére orthonormal.
e SiA(Xa;VYa); B(Xs; ys) dans un repere orthonormal du plan,

alors AB = \/(XB —X, ) +(Ya =Y.
e SiA(Xa;VYa:za); B(Xs; Ys; Zs) dans un repére orthonormal de 1’espace,

alors AB = \(Xg —X,)* + (Y5 —Ya)* + (25 —2,)’ -
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4) Equation cartésienne d’une droite dans le plan, d’un plan dans I’espace

. —(a . N
e Soit n(bj un vecteur non nul donné dans un repére orthonormal du plan.

L’ensemble des points M(x ; y) tels que : ax + by +c¢ =0, ¢ € R (donné) est une droite de
vecteur normal n.
a

e Soit n| b |un vecteur non nul donné dans un repére orthonormal de I’espace.
c
L’ensemble des points M(x ; Y ; z) tels que ax + by + cz + d =0, de R ( donné) est.un plan de
vecteur normal n.

4) Distance d’un point a une droite, d’un point a un plan
e Soit A(Xo; Yo) un point donné et A une droite donnée d’équation cartésienne ax +by +c = 0,
dans un repere orthonormal du plan
Soit H le projeté orthogonal de A sur A alors .
lax, + by, +c|
JaZ+b?
e Soit A(Xo ; Yo Zo) un point donné et P un plan donné d’équation cartésienne
ax + by + cz + d =0, dans un repere orthonormal de I’espace.
Soit H le projeteé orthogonal de A sur D alors.
(Si AcD alorsH=AcetSi Ag P alorsH'e Pet AH €st un vecteur normal de P ).
|ax, + by, cz, +d|
Ja?+b?ic?

Ona:AHest ladistance de Aad et AH =

Ona: AH est ladistance de Aa D et AH =

6) Fonction scalaire de Leibniz
Soit A; ; Az ; ... ; Ay npoints dans le plan ou dans I’espace.Soit a1 ; a2 ; as; ... ; oy Nreels.

n 2 n
Pour tout point M du plan ou de 1’espace, on pose :f (M) = Zak HMAkH = ZOLkMAﬁ :
k=L k=L

f ainsi définie est appelée fonction scalaire de Leibniz associée au systéme {(Ak;ak) ; 1<k < n} .

En plus
Si alors
£ (M) = (3 a, ) MG? +f(G), avec G = bar {(A,;0,) ; 1<k <n}.
k=1
Zn:“ 20 Par exemple : f (M) = MA? + 2MB? + MC? + MD?
e = 5MG? + f (G).
B |C|] D
Avec =
G = bar IR
f (M) = 2MLu+ f(I), ou | est un point quelconque et
n u= > a, A« quine dépend pas de I.
Zak =0 k=1
o Par exemple : f (M) =3MA? - MB? - MC? —MD?= 2 MA.u+ f(A), avec
u=BA+CA+DA.

Chapitre 13 Calcul vectoriel 2 138



En plus, avec :

= Kréel

= Ly I’ensemble des points M du plan tels que f (M) = k

= Sy I’ensemble des points M de I’espace tels que f (M) =k

Ona:
Si alors
Ly est Sk est
Zn:“ 20 e soit vide, e soit vide
ek e soit réduit a G. e soit réduita G
e soit un cercle de centre G e soit une sphére de centre G
Vkel ; Vkel ;
Zn:“ 0 L, est une droite de vecteur normal u . Sk est un plan de vecteur normal u.
k™ n
- u étant le vecteur > o, MA«
k=1

7) Equation cartésienne d’un cercle, d’une sphére, d’un cylindre, d’un cone

e Soit Q(Xo ; Yo) dans un repére orthonormal du plan et R un réel strictement positif.
L’ensemble M(x ; y) tels que: (X — Xo)® + (Y — Yo)* = R®est le cercle de'centre Q et de rayon R.

e Soit Q(Xo ; Yo ; Zo) dans un repére orthonormal de ’espace et R un réel strictement positif.
L’ensemble M(x ; y ; z) tels que: (X — Xo)? + (Y — Yo)2+ (Z = 20)® = R%est la sphére de centre Q
et de rayon R.

Le cylindre de rayon R,

admettant ’axe des cotes

pour axe de révolution,

a pour équation cartésienne :
2 - D2

X2 +y* = R®

Un cone de révolution de-'sommet O,

admettant ’axe des cotes pour axe de révolution,

a pour équation cartésienne :

X2 +y* -Bz* = 0;00 B est un réel strictement positif.
(B = tanc. ob 20 est Pangle au sommet du cone).

I1. Représentation paramétrique de droites et de plans dans I’espace
Position relative de droites et de plans dans I’espace
1) Equation paramétrique d’une droite dans I’espace

e [’espace est rapporté a un repére orthonormal (O ; i ] ;R) :
a
Soit u| b |un vecteur non nul donné. Soit A(Xo ; Yo ; Zo) Un point donné.
C
X =X, +at
L’ensemble des points M(x ; y; z) tels que : [y=y,+bt teR est la droite passant par A et de
z=17,+ct

vecteur directeur u .
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2) Représentation paramétrique d’un plan dans I’espace
e L’espace est rapporté a un repére orthonormal (O ;i ;] ;k).
a‘l a‘Z
Soit us| b, | ;uz| b, | deux vecteurs non colinéaires donnés.
Cl CZ

Soit A(Xo ; Yo ; Zo) un point donné. L’ensemble des points M(x ; Y ; z) tels que:

X=X, +at, +a,t,
y=Y,+bt,+b,t, ; (t;t,) e R* est le plan contenant A et de vecteurs directeurs U et Us.
Z=2,+Ct +C,t,

3) Positions relatives de deux droites dans I’espace
Soit A; et A, deux droites dans I’espace.

coplanaires non coplanaires

Sécantes Strictement paralléles ( A/ f{z) Aucun plan ne contient les

deux droites
/>< /R Nt
dlﬂdz— ﬁ(lﬂ¢(2=® //\d/l/

L3T oo

0(1 :dz

Confondues

4) Positions relatives de deux plans dans I’espace

Soit Pl et P 2. deux plans dans I’espace
Sécants Paralléles ( P./P 2)

VA
LS

D.AD,= o P, =D,

(strictement paralleles) Confondue.
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Dans tout plan de I’espace, les théorémes de la géométrie plane s appliquent.
5) Positions relatives d’une droite et d’un plan dans ’espace

Soit A une droite et P un plan de I’espace.

Sécants Paralléles (A // D)
d\ A est paralléle strictement a

vl o
\ /<K

A inclusedansP. A = P) |4 ~ D =0,

A ~D :{A}.
6) Positions relatives d’une sphére et d’un plan dans ’espace
Soit S une sphére de centre Q et de rayon R Soit D un plan. Soit H le projeté orthogonal de Q sur D

Disjoints Sécants

/ / P / M. / N / P
R . KX ,“H':"-' 3

o [N E

QH >R QOH=R

Sml):@_ Sﬂp={H}

I11. Orientation de I’espace — Produit vectoriel
L’observateur d’Ampére met ses pieds en O, la téte dirigée dans le sens du vecteurk, son regard

dans le sens du vecteur i ; il Iéve la main gauche qui correspond alors au sens du vecteur j sur la

SAbD=r (un cercle)

figure 1.
s
L)

=i

Fig.2
La main gauche et le vecteur j ne
sont pas dans le méme demi espace de
frontiere (xo0z).

Fig. 1
La main gauche et le vecteur j sont dans
le méme demi espace de frontiere (xoz).
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Alors, le repére (O ;1 ;j:k)sur la figure 1 est un repére direct de I’espace et la base (i ;j;k) est
une base directe et le repére (O ; i ;j ;k) sur la figure 2 est un repére indirect de ’espace et la base
(i ;j ;k) estune base indirecte.

1) Orientation de I’espace

L’espace est orienté lorsque on y distingue ces deux types de reperes :

= reperes directs
= reperes indirects

e La représentation k
standard d’un repere direct
(O;7;]j;Kk) de lespace est O >

—l

2) Orientation d’un plan dans I’espace
Soit (O ;i ;]j) un repére d’un plan D de I’espace.

Soit k un vecteur normal a P.
Si:lerepére (O;i;]j;k) estunrepére direct de I’espace, / o= J/
1

alors : le repére (O ;i :]) est un repére direct du plan P.

3) Produit vectoriel de deux vecteurs
Soit u et v deux vecteurs u A v (u vectoriel v) est.un vecteur.

Si alors

u et v sont colinéaires uav =0

e Ladirectionde uAv :

uAv est normal au plan de base (u;Vv).
o e Lesensde UAV :
u et v ne sont pas colinéaires (U:V: UAV ) estune base directe.
e Lanormede uav

2~ = [¥sinci -

Propriétés

Quels-quesoient les vecteurs U ;v ; w et le réel o :

e VAU=-UAV e (aU)AV=UA(QV)=a(UAV) ® UA(V+W)=UAV+UAW
Soit (O ; i;];k) un repére orthonormal direct de ’espace, on a :

» inj=k = jak=i = kai=j

» jai=-k * kaj=-i = iak=-]
X X'

e Siu|yletv|y'|dansunrepére orthonormal direct (O ;i ;];k) de I'espace, alors
z z'
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y y' b b Z ZI 2 2 X X' b
" Xe T |T Y2 —zy " Yia T |T X T XZ " LaT | TXY TYX
z z X X y y
e Aire d’un triangle
Soit ABC un triangle d’aire § ona:
s =Z[ABAAC
2
l— ——
=—|BAABC
2
l— ——
=—|CAACB
2
e Aire d’un parallélogramme
D C

Soit ABCD un parallélogramme d’aire S ona:

s - 2fps s
2

A B
IV. Projection
1) Projections dans I’espace (projections ponctuelles)

Soit P un plan et A une droite tels que : Pnd= {A} .

e La projection p; sur p parallélement a Aest|e La projection p, sur A parallelement aD est

/7
*

définie par :
Me P < p(M)=M;

i/

P
Me A <:>p1(M):A;/A:/

/

(Mg P U A piav) = M)

o MeP ety /7 d)

P1oP1 =P A

La projection ponctuelle conserve le barycentre.

2) La projection vectorielle
Soit p une projection ponctuelle et A un point donné d’image A’ par p. Notons M’ I’'image par p

d’un point M quelconque.

définie par :

Med <p,(M)=M;

MeP op(M)=A;

(Med UP; ppM)=M) =
Med et (MM?) /D)

P2 o P2 = P2

On appelle projection vectorielle associée a p, ’application notée IT définie par :

1 (AM)=A'M".

Quels que soient les vecteurs uet v et pour tout réel o, on a :
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M(u+v)=TII(u) +TI(v) et TI(au) =o I (u).
On résume ces propriétés en disant que IT est une application linéaire.

% Savoir- faire

A . Applications

Exercice 1

ABCD un carré de centre O. On pose AB =a (a>0).

1) Déterminer et construire I’ensemble I des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? + MD? = 4a°.

2) Déterminer et construire ’ensemble A des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? -3MD?= -4a°.

3) Que représente A pour I'?

Solution

1)Ona O:bar'?‘ T ? ?

AA® + AB® + AC? +AD? = a +2a° + a’ = 4a°
Donc, I est le cercle de centre O passant par A,
d’ou (I est le cercle circonscrit au carré ABCD).

D C
2) ona:1+1+1-3=0,donc A estune droite de'vecteur normal r
MA +MB+MC—3MD = DA +DB+DC =DB+DB=2DB
D’ou A est une droite perpendiculaire a la droite (BD).
Or ; BA? + BB? + BC*-3BD? = a* + a* -3(2a%)= -4a, A
donc BeA, d’ou A est la perpendiculaire a (BD) en B. A

3) Aestlatangente a I en B.

Exercice 2
La pyramide SABCD est a base rectangulaire.

| et J les milieux respectifs de [SA] et [SB].
Déterminer I’intersection des plans (DIJ) et (SAC).

Solution

Ona Al eplan(DI1J); or I €(SA) et (SA) c plan(SAC) ; donc | eplan(SAC),

d’ou 1 € plan(SAC) n plan(D1J).

Ona: C eplan (SAC); or (DC) // (AB) et (AB) // (13), donc (DC) // (1J), d’ou (DC) // plan (D1J); or
Deplan (D1J), donc (DC) < plan (DIJ), d’ou Ceplan (D1J), donc Ceplan (DI1J) m plan(SAC).
Donc I’intersection des plans (DIJ) et (SAC) est la droite (IC).

Exercice 3
L’espace est rapporté a un repére orthonormal .

Soit P le plan d’équation x +y + 3 =0.
Soit I" ’ensemble d’équation : x* + y* + z°-2x = 0.
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1) Montrer que T" est une sphére, préciser son centre Q, et ses coordonnées.
2) Déterminer la position relative de " et P.

3) Déterminer les plans tangents a T et paralléles & P.

%)hj(g?rnyz +72-2x = 0 < (X — 1)? +y? +2% = (1)* ; donc I est la sphére de rayon R = 1 et de centre

Q(1;0;0).

1+0+3 4
Jor a0y 2
3) Unplan est parallele a P si et seulement si il a une équation de la forme x +y+d=0:deR.

1+0+d
JO +@° +(0)
l+d=v2 1+d=vV2 oul+d=-V2=d=-1+y2 oud=-1/42.
Donc, il existe deux plans tangents a T et paralléles a P qui sont :
Diix+y—1+2 =0et P: x+y-1-42 =0.

2) Ladistance de Q au plan P est : =2J2>R;donc P Nr=g2.

Le plan est tangent a I si et seulement si =R=1ls

Exercice 4

Dans ’espace rapporté & un repére orthonormal direct (O i; j ;k);0n donne les points A(1 ; 1 ;
0);B(1;0;1);C(-1;1;1).

1) Montrer que les points A ; B ; C ne sont pasaligneés.

2) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

3) Determiner une représentation paramétrique de la droite A orthogonale au plan (ABC) en A.

Solution
1-1 0 -1-1 -2
1) AB|0-1|=AB|-1|;AC|1-1|=AC|0
1-0 1 1-0 1
Les coordonnées du vecteur AB A AC sont :
] -1 0 11 . 0 -2
e abscisse =-1; e ordonnée =-2: e cOlte =-2:
1.1 — -1 0

Donc ¢ ABAAC = 0 ; d’ou les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, donc les points A ;
B ;'C ne sont pas alignés.

1
2) Le vecteur de coordonnées | 2 |colinéaire & AB A AC est un vecteur normal du plan (ABC),
2

donc (ABC) a une équation de la forme x + 2y + 2z + d = 0, or Aeplan (ABC),
doncl+2+d=0doud=-3.
Donc, une équation cartésienne du plan (ABC) est x + 2y +2z -3 = 0.
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1

3) Un vecteur directeur de la droite da pour coordonnées| 2 |, or d passe par le point A ; donc une

2

X =1+t
représentation paramétrique de A est : y=1+2t ;t eR

z=2t
B. Exercices
1. /ABC un triangle isocéle en C.
Le point C est I & 1
le milieu du E F
segment [EF].
Montrer que : B

AE? + AF?=BE?+BF”>. A

2 7 un cercle de diametre [OB]. A un
point de ~ distinct de O et B. H est le projeté
orthogonal de A sur (OB). Une droite passant
par O distincte de (OB) coupe (AH) en N et

recoupe ~ en M. Montrer que OM.ON = OA?.

3. A I’extérieur d’un triangle ABC, on
construit les carres ACEF et BCDG.

1) Montrer que : CACB =-CD.CE et que
CECB=CACD.
2) En deduire que les segments [BE] et [AD]

sont orthogonaux et de méme longueur.
4 | L’espace est muni d’un repere

ort orthonormal direct (O FENE R). On
considére le plan :
Piix+y+1=0; P, ix—-y+z=0.
1) Montrer que D.et D, sont orthogonaux.

Soit A leur droite d’intersection, donner

une représentation parametrique de A
2) Soit A(1;1;1),déterminer les distances

de AaP; P, puisa d.
5. ABCD un carré direct de centre O, et de
cotée AB=a(a>0).
E est le symétrique de C par rapport a D.
1) Faire une figure.
2) Déterminer les ensembles suivants I'y ; I'2;
I's; Ty des points M du plan : MeI';

o HI\/IA—MB+ MCH:a - Mel, <
MA2 — MB? + MC? =a? : MeT; <

b) Soit ke R*\{l} , Montrer que fx admet un seul

point invariant Q.
Reconnaitre f et donner ses éléments
caractéristiques.

c) Déterminer et construire le lieu géométrique du

point  lorsque k décrit R™\ {1}

d)sik= % déterminer et construire le lieu

géométrique du centre de gravité G du triangle
DMM’ lorsque M décrit le cercle de diamétre [CE].
6. L’ espace est rapporté a un repere

orthonormal direct (O SENE R). Soit A la

droite passant par le point A(1 ;-1 ; 2) et de

vecteur directeur U=3i+j - k et A’ la droite

passant par‘le point B(8 ; -1 ; 3) et de vecteur

directeur v =—i+2j -3k .

Démontrer que les droites A et 4> sont coplanaires.
7. L’espace est rapporté a un repere

orthonormal direct (O SENE R).

On Considere le cylindre ~ d’axe (O ; R) qui

passe par le point A(-3; 4 ; 2).

1) Déterminer une équation cartésienne de .

2) Soit le plan P d’équation y=p((peR).

Déterminer les valeurs du réel p pour que :

a) D coupe ~ suivant une droite

b) P coupe 7 suivant deux droites
g |L’espace rapporté¢ a

orthonormal direct (O SN E R). On considére

est un repere

le plan P : y = 2; la sphére S de centre O et de

rayon 3, et le cylindre ~ de révolution d’axe (Oy)
et de rayon 2.
Déterminer les intersections :

P NS : P : Yol
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(MA — MB — MD).(2MA — 2MB + MC) = 0 ;M el <

|MA - MB - ME| - [MB - Mc]

Que remarquez-vous sur ces ensembles ?

3) Soit ke R”. Soit f définie par : f{(M) = M"<
MM’ = MA—MB+ (1-k)MC

a) Pour quelles valeurs de k, fiest elle une
translation ?

10" ABC un triangle. 1) Montrer que :

—_— — —  —  —s ——

ABAAC=BCABA=CAACB
2) En déduire que: AEi = ACA = BC
sinC sinB sinA
11 ABCDEFGH un cube.
L’espace est rapporté a un repere orthonormal
direct (A; AB; AD; ,ﬁ)
Déterminer les vecteurs :
ABAAE ;ABAAC ; BDABC ; ACAAG.
12 Soit ABCD un tétraedre, on note
respectivement B’ ; C* ; D’ les centres de
gravités des triangles ACD ; ABD et ABC.
1) Montrer que les droites (B’D”) et (BD)
sont paralleles
2) Démontrer que les plans (BCD) et (B’C’D’)
sont paralléles.
13 On considére dans le plan Dun triangle

ABC non équilatéral. On pose :a=BC ;
b = AC et ¢ = AB. Soit O le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC, G son centre de

gravité et H son orthocentre. A’ ; B’ ; C’ les
milieux respectifs des segments [BC] ; [CA] ; [AB].
1) a) Montrer que le point N définie par :

ON = OA +OB+OC est confondue avec H.
b) En déduire que les points O ; G ; H sont alignés.

Montrer que le vecteur u définie par :

u= a’BC+b’CA+c2AB est différent
de0.

Soit f I’application définie de P dans R qui
a tout point M associe le réel :

f(M) =a’BC.MA +b>*CAMB+c?AB.MC.
a) Déterminer I’image f(O) du point O.

b) Montrer que BC.CA'= %(b2 —c?).

2)

3)

Calculer de maniére analogue
CAGB'et ABGC'

L’espace est rapporté¢ a un repere

orthonormal direct (O SN E R). On donne

A(2;0;3);B(1;2;-1);C(5;-2;1).

1) Calculer les coordonnées du vecteur ABAAC,

2) Les points A ; B ; C sont-il alignés ?

Sinon, déterminer une équation cartésienne du

plan (ABC).

Déterminer une représentation paramétrique de

la perpendiculaire & (ABC) en A.

1) Construire G1.

2) Déterminer I’ensemble E; des points G,
lorsque m décrit R”.

3) Déterminer les ensembles suivants :

a) E; des points M du plan tel que :

HWQ-WB’+WCH - HZMA— MB — MCH .

b) Ej; des points M du plan tel que :
MA? — MB? + MC? = 8a”.
c) E,des points M du plan tel que :
MA? — MB® +MC? = 92°.
Es des points M du plan tel que :
-3a> < MA*=MB’ + MC? < 94°,
15 ABCDEFGH un pavé dans I’espace.
1) Montrer que : AG = AB+AD+AE
2)- Soit I le point ou la droite (AG) perce le plan (BDE)
a) En utilisant la projection sur (AG) dans la
direction du plan (BDE), montrer

que:N:%E.

3)

d)

b) En utilisant la projection sur le plan (BDE)
dans la direction de la droite (AG), montrer que
le point I est le centre de gravité du triangle
BDE.

16 Soit f I'application de CdansC définie par :

f2)=1z+1iz
2 2
1) Preéciser f o f et déterminer les ensembles :
ls={ZeCIf(2)=2} ;N ={ZeCIf(2)=0}.
2) Soit F I’application du plan complexe, dans
lui-méme qui au point M d’affixe Z associe le
point M’ d’affixe f (2).
a) Préciser Fo F et déterminer les ensembles :

D={MePIF(M)=M]| ;
A = {M e PI F (M) = O(origine du plan complexe} .

b) Démontrer que pour tout MeP | le point f (M)

appartient a D et que pour M¢D, la droite (M
F (M)). est paralléle a A. En déduire que F est
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c)
d)
€)

En déduire la valeur de f(G)
Montrer que f(M) =MO —u.
Déterminer I’ensemble des points M du
plan P tel que f(M) =0
f) Déterminer alors f(H).
14 ABC un triangle rectangle en A. On

pose AC = a; AB = 2a (a>0). Soit meR".
On pose :

o b ALBIC
n= afm|-1|1

18 L’espace est rapporté a un repere
orthonormal (O SENE R). D est le plan
d’équation :
3x +2y —z = 0 et D la droite définie par M(m ;

n
5:1)et v[11|, m; n deux réels.
2

Pour quelles valeurs de m et n la droite D est
elle

1) Contenue dans P ?
2) Paralléle strictement a P ?

19 L’espace est rapporté a un repere
orthonormal (O SN E R). D est le plan
d’équation : x +2y —z +1=0 et D la droite qui
passe par A(-1; 0 ; 2) et de vecteur

-3
directeuru| 4
1

1) Vérifier que D et D ne sont pas paralléles.

2) f est la projection sur le plan p
parallelement a la droite D.
Déterminer les coordonnées de I’image par
f d’un point M de coordonnés (x ;Y ; z).
3) g est la projection sur la droite D
parallelement au plan D.

Déterminer les coordonnées de I’image par g
d’un point M de coordonnés (x ; Y ; z).

une projection et donner ses éléments
caracteristiques.
Soit OIJK un tétraedre
et d une droite passant par
O qui est sécante au plan
IJK en A. Soit M un
point de la droite d.
Construire le point
d’intersection N du plan
(ON)) et de la parallele a (OK) passant par M.
20 | L’espace est rapporté a un repere

orthonormal (O i ]; R). f est I’application
qui au point M(x ; y ; z) associe le-point

M’ (x*;y’;2°) tel que :

X'=-y-z+1

y'=-2X-y—-22+2

z'=X+y+2z-1

1) Déterminer I’ensemble P des points invariants
par f.
Démontrer gue pour tout point M le

vecteur MM est colinéaire & un vecteuru que
I’on précisera.

2)

3) m estlepoint d’intersection de D avec la

droite qui passe par M et de vecteur
directeur u, montrer que : Mm = % MM".

En déduire la nature de f.
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CHAPITRE (

14

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

| -Transformation dans le plan P

1) Définition

On appelle une transformation dans le plan P toute bijection f de P sur lui-méme.

e [’image d’un point M dans le plan par une transformation f est notée f(M) et si f(M) = M, alors
on dit que M est point invariant de f.

e L’identité du plan ou application identique du plan P est la transformation dans P, notée id»
et définiepar: VM e P :id»(M) =M.

e Toute transformation f admet une transformation réciproque notée en général f *, définie par :
VMep; fM)=M < f (M)=M.

e Lacomposee de deux transformations f et g est une transformation :
vMeP:fogM)=f[gM)] ;gof(M)=g[f(M)].

e [’opération o n’est pas commutative :
fog# gof(engénéral).
e L’opération o est associative ; f; g; h étant trois transformations :
fogoh=(fog)oh=fo(goh).
e id, est I’élément neutre de I’opération o ; T étant une transformation :
foid, =idrof="1

e f étant une transformation :
foft=f o f=id.

e f etg étant deux transformations :
(fog)' =gtof?

e f; g, hétanttrois transformations :
g=f< hog=hof.

g=f< goh=foh.

gof =h & g=ho f*.
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2) Des transformations usuelles dans le plan

a) Translation

e Une translation a un seul élément caractéristique qui est son vecteur (un vecteur donné u ),
on la note t.

¢ t.(M)=M < MM'=u o (t)'=t o t,=id, ;

i)
e Siu#0,alors t. n’apas de point invariant ; A et B sont deux points donnés ;

t g est Punique translation qui transforme A en B.

e t..(M)=M < ABM’M est un parallélogramme.

Une figure de translation
e Un parallélogramme ABCD

> C . . APB . . |[APD
f ; 2" D>C A0 B> C

A B

b) Homothétie

e Une homothétie a deux élements caracteéristiques qui sont:.son centre (un point donnéQ),
son rapport (un réel non nul donné k), On lanote H ;1 ; H@; Kk () =Q
H QK (M)ZM’<:> HMZK W,

. (Hn;k))'1=(Hg. ).

x|

L] H(Q;j_) = Idp
e H@.1) = Sq (Symétrie centrale de centre Q)
e Si k# 1, alors H ok a un seul point invariant qui est son centre Q.

En plus ;
SIM#QetH .1 (M) =M’salors les points Q ; M ; M’ sont alignés.

_ A A . -
e SOitH (1 : alors A'B'=kAB.
©:9-1g B

e A; B; C étant trois points alignés ; Ha: s »c); désigne I’homothétie de centre A qui transforme

BenC,

A % si AB et AC sont de méme sens

AC
son rapport est ==1"ac
B si AB et AC sont de sens contraire

 [Hasoc) 1" =Haicoe).
Une figure d’homothétie
Un trapeze ABCD de bases (AB) et (CD)

D
A {Q,}= (AD) N (BC) ; {Q,}= (AC) n (BD)
A D
& Hi(Q:; A D): B:C : de rapport %
B
C
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A—C CD
Ho(Q; A C) : : de rapport -——
20 ) s PPOrt -8

c) Réflexion (symétrie orthogonale)
e Une réflexion a un seul élément caractéristique qui est son axe (une droite A ), elle est notée S.

e SA(M)=M < M e A (les points invariants de S, sont les points de la droite A ).
e Mg Aet S\(M)=M’ & A est la médiatrice de [MM’],

o Sy =S,

L4 SA o SA = Idp

A et B étant deux points distincts, la réflexion d’axe la médiatrice de [AB] est I'unique réflexion
qui transforme A en B.

Une figure de réflexion
Un losange ABCD

A A A B—B
Sac C—C s, D—D
B—D A—C
D—B CH— A
B C
d) Rotation

Une rotation a deux éléments caractéristiques qui sont son centre ( un point donné Q), son angle (
un réel donné o ), on lanote R ; ) -
* Raq(@)=0Q
QM = OM'
e M#Qet Rg.qy(M)=M" < |et
(@QM; QM) = a [2n]
* [Re:0]"=Rea;:w
En plus
Si alors
a =0; [27'5] R(Q;a) = Idp
o =1; [2n] R@ .« = Sq ( Symétrie centrale de centre Q)
a # 0;[27] | R@a:« & un seul point invariant qui est son centre Q.

Ona Si et seulement si
M £ Qet R( . M)=M’" | letriangle QMM est isocele rectangle directe en Q.
Q; )
2
M # Qet R( . (M)=M’ | le triangle QMM est isocele rectangle indirecte en Q.
Q; )
2
M £ Qet R( . M)=M" | letriangle QMM est équilateral direct
Q; )
3
M £ Qet R( . (M) =M | le triangle QMM est équilatéral indirect
Q; --)
3
e Si R est une rotation d’angle o # 0, qui transforme A en B, alors le centre de R appartient a la
médiatrice de [AB].
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¢ SiR est la rotation d’angle a qui transforme A en A’ et B et B’ deux points tels que : AB=A’B’
et (ATB ; A'B") =, alors R transforme B en B’.

Des figures de rotation

e ABC un triangle isocéle direct en A, | milieu de [BC].

C A A
| R :
(A;g) B—C
B (|
R( n):C+—>A
I; —
2 IA—>B
A

e ABC un triangle équilatéral direct de centre O.

A A BB

CHA ©)

C—C
A—~B’

C
R ] .
“»:3) B—C ®:3)
O 0
* A—B
R .-
> B ©:) B C
C—HA

e Chacune des quatre transformations citées en haut, conserve : le parallélisme, 1’orthogonalité, le

A

barycentre, le milieu, I’alignement, les angles géométriques et le contact.

e Chacune des quatre transformations, transforme
= Uune droite d en une droite d’ (dans le cas d’une translation ou d’une homothétie, onad // d’.
» un segment [AB]en le segment [A’B’] ou A’ et B’ sont les images respectifs de A et B.

= uncercle “ enuncercle v ’(lecentre de ~’ est ’image du centre de ).

7 et v’ deux cercles de centres respectifs O et O’ et de rayons respectifs, retr’ (r#1°).

Il existe deux homothéties seulement qui transforment " en ~’ I’'une de centre
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Q= bar_—?,l% et de rapport _rr

; Dl’autre de centre Q, = bar ? (r) et de rapport-Tr’

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (O ; u; v)

On a

Si et seulement si

f:M(2Z) > M (2)
7’ =7+b;avec be Cdonné

f : est la translation de vecteur d’affixe b.

f: M(2) > M (2’)
2’ =KZ+b;avec ke R"\{1};
be C, donné

f : est ’homothétie de rapport k et de centre

le point d’affixe ® = % . En plus,

72- ® =K(Z -w).

f:M(2) > M (2)
Z’=aZ+b

la| =1; aethbdonnés

© avec ae C*\{l}; be C,

f: est la rotation d’angle o =arg(a) et de centre le

point d’affixe ® = 1L Enplus : 2~ o = e'(Z -0).
—a

3) Des composeées

a) Composées de translations et d’homothéties

Composee de

Deux translations

tot. =1é< -.et tot.=tot.
u- v utv) u v v u

Deux homothéties de centres
distincts

Deux homothéties de mémes Hi=H @iy 5 H2=H@1:x)
centres H; o H, = H(gs ; kikz) et'H; o Hy = Hz 0 Hi.
Hi=H @iy 3 Ho=H2:10
Si alors

Hi o Hs et H, o Hy sont chacune une translation

akz =1 de vecteur colineaire a €,

H1 0 H> et H, 0 Hy sont chacune une homothétie

kik, # 1 | de rapport kik, et de centre appartenant a la

droite (Q:0).

D’une homothétie et d’une
translation

t=t. et H =H(;K); u=0; k=l

to Het Hot sont chacune une homothétie de rapport k et dont
le centre appartient a la droite passant par Q et de vecteur
directeuru .

b) Composees de deux réflexions

Composée de

Deux réflexions d’axes
strictement

paralleles

Sa etSpravec A// AN
Sa o Sas et Sa» o Sa sont deux translations réciproques.
SaoSa=1t - ;avecle A;JeA’; () LA

21

Deux réflexions d’axes sécants

Sa et Sp-avec A et A’ sécants,
Sa o Spr et Sa> o Sp sont deux rotations réciproques,

avec {Q} —ANA'Ona:
Saco Sp = R(Q ; Z(A,A’))

En plus
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e Toute translation t de vecteur non nul upeut s’écrire (d’une infinité de maniéres) t = Sy 0 Sa
avec A une droite de vecteur normal uet A’ = t, (A).
—u
2
e Toute rotation R (Q ; a ) d’angle non nul a, peut s’écrire ( d’une infinité de maniéres)
R (Q; a) =S 0 S avec A une droite passant par Q et A’= R( . A).
Q,—0)
2

c) Composees de translations et de rotations
Composée de

R1:R(Q;(xl);R2:R(Q;0L2)
R, 0 R1:R(Q;(1.1+(1.2)et RooRi=Ri10R»
Ri=R(Q1;01);R=R(Q2; a2)

Deux rotations de méme centre

Si alors
Deux rotations de centres o1 +ap =0;[2nx] Ri 0 Rz et Rz o R; sont chacune
différents une translation

o1 +ap #0; [2n] R:1 0 R; et R, 0/R1 sont chacune
une rotation d’angle o + o .

t=t et R=R to R et R o t sont chacune une rotation

d’anglea.

Une translation et une rotation Qa)

Il —Des transformations usuelles dans I’espace

1) L’application identique dans I’espace &

Elle est notéeid..VM e ¢ :id, (M)=M

2) Translation et homothétie dan I’espace &

a) Comme dans le plan, une translation‘dans 1’espace a un seul élément caractéristique qui est son
vecteur

(un vecteur u donné) ; t.(M)=M’ < MM'=u .

e [’image d’une droite est une droite parall¢le

e [’image d’un plan est un plan paralléle

b) Comme dans_ le plan, une homothétie dans I’espace a deux éléments caractéristiques qui sont son
centre ( un point donné Q) et son rapport ( un réel non nul donné k).

Elle estnotée H 1. Hia:iy(M) =M’ < QM'=kOM .

e un point et son image sont alignés avec le centre.

e |’image d’une droite est une droite paralléle.

e |’image d’un plan est un plan paralléle

e une symétrie centrale de centre Q est une homothétie de méme centre et de rapport -1 ;

(Sa=Ha:1)).
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3) Réflexion
Une réflexion dans ’espace a un seul élément caractéristique qui est son plan (un plan donné).
Elle est notée, S» .

S(M) =M < M e P (les points invariants de S» sont les points du plan P ).
MgP et Ss(M)=M" <P estle plan médiateur de [MM’].

(S)t=S

SroSr =id -

Soit P et P’ deux plans paralléles ;

SroSe=1t,; (telsque:leP;JeP et 1J un vecteur normal de P) .

4) Rotation
Une rotation dans I’espace a deux éléments caractéristiques qui sont, son axe
(une droite donneée A ) et son angle ( un réel donné o).

Elle est notee R (A; o) .

Si alors
oa=0;[2n] | R(A;a)=id.
a=7;[27] | R (A; a) est appelé un demi-tour d’axe A

Sia# 0 [2n] ;R@a:a)(M)=M S M eA
(les points invariants de R (4 : «).S0nt les points de son axe A ).

MegAetRp,a)M)=M &

mM =mM' o .
. avec m le point ou A perce le plan orthogonal a A contenant M.
(mM ; mM’) = a(27)

Soit ABC un‘triangle equilatéral de centre O.
Une rotation R, dans I’espace, invarie globalement le triangle (ABC) si et seulement si son axe
est la droite A orthogonale au plan (ABC) en O.

En plus, I’angle de R est soit O ; soit 2—; soit —2—37[.

Soit P et P> deux plans sécants suivant une droite A, S;o0 Se> et Svo S,
sont chacune une rotation d’axe A.

En plus une rotation, une réflexion conservent les volumes.

Une homothétie de rapport k multiplie les volumes par | k3.
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% Savoir-faire
A. Applications

Exercice 1

Dans cette figure O ; A;B; C

sont alignés. O ; A’ ; B’ ; C’ sont alignés.
(AB’) et (BC’) sont paralleles

et (BA’) et (CB’) sont paralleles.

On se propose de montrer que

( AA’) et (CC’) sont paralleles.

Soit H; = H(O ; A»B) ; H, =H(0 ;B—=C) ¢
1. Déterminer H, oH; (A) et H; o Ha(A”)

2. Conclure.

Solution

1) HyoHi (A) =H,[H:1 (A)] = H:(B) =C.

IH,oHi (A)=C |

Hi o Ha(A”) = Hi [H2(A”)] . Or Hy(B) = C et (BA”) // (CB’)ydonc Ha((BA”)) = (CB’), d’ou Ha(A”)
est le point d’intersection de (CB’) avec (OA”), quiest B’.

Donc, Hi o H2(A”) = Hi(B’), or HI(A) =B et (AB’) // (BC).

Donc, Hi(AB’)= (BC’), donc Hy(B’).est le pointd’intersection de (BC”) avec (OB’) qui est C’.
Donc, H1 o Hx(A”) = C°
2) Comme H; et H, ont le méme centre, donc H; o Hi = Hy o Hy,

Or une homothétie transforme une droite en une droite paralléle, donc (AA”) // (CC)|.

Exercice 2 G
ABCD un quadrilatere direct,

AEB et CGD deux triangles équilatéraux directs.

BFC et DHA deux triangles équilatéraux indirects.
Soit Ry = R (A, %)et R, =R (c,-% ). On pose f = R, oRy. A

1.) Quelle est la nature de la transformation f ?
2.) Déterminer f( E) et caractériser f.
3.) Déterminer f(H). E

En déduire la nature du quadrilatere EFGH.

Solution

Chapitre 14 Transformations 1 156



1.) Comme g—g: 0, donc f est une translation

2.) f(E) =R; oRy (E) = R, (B) = F ; donc EF est le vecteur de f.
3.) f(H) = Ry oR; (H) = Ry( D) = G, donc HG = EF, donc EFGH est un parallélogramme.
Exercice 3 D c
ABCD un carré direct de centre 1.Soitt=t_. ; R; = R(A, —g) ;

AD '’

R, = R(B, —%);On posef=toR; etg=R;0R;.

1) Déterminer f(A) et caractériser la transformation f

2) Déterminer g(A) et caractériser la transformation g. A B

3) Dans le plan complexe, on désigne par a, b, ¢, d les affixes respectives des points A, B, C, D.
Exprimer c et da ’'aide de a et b.

Solution
1) f(A) =t o Ry (A) = t(A) = D.

4 b b 2 . 2 Tc
Or f est la composée d’une translation et d’une rotation d’angle &

Donc, f est une rotation d’angle —g.

Or f(A)=Det IA=1ID et(IA; ID) :—g, Donc'l'est le centre de f = R(l ; —g).
2) g(A) = Ry 0 R1 (A) = Ry(A) = C .
Or —g —g =-n=n (2n),

Donc, g est une rotation d’angle 7t; donc g est une symétrie centrale,
Or g(A) = C et I milieu de [AC], donc I est le centre de g.

Doncg=S;.

3) Comme : R(B, —%):A:|—>C;doncc—b:e_iz(a—b);doncc:-ia+ib+b;
Al Blc | -

Comme D = Bar : Donc, d=a—-b+c =a—ia +ib.
DENEN

Exercice 4

ABCDEFGH est un cube.

(A; AB;AD ; AE ) est un repére orthonormal
direct de I’espace.

Soit P le plan (ABE), P’ le plan (ACE).
Onpose:f=S:,0S»

1.) Quelle est la nature de la transformation f.
2.) Déterminer f(B) et caractériser f.

Solution
1) Comme les plans P et P * sont sécants suivants la droite (AE), donc : f est une rotation d’axe

(AE).
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2)f(B)=S» 0S,(B) =S»(B) =

D, (car c’est le plan médiateur de [BD]).

Or, (A, AB ;E : E) est u repere orthonotmal direct de I’espace.

Donc, (AB ;AD) = — ; 'angle de f est E

Donc ; f=R((AE); E).

B. Exercices
1 Lesdroites (AB) et (CD) sont paralléles. |
milieux de [AC] ; J milieux de [BD] ;

Montrer que les droites (1J) et (AB) c
sont paralleles. B
Indication : utiliser les |
es homothéties : E
Hi(l; A C )et : I
H,(J, D B). A

D

2. |/ABCD est un carré direct de centre O.
| et J les milieux

respectifs de [AB] et [BC]
1) Caractériser Soj o Sap ;
Sco 0 Soy; Sas 0 Sac ; O
Sac o Sgp.

2) Ecrire de deux fagons

différentes sous la

forme de la composée de A i
deux réflexions : t_; ;t. ;t;

.7-c . . .
R(O:,) R( C1Z)'So

3 ABCD un parallélogramme direct, 1AB
un triangle isocéle rectangle indirect ; BCEF et
AGHD deux carrés indirects de centre respectifs J
et K.

Soit R la rotationde centre I et d’angle g

1) Déterminer R(B), R (C) ; R (F) et R (E).
2) En déduire que R (J) = K, puis donner la
nature du triangle UK.

4. ABCD un parallélogramme direct, EBA
et FCB deux triangles isoceles rectangles
directs en E et F respectivement.

On se propose de montrer que le triangle DEF
est isocéle rectangle en E.
Méthode 1 : Soit t=t_. ;

AB '’

R=R _.On

(B 75)
poseg=Rot.
a) Quelle est la nature de la transformation g ?
Déterminer g(A) et caractériser g.
b) Déterminer f(D) et conclure.

5 Caractériser la transformation f dans chacun
ues Cas .
DFf:MZ)—>M(2); 2)f:M2) —> M (Z)
2’=7Z+2+i : Z =iZ+l
3) f:M(2) > M(2°); 4)T:M(2) > M(2)
1 —
(£+—|)Z 7’=17:
5)f:M(Z)|—>M(Z) ;
7’ =-iZ

6)f: M) —» M’ (Z)
Z = -Z ;

DM@ >M(Z);2 = %Z+i

b

6. Soit 7 uncercle de centre O et D une
droite qui coupe ce cercle en deux points A et B.

1) Construire le symeétrique orthogonal ~ ’ de

« par rapport a la droite D et démontrer qu’il
existe une unique translation qui transforme
en 7.

2) Démontrer que I’image de A par la
translation t est le point A’ diamétralement
opposé a B sur .

3) Soit M un point quelcongue sur le cercle ~
et M’ son image par la translation t. Quel role
joue le point B pour le triangle AMM” ?
Justifier.

7. Ondonne dans le plan deux points A et
B et une droite D distinct de la droite (AB).

Un point M décrit la droite D. On appelle N le
symétrique de A par rapport au milieu du segment
[BM]. Déterminer le lieu géométrique du point N
lorsque M décrit la droite D.

8. Soit A et B deux points distincts du plan
p. soit ~ un cercle du plan qui est tangent a
la droite (AB) en A. On note O le centre de ~
et G le centre de gravité du triangle ABO.
Déterminer le lieu géométrique de chacun des
points O et G lorsque le cercle ~ prend toutes
les positions possibles en restant tangent a
(AB) en A.

9 | Soit ABC un triangle.

Construire un triangle IJK
inscrit dans le triangle ABC
et dont les cotés sont J
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Méthode 2 : On désigne para;b;c;d;e; fles
affixes respectives des points A, B, C, D, E, F
dans le plan complexe.

a) Exprimer d, e, fa I’aide dea ; b ; c.

b) Evaluer?;e, puis conclure.

Construire un

cercle ~ passant par le
point A et tangent

aux deux droites

A

perpendiculaires a ceux
de ABC.

10 D et D’ deux droites sécantes en O et un
point A n’appartient nia D, niaD’.

1) Montrer que le point J milieu de [M’M’’] est
fixe dans le plan et que J appartient au cercle de
diametre [AB].

DetD’. O D

a) Déterminer la nature des transformations r;
etr,

b) Déterminer ri(M) et r,(M). Que peut-on en
déduire ?

c) En déduire que f est une réflexion dont on
précisera I’axe.

3)a) Montrer que (KA ; KB)=(KC; KP), (n)

et écrire deux relations semblables.

b) Vérifier que : (KA : BC)=" : ().
c) En déduire que K est I’orthocentre

2 )
du
triangle ABC.

11  On considere trois triangles équilatéraux
OAB, OCD, OEF. On suppose que les angles

(OA ; OB) ;(OC ; OD) ;(OE ; OF) ont pour
mesure principaleg. Soit P ; Q ; R'les milieux

respectifs de [BC] ;[DE] ; [FA]..On se propose
de montrer que le triangle PQR est équilatéral.
Soit P’ ; Q’ ; R’ les points tels que les
quadrilateres BOCP’ ; DOEQ’'; FOAR’ soient des
parallélogrammes.

1) Soit r la rotation de centre O et d’angleg :

on pose *f=ro t.

a) Quelle est la nature de f, déterminer f(B) et
caracteriser f.

b) Déterminer f(P’). En déduire la nature du
triangle AP’D.

2) Onpose:g=t, oroty.

a) Déterminer g(D) et caractériser g.

b) Déterminer g(Q’). En déduire la nature du
triangle P’Q’R’.

c) Conclure.

12 Dans le plan, A et B sont deux points
distincts donnés.

2.) a) Montrer que pour tout point M distinct de
AetBona:

(MM' ; MM") = (MM’ ; MM")—g.

b) En déduire I’ensemble I" des points-M du
plan tels que M ; M’ ; M’ soient alignés.

13 Dans le plan orienté, on.considére trois
cercles 'y ; T',; I's de méme rayon concourants
en un point K, de centre respectifs M ; N ; P
tels que :

o [y etl, serecoupentenA;

o TI,etT'3serecoupentenB;

e IzetIyserecoupentenC;

1) Faire.une figure ;

2) On pose r; = Sk 0 Ska ; 2 = Skp o Skc,

f=SKBOSKAOSKc.

a) Déterminer la nature des transformations ry
etry

b) Déterminer ri(M) et r,(M). Que peut-on en
déduire ?

c) En déduire que f est une réflexion dont on
précisera I’axe.

3)a) Montrer que (KA ; KB) =(KC; KP), (r)
et
écrire deux relations semblables.

b) Vérifier que : (KA ; BC) =g ().

€) En déduire que K est I’orthocentre du
triangle ABC.

14 On donne deux triangles ABC et DEF
equilatéraux directs. Soit G et H deux points
tels que les quadrilatéres EDBG et CDFH
soient des parallélogrammes.

Le but de I’exercice est de montrer que le
triangle AGH est équilatéral direct.
1) Construire une figure soignée.

2) Soit t; la translation de vecteur BD it la
translation de vecteur DC : soit r la rotation de
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ra= R(A, -g) ; et M” =ra (M) pour tout point

M duplan.rg = R(B, %n) et M =rg (M)

pour tout point M du plan.
3) Le plan est muni d’un repére orthonormal

(O; u; v) soient les nombres complexes a ;
b;c;d;e;f;g; haffixes des points A ;B ;
C;D;E;F;G;H respectivement.

a) Montrerquec—a= eI3 (b — a), puis exprimer
(f—d) en fonction de (e —d).
b) Exprimer g en fonction des nombres e ; d ;
b, puis h en fonctionde c ;d ; f.

c) Montrer que h—a= g3 (9- a) et en déduire
le but de I’exercice.

15 | On considére un triangle ABC. Soit | ; J ;
K les milieux respectifs de [BC] ; [CA] ; [AB].
G est le centre de gravité du triangle ABC. A
tout point M du plan, on associe ses
symétriques P; Q; R respectivement par
rapportal;J; K.

1) Montrer que G est le centre de gravité du
triangle ABC.

2) Démontrer que les segments [BQ] ; [CR]
et [AP] sont concourants en leur milieu
qu’on désignera par O.

3) Démontrer que les points M ; G+ O sont
alignés.

16 /ABCDEFGH est un cube de centre O. On
note | le centre de gravité du triangle DEH et J
celui du triangle ABG.

Démontrer que les points | ; O ; J sont alignés

17 Dan.un tétraedre ABCD, | est le milieu de
I’aréte [CD], M un point de la droite (Al).
Le plan parallele au plan (ABC) passant par M
coupe la droite (CD) en N.
Le plan parallele au plan (ABD) passant par M
coupe la droite (CD) en P.
En utilisant une homothétie de centre I,
démontrer que | est le milieu du segment [NP].

T
centre D et d’angleg. OnposeR=torot;.

a) Montrer que R est une rotation dont on
déterminera I’angle.

b) Déterminer R(B) et en déduire le centre de R.

c) Déterminer R(G) et en déduire le but de
I’exercice.

18 | ABCDEFGH est un cube d’aréte a et de
centre O.
1) Montrer que les triangles BED et CHF sont
équilatéraux.
2) Soit | et J les centres respectifs de BED et
CHF,

a) Montrer que N=%Aﬁ et ®=%@,

b) En déduire que Al=1 = JG et que O est
le
milieu de [1J].

3) Soit S; la réflexion de plan (BAG) et S; la
réflexion de plan"(DAG). On pose f = S; o
So.

a) Montrer que f est une rotation,
déterminer
f( G) et f(A). Que peut-on en déduire ?

b) Montrer que la droite (AG) est orthogonale
aux deux plans (BED) et ( CHF).

c) Montrer que f invarie globalement chacun
des deux triangles BED et (CHF).

d) En déduire ’angle de f relativement a un
axe orienté dont on précisera 1’orientation.

puis
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CHAPITRE Transformations 2

15

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre
I. Isomeétrie dans le plan

1) Définition

On appelle isometrie plane ou isomeétrie dans le plan, toute transformation dans le plan qui consrve
la distance.

Par exemple : une translation, une rotation, une refléxion.

e id» est une isometrie

e lareciproque d’une isométrie est une isometrie
e la composee de deux isométries est une isometrie.

e Si A est un point invariant d’une isométrie f .
alors, A appartient a la médiatrice de tout segment de la forme [MM’] avec M un point
quelconque du plan non invariant par f et M* = f(M).

e si A et B sont deux points distincts.invariants par une isomeétrie f, alors tout point de la droite
(AB) est invariant par f.

e une isométrie ayant trois points distincts 2 a 2 non alignés et invariants est I’identité du plan.
e Une isométrie conserve ’aire, le produit scalaire,
e [’image d’un cercle par une isométrie est un cercle de méme rayon.

2) Symétrie glissante
e Une symétrie glissante a deux éléments caractéristiques qui sont : son vecteur ( un vecteur non
nul u donné) son axe ( une droite A donnée dirigée par u ).

e la forme réduite d’une symétrie glissante f

A M, M’
de vecteur u et d’axe A est :

f:SAota:taoSA; ‘ I

f(M)=t.0Sa(M)=t. (M) =M ; | R
M,
f(M) = Sao t. (M) = Sa(Mz) =M, M
e une isométrie glissante est une isométrie. M
e une isométrie glissante n’a pas de point invariant. /
e si fest une symétrie glissante d’axe A et f(M) =M’ ; T A
alors : le milieu de [MM’] appartient a A. v /
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si f est une symétrie glissante de vecteur u , alors f o f = t,.

la réciproque d’une symétrie glissante d’axe A et de vecteur u est la symétrie de méme axe A et
de vecteur -u.

3) Forme réduite d’une isométrie dans le plan

Toute isométrie dans le plan est soit une translation soit une rotation soit une réflexion soit une
symétrie glissante.

Une isomérie f (f # id») ayant un point invariant A est une rotation de centre A ou une reflexion
d’axe passant par A.

Une isomeétrie f (f # id») ayant deux points distincts invariants A et B est la reflexion d’axe
(AB).

4) Déplacement dans le plan

on appelle un déplacement dans le plan, toute isométrie qui conserve les angles orientes.
la reciproque d’un déplacement est un déplacement
la composée de deux déplacements est un deplacement,

la forme réduite d’un déplacement dans le plan est soit une translation soit une rotation.

si A et B deux points distincts d’images respectives A’ et B’ par un déplacement f , alors
AB=A'B et (AB; A'B) =, ol o est I'angle de.f (a. =0, si f est une translation ).

la forme complexe d’un déplacement f d’angle o est: f: M(Z)>M*(Z) ;2 =¢“Z +b;
aeR ;beC

si A, B, A’, B’ sont quatre points tels que : A# B et AB= A’B’, alors, il existe un dépalcement
unique f qui transforme A en A’ et B en B’.

5) Antidéplacement dans le plan

on appelle un antidéplacement dans le plan, toute isométrie qui transforme les angles orientés en
leurs opooses.

la réciproque d’un antidépalcement est un antidéplacment,

la composée de deux antidépalcements est un dépalcement

la composée d’un déplacement et d’un antidépalcement est uj antidépalcement,

la forme réduite d’un antidéplacement dans le pla est soit une réflexion soit une Ssymétrie

glissante.

si A, B, A’, B’ sont quatre points tels que: A# B et AB = A’B’ alors, il existe un
antidépalcement unique qui transforme A en A’ et Ben B’.
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6) Isométrie vectorielle
Soit f une isométrie dans le plan et A un point donné d’image A’ par f.
Notons M’ I’image par f d’un point M quelconque.

On appelle isométrie vectorielle associée a f, I'application notée ¢ définie par : (AM) =A'M".
L’isométrie vectorielle @ associée a une isométrie f a les propriétés suivantes :

o linéarité : @(u+Vv)=pU)+@(V) ; @(au)=ae() ; (o unréel).

e conservation du produit scalaire : @(u).p(V) =u.v

. . - - det(a ;\7) si f est un dépalcement
o Effet sur le déterminant (dans une B. O): det ‘(p(u);(p(v)‘z

- =

-det(u ;v) ; sinon
e L’isométrie vectorielle associée a une translation est idZ7 (identité vectorielle).
o L’isométrie vectorielle associée a une réflexion d’axe A est la réflexion vectorielle @ définie par :

Si alors
) T A p(u)=u
udirige A
uest normala A T - =
. p(u)=-u
u oblique a A @(U) = U, =u,
U=u,+U,, avec u,qui dirige A et
u, orthogonal &

e L’isométrie vectorielle associée a une rotation dangle o est la rotation vecrorielle d’angle a.
Vv u=0; @(u) =V si et seulement siHG :M et(u;Vv)=a (2n) .

e ¢ " est la rotation vectorielle d’angle - o..
e Si @ est laroation vectorielle d’angle m, alors, V ueV: ¢(G):—ﬁ

Figures de rotations vectorielles

. . T
Avec ¢ la rotation vectorielle d’angle Eon a:

AAB)=AC ;p(AC)=- AB.

C
e ABC un triangle isocele rectangle direct.
: o T :
Avec la roation vectoreille d’angle gon a: A B
@(AB)=AC ;¢p(BC)=BA ; ¢(CA)=CB . C
e ABC un triangle équilatéral direct. B
A
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I. Similitude directe dans le plan

1) Définition

S
d

oit k un réel strictement positif donné. On appelle similitude plane directe ou similitude directe
ans le plan, toute transformation qui multiplie la distance par k et conserve les angles orientés, k

est appelé le rapport de la similitude.

la réciproque d’une similitude de rapport k est une similitude de rapport % :

la composée de deux similitude de rapports k et k’ est une similitude de rapport kk’.

toute similitude de rapport k est la composée d’une homothétie de rapport k et d’un
déplacement ; I’angle o du déplacement est I’angle de al similitude.

la réciproque d’une similitude d’angle a est une similitude d’angle -a.

la composée de deux similitudes d’angles o et o est une similitude d’angle oy + oa.

I’image d’une droite par une similitude d’angle gou -gest une droite. qui lui est

perpendiculaire.

I’image d’un cercle de centre Q et de rayon R par une similitude est le cercle de centre QQ’
(I’'image de Q par cette similitude) et de rayon kR.

si une similitude de rapport k et d’angle o transforme A en A’et B en B’ (A # B), alors, k =

AB et o =(AB; A'B).
AB

une similitude multiplie I’aire par k?.
soit S une similitude de rapport k et d’angle o

Si alors

k=1 S est un déplacement

k=1let =0 S est une translation

k=1let a# 0 | Sestune rotation d’angle o

k=1et a=m | Sestunesymétrie centrale

k#1et o= 0 | S estunehomothétie de rapport k

k#1let a= m | Sestune homothétie de rapport -k

une similitude conserve :-le parallélisme ; I’orthogonalité, le barycentre, le milieu, I’alignement,
les angles géométrigues, les angles orientés, le contact.

2) Forme complexe d’une similitude

f: M2 —»M'(@Z);2Z =aZ+b;acC ;beC; aetbdonnée < f est une similitude de
rapport | a | et d’angle arg(a).
En plus,
Si alors
a=1 | festlatranslation de vecteur d’affixe b
f admet un seul point invariant appelé son centre, qui est le point Q d’affixe o = % :

f atrois éléments caractéristiques qui sont :

e son centre : Q(w),

son rapport | a |

son angle : arg (a).

et avec f une similitude de centre Q d’affixe m, de rapport k et d’angle o, on a :
f:M2) > M'(Z) &7 -o=ke(Z- o).

arl

e Si A, B, A’, B’ sont quatre points tels que A # B et A’# B’, alors : il existe une similitude unique

qui transforme A en A’ et Ben B’.
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3) A propos des similitudes a centre
¢ une similitude de centre €2, de rapport k et d’angle a st notée Sk o).

o [S(Q:k;tx)]-l =S(; %;-a)

e la composée de deux similitude S; et S, de méme centre Q est une similitude de méme centre €,
et
Sl (0] Sz = Sz 0 Sl
QM

o S(Q;k;a) MM < m=ket (m ; SW')=OL
o laforme réduite de Sia:.k:a)eSt R@:a0H@:k =H@:koR@;:qavec
R« : rotation de centre Q et d’angle o.
H .k : homothétie de centre Q et de rapport k.
e soit A, B, Ctrois pointstelsque : AZBet A#C.
- . ) A
La similitude de centre A qui transforme B en C est notée S g _.c) , SOn rapport A_g ; son angle

est
( AB; AC).

e [Sn:e-c) ]_1: Sa:c-B)

e Figures de similitude

ABC un triangle isocele rectangle direct en A. C
B—>B C->C
(B:“if:%) CoA" “cH|A->B
A B
Demi triangle équilatéral
ABC un triangle équilateral direct., I milieu de [AB]. C
C->C A—=A
clBHlASl T Az hHliisC
26 3
A [ B
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Savoir-faire

A. Applications

Exercice. 1

Soit A et B deux points distincts et | milieu de [AB].

Déterminer les isométries du plan qui invarient globalement le segment [AB].
Solution

f une isométrie qui invarie globalement [AB] < f [A;B] —[A;B] ; donc f (1) = I (car f conserve

le milieu).
Donc f est soit une rotation de centre I soit une réflexion d’axe passant par .
f rotation f réflexion
Si alors Si alors
fF(A)=A; f=id A=A, =Sn=5w,
f(A)=B f = S symétrie | ¢ (A)=B f = Sa; A mediatrice de
centrale de centre I. [AB].

Donc : les isométries demandées sont {idP ;S5 Sas i Sa}

Exercice. 2

ABCD un carré direct de centre O.

| et J les milieux respectifs de [AB] et [AD].

1.a) Montrer qu’il existe un déplacement unique f; qui transforme Aen C et B en D.
Caractériser f;.

b) Montrer qu’il existe un déplacement unique f, qui transforme A en B et J en |. caractériser f».

2.a) Montrer qu’il existe un antidéeplacement.g; unique qui transforme I en I et D en C.
Caractériser g;.

b) Montrer qu’il existe un antidéplacement g, unique qui transforme D en A et A en B.
Caracteériser Q.

3) On pose g=0i0 Qo.
Déterminer g (J) et g (D), puis donner la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation g.

Solution

1.a) Comme AB = CD ; donc il existe un déplacement unique fi,

A—C i —
qui transforme : ; 'angle de f; est (AB; CD)=(AB; AB)+n=m.
B~ D D

Donc; f; est une rotation d’angle n, d’ou f; est une symétrie centrale.
Or f; (A) =Cet Oestle milieu de (AC].
Donc O est le centre de f;, d’ou f1=So.

J
b) Comme Al = %AD :%AB = BI, donc il existe

B

un déplacement unique f; A | o
B e
; Pangle de f, est (AJ ; Bl)=(AD ; BA)=(BC; BA) I

qui transforme :
J— | 2

donc f; est une rotation d’angle g, Or OA = OB et (ﬁ X O—B) :g ; F2(A)=B; d’ou O est le

centre de f,. Donc f, = R(o; g).

2.a) Comme ID? = IA® + AD? = IB? + BC*= IC?,
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. . (e
Donc ID =1IC, d’ou il existe un antidéplacement unique g1 qui transforme Dis G’ Or gi aun
=

point invariant (quiest I)

Donc, g1 n’est pasune symétrie glissante, d’ou g; est une réflexion. Or g; (D) = C.
Donc, I’axe de g; est la médiatrice de [DC] ou de [AB] qui est la droite (Ol).
Donc, 01 = Sol.

b) Comme : DA = AB,

— A

B

Or les droites (DA) et ( AB) ne sont pas paralléles, donc g, n’est pas une réflexion, done ¢, est une
symétrie glissante.

Or Jest le milieu de [DA] et | est le milieu de [AB], donc la droite (1J) est I’axe de g>.

Comme, g(J) = I ( par la conservation du milieu).

S . . D
Donc : il existe un antidéplacement unique g, qui A

Donc, Ji est le vecteur de g,. Donc gz = Siy o t, =t;0Sy.

3)9() =100 () = () = I ; 9(D) = 91092 (D) =0x(A) = B:
Or, g est la compose de deux antidéplacements, donc g est un déplacement.
Or, 'angle de g est (JD ; IB) = (DA ; ﬁ)—n=g—n=—g.

Donc, g est une rotation d’angle —g. Or g(D) =BetAD = AB et (AD ; AB) = —g,

Donc A est le centre de g, d’ou, g =R (a; _g )-

Exercice. 3
ABCD un carré direct de centre O.

| et J milieux respectifs de [BC] et [AD]. On pose AB =a; (a>0).

1.a) Montrer qu’il existe une similitude unique S; qui transforme Cen O et len A.
Déterminer 1’angle et le rapport de S;.

b) Soit Q le centre de S;.

Montrer que lespoints Q, O, C, D d’une part et les points Q, I, A, C d’autre part sont cocycliques.
Placer le point Q apres avoir préciser sa position.

2) Soit Sy la similitude qui transforme Ben O et O en J.

a) Déterminer les éléments caractéristiques de S.

b) Soit M un point du plan et M’ = S,(M).

Déterminer le lieu géomeétrique du point M’ lorsque M décrit le segment [OC].

c) On suppose que A, B, M sont alignés.

Montrer que les points A ; C ; M’ sont alignés.

3) Onposet=S;,0S;.

Déterminer la nature et les éléments caracteéristiques de la transformation t.
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Solution
1l.a) Comme: C#IetO+#£A.
Dong, il existe une similitude unique S; qui transforme

C—O0 i — D, \C
: ’angle de S; est (CI ; OA)=(CB ; CA)=—". o
I— A 4 -
a2 J
le rapport de S; est OA__2 _ 5.
cl a
2 —

b) Comme S;(C) = O, donc

(QC; @)=—§ ,Or (DC ; DO)=(DC ; @):—E,D’ou, (QC ; QO)=(DC ; DO).
Donc ; les points Q ; O ; C ; D sont cocycliques.

Comme Sy(I) =A, donc (O : gTA):-% .Or (Ci; CA)=(CB ; ﬁ):-% :

Donc (QI ; QA)=(CI ; CA) ; d’ou les points Q ; I ; A ; C sont cocycliques:

Donc, Q est le point distinct de C, intersection du cercle circonscrit au triangle 1AC avec le cercle
circonscrit au triangle OCD ( cercle de diametre [CD]).

(AB; AO)=(AO ; Al)="

2.a) Comme ; donc
0O Al n 2
—=——=00S—=—
AB AO 4 2
e lecentrede S, est A ; , T
2 e l’angle de S est 2 e le rapport de S; est g
b) Comme (AC ; E):% et ﬁ—gzcosgzg ; donc S,(C) = D; Or S,(0) = J ; donc le lieu
géométrique de M’ est le segment [JD], lorsque M décrit le segment [OC].
A A
c)Ona:S; B~ O ;donclespoints A; O; M’ sont alignés (conservation de I’alignement), Or
M M
les points A ; O ; C sont alignés; donc les points A ; C ; M’ sont alignés.

N

3) t est une similitude d’angle —%4-% =0 et de rapport (\/5)(72) = 1. Donc t est une translation,

Or
t(C) = S20:8: (C) =S (O) = J. Donc : t est la translation de vecteur CJ.

Chapitre 15 Transformations 2 168



Exercice. 4

Soit0 e [0; g].

Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (O ; u; v ).
fo défini par : fo : M(Z) >M*(Z°) ; Z’ = (1 + itan6)Z.

1) Suivant les valeurs de 6.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fo.

2) Lorsque 6 € ]0; g[.

Montrer que pour tout point M # O, le triangle OMM” est rectangle.

3) Soit A(L ; 0) et Ag = fo( A).

Déterminer 1’ensemble des points Ag lorsque 0 varie dans [0 ; g[.

Solution
1)Si6=0;alorsZ’=Z7Z,donc fy=1d;
Si0+ 0:alors 1+ itand = ieie et i>0 :
cos0 cos0
Donc Z' = —~ "7 et fs (0) = 0.
cos0

Donc, fy est la similitude de centre O, d’angle 0 et de rapport © :

cos 0
Z—Z'_Z—(1+tane)Z
Z Z

Donc (MO ; MM’) =arg(—itan e):_g :

2) =1-1-itan® = -itan®,

D’ou OMM?” est rectangle en M.
3) Ae = fe(A) ;
e si0=0;alors Ag = A.

e si0€]0; g[, alors le‘triangle OAA, est rectangle en A, avec (OA ; OAs) =6 et 6 €]0; g[.

Donc lorsque 6 varie dans [0; g[, I’ensemble des points Ag est la demi-droite d’origine A,

. |X=
d’équation
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B. Exercices
1 Soit A et B deux points distincts dans le
Déterminer les isométries qui transforment A en B.
ABC un triangle équilatéral direct de centre
O. Déterminer les isométries qui invarient
globalement le triangle ABC.
3 ABC untriangle rectangle en A. I et J les
milieux respectifs de [AC] et [BC].
Onpose : f=t . oSag.
Montrer que f est une réflexion et préciser son axe.

4."| ABCD un carré de centre O. | milieu de
[AD]. Onpose f=t,. oSpe.
Montrer que f est une symétrie glissante et
préciser son axe et son vecteur.

5 ABCD un carré direct de centre O. | et J
les milieux respectifs de [AB] et [AD].
a) Montrer qu’il existe un déplacement unique f;
qui transforme A en B et D en C. Caractériser f;.
b) Montrer qu’il existe un déplacement unique f,
qui transforme A en B et J en |. Caracteriser f,.
2. a) Montrer qu’il existe un antidéplacement
unique g; qui transforme lenl et D en C.
Caractériser g;.
b) Montrer qu’il existe un antidéplacement

unique g, qui transforme D en A et A en B.
Caractériser gs.
¢ Dans le plan orienté on considére un

triangle équilatéral ABC direct de coté a.

Soit G le centre de gravité de ce triangle et soit

D le symétrique de A par rapporta C.

1) Faire une figure qui sera complétée au fur et & mesure.

2. a)Prouver qu’il existe une unique rotation r
qui transforme AenCetBen D.

b) Préciser un-angle de r et déterminer son
centre E, puis le placer sur la figure.

3) Prouver que les points A ; B ; D et E sont
cocycliques; préciser le centre et le rayon de
ce.cercle, puis le construire.

4) Soit S la similitude directe de centre B qui
transforme D en C.

a) Déterminer un angle et le rapport de S

b) Déterminer I’image du triangle BDE par S 0 S
5)Onpose:f=roSet g=Sor

a) Préciser et construire f (B) ; f(E) ; g (B) ; g (A).

b) Déterminer la nature et les éléments

caracteristiques de f et g.

c) Démontrer que les cercles de diameétres

respectifs [AG] ; [BC] ; [CE] ; [DB] ont un

point commun. Quelle est la particularité de

ce point ?

7.~ et~ ’sont deux cercles sécantes en A et
B de centres respectifs O et O’. S la similitude
de centre A qui transforme O en O’.
1) Déterminer I’'image de ~~ par S, Justifier.
2) Soit B’ = S(B).
Montrer que la droite (BB’) est tangentea
Soit Me~ \{A; B},
3) Montrer que les points B ; M ; M’ sont
alignés.

8. | Soit ABC un triangle isocelerectangle
direct en A. Soit Zet " les deux cercles. de

centres respectifs B et C et passant par le point
A et se recoupent en un point G.
Soit D le point diamétralement opposé a A sur
>
1. a) Faire une figure que ' I’on complétera au
fur et a mesure.
b) Montrer qu’il existe une rotation unique r
qui-transforme “A en D et C en B et
déterminer ses éléments caractéristiques.
2) Soit M un point de I"distinct de G.
On pose r(M) = M’.
La droite (GM) coupe Z en N’ et la droite

(GM’)coupe I" en N.
a) Construire les deux points R et S tels que
les quadrilatéres M’GMR et N’GNS soient
des carrés, puis déterminer les éléments
caractéristiques de la similitude directe S qui
transforme MenR et Nen S.
b) Montrer que la droite (RS) passe par un
point fixe, lorsque M varie sur I" privée de G.
3) Soit S’ la similitude directe qui transforme D
enBetBenC. Onappelle | le centrede S .
a)Déterminer ’angle et le rapport de S °.

b) Montrer que: (ID ; 1B) =(GD ; GB) [n] (1)

etque: (ID; IC)=(AD ; AC) [x] (2)

c) Déduire de (1) et de ( 2) la position de | et

déterminer la nature du quadrilatere ACID.

4) Onpose:f=SoS".

Montrer que f est une homothétie et préciser son

rapport et son centre.

9. Dans le plan orienté, on considére un

triangle ABC de sens direct de c6té a. Les
points A ; F ; G sont définis par :

E:%A@ ;ﬁzzéﬁ . CG =1

—CA :
3
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1) Faire une figure que ’on complétera au fur
et & mesure.

2. a) Montrer qu’il existe une unique rotation r

telle que r(A) =Betr(E) =F.

b) Déterminer I’angle et le centre de .

c) Montrer que EFG est un triangle équilatéral

et calculer son aire en fonction de a.

3) Soit S la similitude direct de centre O qui

transforme A en E.

a) Montrer que S(B) = F, puis déterminer S(C).

b) Calculer le rapport de S.

c) Soit a une mesure de l’angle de S,

déterminer la valeur exacte de cosa.

4) Soit | ; J; K ; L les points définis par :

I est 'intersection des segments [AF] et [BG]

J est I’intersection des segments [BG] et [CE]

K est 'intersection des segments [CE] et [AF].

a) Montrer que 1JK est un triangle équilatéral.

b) Montrer que :

Al F Al F
| = bar = bar
41 3 1] 6

c¢) En déduire 1’aire du triangle IJK en fonction
de a.

10 Le plan est rapporté a un repére
orthonormal
(O;u; V).
f:M@Z) >M(2) ; Z2=(1+1)Z+1.
1) Deéterminer la nature et les eléments
caractéristiques de f.
2) Soit Q le point d’affixe i«
Montrer que pour M # Q, le triangle QMM est
isocéle rectangle.
3) Soit I" ’ensembledes points M(x ; Y) tels que :
X2 +y*-2y =0,et Te= (1)
a) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de I'.
b) En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de I" “. Construire I" et " .

11 'ABCD un carré direct de centre .
J le milieu de [Al]. Soit S la similitude directe
qui transforme Aenl et B en J.
1) Déterminer le rapport et un angle de S.
2) Construire C’ =S (C) et D’ = S(D).
3) Démontrer que le centre Q de S appartient au
cercle de diamétre [AD] et au cercle circonscrit
au triangle ABJ, placer Q.

12 ABCD et DEFG deux carrés directs tels
que E est le milieu de [CD].
1) Soit S la similitude directe de centre D qui
transforme A en B.
a) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
b) Déterminer S(E) et la mesure principale de
I’angle (AE ; BF).
2) Soit K le point d’intersection des droites
(AE) et (BF).
a) Montrer que les cercles de diamétres [BD] et
[DF] se recoupent en K.
b) En déduire que les droites (KD) €t ( BF) sont
perpendiculaires et que les pointsC; G ; K
sont alignés.

13 ABCD un carré direct de centre I. Soit P
un point de (BC) distinct de B. les droites (AP)
et (CD) se coupent en Q. la perpendiculaire a
(AP) en A coupe (BC)enRet (CD)enT.

1) Soit r la rotation de centre A et d’angle g :

Déterminer I’image de la droite (BC), puis les
images des points P et B par r.

2) On désigne par N et M les milieux respectifs
de [PT] et'[QR]. Soit S la similitude directe de
centre A de rapportg et d’angle% :

a) Determiner S(B) ; S(R) ; S(P).

b) Déterminer le lieu géométrique du point N
lorsque P décrit la droite (BC) privée de B.

c¢) En déduire que les points M ; N; B; D; I
sont alignés.

14 Dans le plan orienté, on considere un
triangle équilatéral ABC direct de coté a (a > 0).
Soit D et E les images respectives de A et B par
la symétrie de centre C. Soit | le milieu du
segment [BC].

1) Faire une figure ( qui sera complétée au fur
et a mesure).

2. a) Montrer qu’il existe une similitude directe
S1 de centre B et qui transforme D en A.
Déterminer ’angle et le rapport de S1.

b) Soit M un point de la droite (DE) distinct de
DetdeE.

Déterminer le lieu géométrique du point M’
image de M par S;. Construire M’a partir d’une
position donnée de M sur (DE), puis démontrer
que les points M’ ; M ; B et E sont cocycliques
quelque soit la position de M sur (DE).

3) Soit S; la similitude directe qui transforme |
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enBetEenD.

a) Déterminer I’angle et le rapport de S,.

b) Déterminer le centre de S,
4)Onposef=S;0S;.

a) Montrer que f est une similitude directe, puis
donner son angle et son rapport.

b) Montrer que le centre Q de f est le point
d’intersection du cercle de diamétre [BE] avec
un deuxieme cercle I" que I’on déterminera.
Construire Q.

15 ABC un triangle direct, I, J, K les milieux
respectifs de [BC], [CA], [AB]. APB est
isocele rectangle en P direct.

CQA est isocele rectangle en Q direct.

1) Faire une figure.

2) On se propose de montrer que le triangle
IPQ est isocele rectangle direct en I. Soit ¢ la
rotation

vectorielle d’angle —g :

Déterminer ¢ (1P ).
b) Conclure.

16 ABC un triangle direct. APR ; BQC ;
CRA des triangles équilatéraux directs. G est le
centre de gravité de ABC.

1) Faire une figure
2) On se propose de montrer que ABC et PQR
ont le méme centre de gravité G. Soit la

: : T
rotation vectorielle d’angle —.

a) Déterminer @ (AP+BQ+CR ).
b) En déduire la valeur du vecteur
AP +BQ+CR et conclure.

17 On donne deux triangles ABC ; DEF
equilatéraux directs. Soit G et H les points tels
que EDBG et CDFH sont des
parallélogrammes.

Le but de I’exercice est de montrer que le
triangle AGH est equilatéral direct.

Soit @ la rotation vectorielle d’angle g

Montrer que ¢(ATG )= AH et en déduire le
but de ’exercice.

Chapitre 15

Transformations 2

172



v @™ Courbes paramétrées

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;i ; j ).

1. Définition

Soient deux fonctions numériques f et g définies sur un méme intervalle I.

L’ensemble des points M(t) de coordonnées (f(t); g(t)), ou t appartient a I, est une courbe
x = f(t)
y=9(t)
parametre (il peut étre désigné par une autre lettre ). Le point M(t) de coordonées (f(t) ; g(t)) est
appelé point de paramétre t :

OM(t) = f(t).i+g(t).j.
Il n’est pas obligatoire de s’encombrer des notations f et'.g: On écrira-par exemple : soit la courbe de

t2
x(t) =
. . e ) 1+t2
representation paramétrique :

t3
t = >
Yo 1+t

paramétrée dont une représentation paramétrique est :{ t €l. La varaiable t est le

Exemple
Dans le repére orthonormé (O : i ;<j )., une représentation paramétrique du cercle ~ de centre O et
X(6) =Rcos 0"

. ,66[0; 2n].
y(0) =Rsin 6

de rayon R est : {

2. Tangente a une courbe parametrée
Définition

x=f(t)
y=9(t)

Soit C une courbe paramétrée : { tel

Soit M(to) (to 1) un point de <7 .

i f et g sont dérivables en t,
i _ - -

le vecteur: V(t,)=" '(t).i + g '(t).j n'est pas nul.
Alors, la droite passant par le point M(to) et de vecteur directeur V(to)est la tangente 8 C  au point
M(to).
Le vecteur V(t) =x'(t).i+y'(t).] s’appelle le vecteur dérivée ent, ou encore le vecteur tangent a la
courbe en M(t).
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Exemple
C est la courbe définie, dans un repére orthonormal (O ;i ; j ) par la représentation paramétrique :

X(t) = cost . . L.
© . ;te[0; 2n[. Les fonctions f : t > cost et g:+> sin 2t , sont dérivables en ty = T
y(t) =sin2t 2

et Pona: f’(tp) = -sing: -1 et g ’(to) = 2c0s2ty = 2cosm = -2. La courbe C admet donc une

tangente au point My correspondant au parametre ty = g.Cette tangente est la droite qui passe par le

point My(0 ; 0).
Donc le point O, et dont un vecteur directeur est T(—1; —2). Une équation cartésiéenne de la
x -1

tangente est donc,
y -2

=0 ©-2x+y=0.

3. Interprétation cinématique

C est la courbe paramétrique dont une représentation paramétrique est :

{x =f(t)
y=9(t) ’

Un point matériel M se déplace dans le plan, et a chaque insatnt t de ’intervelle I, ses coordonnées

x et y sont données par :
x = f(t) et y = g(t) ou f et g sont deux fonctions deux foix dérivables sur 1.

C est la trajéctoire du point M(t).

A Tinstant tg, M occupe la position My(to) et on'suppose :

f°®,9®) #(0;0).

Le vecteur dérivée : V(t,)= f '(t, )i +d '(t,)-]

est le vecteur vitesse instantanée du point mobile M(t) a I’instant to.

Le vecteur a(t,)=V'(t,)= f"(t,)i+g"(t,).j est appelé vecteur accélération du point mobile M a
I’instant t,.

tel.

4. Construction d’une courbe paramétrée
a) Elimination du parameétre
Soit la courbe paramétrée définie par la représentation paramétrique :

X(t) =cos(t) .
y(t) =sin(t)
la courbe d’équation X2 + y2 =1, c’est —a-dire le cercle ~ de centre O et de rayon 1.

Il n’est pas toujours posssibles d’éliminer, comme ci-dessus, le paramétre.
Il faut, donc, savoir comment tracer une courbe paramétrée.

X(t)

te[0; 2n]. Il est clair que x(t) + y*(t) = 1 et que le point M(t)(y(t)

j appartient a

b) Comment tracer une courbe paramétrée ?
Nous allons tracer la courbe paramétrée @ définie dans le repére orthonormé (O ;i ; j ), par:
X =cos3t = f(t)
{y =sin2t=g(t)
Les fonctions f et g sont de période 2.
Les valeurs du paramétre t et t + 2z donnent le méme point de la courbe.
|1 suffit de faire varier t dans un intervalle [a ; a + 2x] pour obtenir toute la courbe (.

eR
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on en déduit que la courbe admet x’0x comme axe de symétrie

f(-t)=f(t);
siem {1010
g(=t) =-g(t);
f =—f(t);
siem {10
g(t+m) = g(t);
Il suffit alors d’étudier les fonctions sur [0 ; g]. f et g sont dérivables sur [0 ; g] et
ft)=-3sin3t ; g ‘(t)=2cos2t

C est donc symétrique par rapport a (y’oy).

(Ft)=0ectte[0; g])©t= % (@M =0ct te[0; g])cn:%.
On peut établir le tableau de variations suivant :

(Noter ’emplacement des lignes du tableau : les variations de g sont immédiatement lisibles sous
cellesde f).

Ha
Lol a
N |

£t : : 0 R

f ()

]

g°() ‘ 0 : -

Ce tableau nous donne4 points :

A0)=(1;0); 5 y
n J2 —®
B(=)=(-—"1);
(4) ( 5 )
n NR)
Clz)=(-1;—);
(3) ( 5 )
D(Z)=(0;0 = A
(5)=(0;0) . . -
On place ces quatre points (comme I’indique la figure). ‘
Puis, on trace la courbe sur les intervalles :[ 0 ; E] ; [E ; E] ; [E ; E].
4 4 3 3 2
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L’étude des tangentes aux points A ;B ; C etD

facilite le tracé de la courbe.

Nous avons : f “(t) =-3sin3t ; g ‘(t) = 2cos2t,
ce qui permet le calcul des coordonnées d’un N ~
vecteur directeur de la tangente en un point donne : AN ™NL

on obtient :
EnA:pourt=0: (0;2) ;

En B: pourt= —%;O)

EnC:pourt= (0;-1);

o,

3
T

En D: pour t= ) ©(3;-2).

Pour préciser le trace,

on place le point E de I’axe (Oy)
et une tangente en E a la courbe.

Pourt=£:x=0;y=£;
6 2

f’(g) =-3; g’(g):l.

On compléte ensuite la courbe par
symétrie orthogonale d’axes : (Ox) et (Qy).

//
|

e i g ~
N~ ‘f

L4 J qf
“, Ny 1 i IS -J

)

Une telle courbe est appelée courbe de lissajous.
Lissajous est.un Physicien francais ( 1822 — 1880).
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Savoir-faire
A. Applications
Exercice. 1
Montrer que les courbes définies dans un repére par les représentations paramétriques, sont dans ce
repére, les représentations graphiques de fonctions de R dans R que I’on précisera.

X=t+1 X =¢'
) . X=1+—
a) qy=t"-2t ; b)sy=(@0-t)e ; ¢ t-1; te[2;+o].
teR teR y=¢'
Solution

a) x=t+lot=x-1; y=t*-2t =(x—-1)*-2(x-1) ©y=x*-4x +3.
Donc cette représentation paramétrique est la définition de la courbe de :
f(x) = X - 4x + 3 définie sur R.
b) x=e' ©x>0ett=x ,doncy=(1-4{nx) eln<:>y:x(1—lhax).
La courbe définie par cette représentation paramétrique est la courbe de la fonction :
g(x) = (1 - wx ), définie sur 0 ; +oo[.
0 x= 1+ -2 ex-1=-2 et-1= -2 et=1+-2L =X
t-1 t-1 x-1 x=1 Xx-

x+1

yzelzeoyzel: te2;to[o2<te1<t<1&0<

1<1+LS3 & 1<x<3

La courbe définie par cette représentation paramétrique est la courbe de la fonction :

x+1

h(x) = ex-définie sur]1 ; 3].

Exercice. 2

Montrer que les courbes définies par les représentations paramétriques suivantes admettent une
tangente au point correspondant a la valeur donnée du parametre.

Donner une équation de cette tangente.

X =2t —t X =cost+sint

a)sy=t>-2t ;ent=lett=3; b) {y=t+cos2t ent:Oett:g.
teR teR

Solution

Dans les deux cas, les fonctions x(t) et (y(t) sont dérivables sur R .

Les courbes définies ainsi admettent donc des tangentes aux points donnés :
A x’(t)=4t-1;y1)=3t-2 < x(1)=3;y(1)=1;

M(1) = (x(1); ¥(1)) ; x(1) =1;y(1)=-1 <

M) =(1;-1).

Une équation de la tangente a la courbe en M(1) est déterminée par : =0

x-1 3
y+1 1
x—-3y—4=0.

X(3)=18-3=15;y(3) =27-6=21;x’(3)=11; y’(t) = 25,
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Une équation de la tangente en M(3) est déterminee par :

x-15 11|
y—21 25
25(x — 15) -11(y -21) =0 <> 25x -11y -144 = 0.

b) x’(t) = - sint + cost ; y’(t) =1 -2sin2t ;
e X(0)=1;y(0)=1;
x(0) =1;y(0)=1;M(0)—>(1;1)

-1
Une équation de la tangente a la courbe en M(0) est déterminée par : 1 j =0
Xx—y=0.
T T
e X(=)=-1; y(=)=1,;
(2) Y(z)
T T
X =1, y(=)=—-1;
(5 ) (2) 5
T
M(— %»(1 —-1).
x-1" -1
Une équation de la tangente a la courbe en M(g) est déterminée par : T =0
y——+
2

x-1+y-g +t1=0& x+y-g=0.

Exercice. 3

Dans les deux cas suivants déterminer le vecteur vitesse a ’instant to du point mobile M(t) dont les

cordonnées en fonction du temps sont : x(t) et y(t).

Déterminer aussi le vecteur accélération.

a) X(t)=cos2t —1;y(t) = 2cos’t; to = L

6
27

b) X(t)=cos3t ; y(t) = cost ;to = —

Solution
a) x’(t) =- 2sin2t ; y’(t)=- 4sintcost =-2sin2t ;
x’’(t) =-4cos2t ; y’’(t) = - 4cos2t =

T b \/_ n
to= — ;X (= --23|n——-2—— 3.
0= 5 (5) 3 J_ (§)=V3
—[—3

Le vecteur vitesse est V a ’instant to =z x”(E) = y”(E) = -4cosE = -4 ><l =-2.
-3 6 6 6 3 2

U fne % 1g I8 - —
Le vecteur accélération a I’instant ty ZE est a( 2}

b) x’(t) = - 3sin3t ; y’(t) =-sint ; x’’(t) =-9cos3t ; y’’(t) =-cost ;

. 21 \/5

271
entp= — ona:x’(—)=-3sin2xr =0 ; —)=sin—= —— ;
0= 3 ( ) T = y( ) 3 5
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0
) . 2n —
le vecteur vitesse a I’instant tg = ? est V \ﬁ

2
21 21 2n 1
’(—)=-9cos2n =-9;y’(—) =-c0S— = —.
(5 ) T (5 ) 3 3
-9
rr ey _2n -
le vecteur accélération a I’instant tg Y estal 1

2
Exercice. 4

Tracer la courbe paramétrique I" définie dans un repére orthonormé (O i ]) par la représentation

paramétrique :

X(t) =3t* -2
®) ; te[-2; 2]
y(t) =3t -t
Solution
On constate que : x(-t) = x(t) et y(-t) = -y(t).
La courbe admet donc I’axe (Ox) comme axe de symétrie.

11 suffit d’étudier les fonctions x(t) et y(t) sur [0 ; 2].
X(t)=6t;y () =3 -3t =3(L—t)(1 +1).

Ainsi :
t |0 2
x’ + 3) +
1 10
X
-2
2
y /  »
0 -2
y, + 0 -
e On place les 3points y J!/L'\
correspondants 5 \lj’
aux valeurs.du
parametre qui 1
apparaissent dans () B
le tableau de variation ' I
M) = (-2;0) ; 3 | - - 0 I 4 | 5 5 | 7 10 | K
M(1)=(1;2) ; 1
M(2) = (10; -2).
- T NI(2)
e On trace la courbe sur les intervalles [0 ; 1] et [1 ; 2] ou les fonctions
X(t) et y(t) sont monotones toutes les deux.
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Mo
3

- - a ? X 4 5 5 \"7\\ ¢ 10
2 ‘\PM(Z)

Tracons les vecteurs tangents aux points : M(0), M(1), et M(2).
— (0
t=0=x’(0)=0,y’(0)=3 ; donc V(O)[Bj ,

t=1=x(1)=6,y(1)=0 ; donc V(l)@

t=2=x’(2)=12,y’(2)=-9; donc V(Z)[l_zgj

On compléte la courbe I" par symétrie orthogonale d’axe : (OXx).

e X()=03°-2=0 < t2=§<:>t=-\Eout=\E;

2y_ 32,2 2_ T 2. [2\L7 |2
y(- 5)—3\E+3\E 3\E,y(\E) 3ﬁ-

Les points d’intersection de I' avec 1’axe (Oy) ont pour coordonnées :

7|2 .12
(o,g\g)et(o, 3\[3).

e Y1)=0 ©3t-=0 < t8-t)=0<t=00ut=-3 out=+3.
e X(0)=-2 ;x(-V3)=x(¥3)=9-2=7.

Les points d’intersection de I"avec 1’axe (Ox) ont pour coordonnées :
(-2;0)et(7;0).
Finalement on obtient la courbe paramétrique cherchée

y“ ‘
—
/ - p
v
£ 10 > 4 | ¢ ‘>'<\ 9 [ 10 [ 11x
\\ -1 \\
i =i \\\
Ny
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Exercice. 5
Etudier, et représenter dans le plan rapporté & un repére orthonormmal (O ;i ; j) la courbe
g o x(t) =2cost
définie paramétriquement par : )
y(t) =sin2t

Solution
X et y admettent 27t pour période, on peut limiter I’étude a un intervalle de longueur 27 ; par exemple [-x ; @t].

De plus : {x(—t) = 2.cos(—t) = 2c.:ost =x(t)
y(—t) =sin(-2t) = —sin 2t = —y(t)
Ainsi les points M(-t) et M(t) sont symétriques par rapport a I’axe (Ox).
11 suffit d’étudier x et y sur [0 ; =], puis de compléter I’arc obtenu par son symétrique par rapport a (Ox).
X(m—1t) =2cos(n—t) =—-2cost =—x(t)
y(n—1t) =sin(2(n—t) =sin(-2t) = —sin 2t = —y(t)
Les points M(n - t) et M(t) sont donc symétriques par rapport a O, origine du repere. De plus,

Par ailleurs : {

lorsque t décrit I’intervalle [0 ; g], 7 - t décrit I’intervalle [g;n]. Pour obtenir la partie de la courbe
correspondante a te [0 ; «t], il suffit d’étudier x et y sur [0 ; g], puis de compléter 1’arc obtenu par
son symétrique par rapport a O. Il suffit donc d’étudier x et y sur [0 ; g] pour obtenir toute la courbe.

Les fonction x et y sont dérivables sur [O ; g], et : x’(t) = -2sint et y’(t) = 2cos2t.

L’étude du signe de x’(t) et y’(t) permet d’établir le tableau de variations suivant :

T T
t 0 — —
4 2
x'(M | o - 2 - -2
’ \
X J2 —_ ;
1
0 0
y'(t) |2 + 0 - -2
y“
(e 1A
%7 IR IV \llrl_l'}
& '\\ ;4‘ ff" :‘h.
/ N \
(/2 %l\ (0
) N ‘ VIV
P
e, | e ﬁ
° °
1. '. .. Py
v. g.. ..L. .v
v ®
% "'T.. ..f"'""’.
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B. Exercices
Dans chacun des exercices 1 a 5, déterminer une
équation cartésienne du support de la trajectoire
du point M, dont les coordonnées en fonction du

temps t sont :
i x(t)y=2t>

- X(t) = cos2t ; y(t) =sin’t +1 avect [0 ; n].

y(t) =t?-3 avect eR.

- X(t)=t+1 ; y(t)=2t*-3t avecte R.
- X(t) = 2sint ; y(t) =-cost avect eR.
TB x()=22-1 ; y(t)=2t avecteR.
Dans chacun des exercices 6 a 9, déterminer une
équation cartésienne de la tangente au point M(to)

a la courbe  de représentation paramétrique
donnée.

6 ) =tr-t+1;y(H)=t"-1 avecto=1.
-x(t) = cost —sint ; y(t) =t-cost; to =0.
BBl )=t yO=1bt =2

1

-x(t) = c0s?3t ; y(t) = cosE t b=

sin—
2

o

Dans chacun des exercices 10 a 12, déterminer le
vecteur vitesse et le vecteur accélération a
I’instant to du point mobile M(t), dont les
coordonnées, en fonction du temps, sont x(t) et

y(®).

-x(t)—t+ L

; y(t):t-% avec to = 1.

t
—t t+t?
-X(t) = t2 ; y(t) = Lo Ve to=1.

-X(t):[mt ; y(t):% +2lnt -1t =5

I
7

Dans chacun des exercices 13 a 16,
déterminer une représentation paramétrique
de la courbe C passant par le point A de
parametre to et admettant en chacun de ces
points M(t) une tangente de vecteur

directeur V(t).
-V(t) =sin3t. i + cosZt.] t=0; A(% ; 0),

-V(t) \/_(smt|+costj)
R

-\7(t)= e'(i+(1+1)j) . %=0;A2;0),

- A(1 1)

J h=0,A(1;1),

Dans chacun des exercices 17 a 20,
Construire la courbe € de représentation
paramétrique donnée.

x =3t=t?
teR
y=t’

y =sin2t
L
B8 =T te10; e
y=t
- X =Ccos’t
) teR
y=sin’t
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‘ Coniques

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Définition d’une conique par foyer, directrice et excentricité

Soit D une droite donnée dans le plan. Soit E un point donné dans le plan, qui n’appartient pas a D.

Soit e un réel strictement positif. L’ensemble ~ des points M du pan tels que % =g ou Hest le

projeté orthogonal de M sur D, est appelé la conique de foyer F, de directrice D ( associée a F) et
d’excentricité e.

En plus,
Si alors
e=1 7 est appelée une parabole
O<ex<l1 7 est appelée une ellipse
e>1 7 est appelée une hyperbole
e L’image d’une conique par une isométrie ou une similitude, €st une conique de méme excentricité.
e [’axe focal d’une conique de foyer F et de directrice D est la perpendiculaire a D passant par F.
e [’axe focal d’une conique est un axe de symétrie de cette conique.
[ ]

On appelle un sommet d’une conique ~ tout point de «

appartenant a un axe de symétrie de .

Soit " une conique de foyer F, de directrice D, (associée a F)
d’excentricité e. soit K le projeté orthogonal de F sur D.

I\;ture de Le(s) sommet(s) de. & appartenant a I’axe focal (FK) de &
D
Parabole Un sommet qui est le point S milieu du segment [FK] :
Ki
Deux sommets qui sont :
Ellipse S, = bar _El_lfr et S,= bar _El% S, S,
Deux sommets qui sont : D
_ FIK — FIK
Hyperbole S,= bar _1|.é. et S,= bar _1|1
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Il. A propos d’une parabole

On appelle paramétre de la parabole de foyer F et
de directrice D, la distance entre F et D, on le note p ; p = FK. —t

Construction point par point d’une parabole
SoitP Ia parabole de foyer F et de directrice D.

Soit H un point quelconque de D.

Le point M intersection de la médiatrice de [FH]
avec la perpendiculaire a D en H, appartient a P .

La médiatrice de [FH] est la tangente 3P en M.

La tangente au sommet S d’une parabole P de directrice D,

est parallele a D.

[11. Equation cartésienne réduite d’une conique

1) parabole

D
K F
D
| -
F
D
el
N

e Unensemble ~ est une parabole de paramétre | P | si et seulement s’il existe un repére orthonormal
(O:7; j )duplanod ~ admet une équation cartésienne-de la forme : y? = 2px ou x’= 2py avec pe R”.
En plus, le sommet de  est le point O origine du.repére en question.

Casolu & :y°=2px

Casol Z : X°=2py

= [’axe de “ est ’axe ( Ox) des abscisses.
= Le foyer de est F( % ; 0)

= Ladirectrice de v est la droite D

» L’axe de ~ est I’axe ( Oy) des ordonnées
= Le foyer de est F(0 ;%)

= | adirectrice de v est la droite D

d’équation x = - P d’équation y = - P
p<0 p<0
P
R a7 .
} T \
P
p>0 p>0
P p
i u
0 'l’: of =

Une équation de la tangente a ~ au point
Mo( Xo ; Yo) st :
YYo = p(X_+ Xo)

Une équation de la tangente a ~ au point
Mo( Xo ; Yo) est :
XXo = P(y * Yo)

En plus

Une parabole a un seul axe de symétrie, un seul foyer, une seule directrice, un seul sommet.
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2) Ellipse

e Unensemble ~ est une ellipse si et seulement s’il existe un repére orthonormal
(O;i;j)duplanot ~ admet une équation cartésienne de la forme :

2 2
XY o olaeR,;beR};a=b

a’? b?

En plus, le centre de ~ est le point O origine du repéere en question.

Les sommets de ~ sont les points : A(a; 0) ; A’(-a

;0) : B(0;b); (B(0; -b).

Une équation cartésienne de la tangente a ~ au point Mo(Xo ; Yo) €st : X—X2° +% =1
a
En plus,
casou:a>h cas:oua<bhb
= L’axe focal de ~ est I’axe ( Ox) des abscisses | = L’axe focal de est I’axe ( Oy) des
c=+a’-b*. ordonnées ¢ = y/b?—a? |
= L[’excentricit¢ de ~ este = ¢ = [’excentricité de 7 est: e= %
a
= Lesfoyerde “ sontF(c;0);F(-c;0) = Les foyersde ~ sont F(O;c);F(0;-c)
= Les directrice de ~ sont les droites D ; D’ | = Les directrices de ~ sont les droites D et
2 2 2 2
d’équations : X= — et X = 2 D’ d’équations. y =b— ety = D
c c C c
B
B p
A P
K T A 4
— A T A
o -
B,
B’
En plus

Une ellipse a un centre de symeétrie, deux axes de symétries, deux foyers ; deux directrices ; quatre

sommets.

3) Hyperbole

e Unensemble “* est une hyperbole si et seulement s’il existe un repére orthonormal

( Oji;j ) du plan ou admet une équation cartésienne de la forme:

2 2 2 2
X -X . . .
_2_y_2=1; ou—2+y—2:1;ouae R,;beR..
a® b a® b
En plus :
= |ecentre de ~ est le point O origine du repére en question.
= Lesasymptotes de ~ sont les droites A et A’ d’équations : y = Ex ety= —Ex

a a
= c=+a’+b?
185
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2 2 2 2

N X N -X
casou ¢ : —2-:;—=1 casou ¢ : —2+§=1

a
= [’axe focal de “ est I’axe ( Ox) des abscisses = [’axe focal de 7 est I’axe ( Oy) des ordonnées.
= Lessommetsde “ sont A(a;0); A’(-a; 0). = Lessommets de ~ sont B(O; b); A’(0; -b).
. . C . . c

= [’excentricit¢de v est: e= — = [’excentricitéde ~ est: e= —.

a
= Lesfoyerde “ sont F(c;0);F’(-c;0)
= |es directrice de ~ sont les droites D; D’

Les foyers de ~ sont F(0;c);F’(0;-c)

Les directrices de ~ sont les droites D et D’

2 2 2 2

e a a L
d’équations : X = — et x=-—. d’équations y=— ety =-—
C C C C

= Une équation de la tangente a ~ au point = Une équation de la tangente & ~ au point
XX -XX
Mo(Xo ; Yo) est : _a20 -—3220 =1 Mo(Xo ;o) est : —° +% =1
a

= Sia=b,alors ~ est appelée une hyperbole eéquilatere

= Une hyperbole a un centre de symétrie, deux axes de symétries, deux foyers ; deux directrices et deux Sommets,

= Latangente a une conique - en I’un quelconque de ses sommets est perpendiculaire a 1’axe de
symétrie de ~~ contenant ce sommet.

IV. Définition par les deux foyers d’une conique bifocale
1) Ellipse

Soit F et F* deux points distincts donnés dans le plan. Soit a un réel strictement positif tel que FF* < 2a.
L’ellipse ~ de foyer F et F’ et de grand axe mesurant 2a est ’ensemble des points M du plan tels
que : MF + MF’ = 2a.

En plus B
Lecentre de ~ est Q milieu de [FF’], P
L’axe focal de ~ est la droite (FF”),

Les deux sommets de ~ situés sur (FF”),
appartiennent au cercle de centre Q et de rayon a.
L’axe non focal de " est la médiatrice A de [FF’], v
Les deux sommets de  situes sur A,
appartiennent au cercle de centre I’'un des foyers et de rayon a. B’

[ ]
me

= c= QF; "a=0QA=FB
= [’excentricité de ~ este = ¢
a
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Construction point par point de Z aI’aide d’un cercle directeur de 2

Etant donné une ellipse " de foyer F et F* et de grand axe mesurant 2a,

on appelle le cercle directeur de “ relatif au foyer F’,

le cercle > de centre F’ et de rayon 2a.

Soit K un point quelconque de Z .
Le point M intersection de la meédiatrice

de [FK] avec la droite [F’K], appartient a .

La médiatrice de [FK] est la tangente a ~ en M.

2) Hyperbole

Soit F et F” deux points distincts donnés dans le plan.
Soit a un réel strictement positif tel que FF’ > 2a.
L’hyperbole ~ de foyer F et F’ de sommets distants de 2a est I’ensemble des points M du plan tels

que : | MF-MF’ | = 2a.

En plus
= Lecentre de ~ est le milieu de [FF’],
= [’axe focal de ~ est la droite (FF)

= L’axe non focal de ~ est la médiatrice de [FF’].

Construction point par point de Z aI’aide d’un cercle directeur de %z
Soit " une hyperbole de foyers F et F* et de sommets distants de 2a.

= > cercle de centre F’ et de rayon 2a
(cercle directeur de “ relatif a F*),
" Z coupe le cercle de diametre

[FF’] en Ky et Ko.
Soit K un point quelconque du petit
arc “K,K; de > privé de K; et Ko.

Le point M intersection de 1a médiatrice

de [FK] avec la droite (F’K), appartient a .
= La médiatrice de [FK] est la tangente a ~ en M.
= Les médiatrices des segments [FK;] et [FK;]

sont les asymptotes.de .

*
- K
- TR
* 1 "’ﬂ“
K ) 23
k M
L4 L
o Yo, K’ -":"‘ ¢“
L - “ . *
~ ., PO SRS
y Yo i ‘}:‘ .
= ‘e . . _;;"
N o g’ .
. 0, . o
- LA o ENCERS
ot L A
3 MK - 0
\

-
.
.
.
.
.
.

.

.
.
----------
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Savoir-faire

A. Applications
Exercice 1
ABCD un carré directe de centre O. | et J les milieux respectifs de [AD] et [CD].
Soit P la parabole de sommet | et de foyer A.
1. Déterminer la directrice de P .
2. Montrer que B appartient a P et préciser la tangente a P en B.
3. Soit P ¢ Iimage de P par le quart de tour indirect de centre O. déterminer la nature et les
éléments géométriques de P “.
4. Tracerp eth-.
Solution
1. Comme I’axe focal de P est la droite (1A) et que D
est le symétrique de A par rapport a | et que la
droite (CD) est perpendiculaire a (1A),
donc la directrice de P est la droite (CD).
2. Comme : BA=BCetqueCestle
projeté orthogonal de B sur (CD). Donc Be P.
La médiatrice [BD] du segment [AC] est la tangente a P en B. P/

l—1J

3. Comme: R<A —D ;donc P “est la parabole de sommet J, de foyer D et de directrice la droite (BC).
(CD) — (BC)
Exercice 2
ABC un triangle isocéle en C, avec | milieu de [AB] ettel que : AB=6;1C = 2.
Soit E I’ellipse de foyers A et B et passant par C.
1) Quelle est la longueur du grand axe de E ?
2) Préciser un sommet de E, déterminer et construire les trois autres sommets de E. Tracer E.
3) Déterminer ’excentricité de E.
Solution
1. Comme CeE et A et B foyers.de E ; la longueur du grand axe de E est : 2a=CA + CB = 2CA ;
Or AC? = AI? + IC?= 94 4 = 13 ; donc AC = 13 ; d’ou 2a=2/13.
2. Comme (IC) est la médiatrice de [AB] ; donc ( IC) est I’axe non focal deC(E).
Or ; Ce(IC) ; donc C est un sommet de E.
Le deuxieme sommet de E sur (IC) est D = Sag(C).
L’axe focalde E étant (AB) ; les 0
deux sommets de E sur (AB) sont les points G et H G{A | B fH
d’intersection de (AB) avec le cercle de centre |
(centre de E) et de rayon a = AC.

D
3. Commec=lA=3eta=AC= \/]3 ; donc I’excentricité de E est ¢ = c_ 3 = @ :

a 13 13

Exercice 3

On considére le plan complexe muni d’u repére orthonormal (O ; u; \7) .

Onpose:Z =1+¢% et 27 =1-¢";0€[0;2n].

Soit M’ et M”’ les points d’affixes respectives Z’ et Z”’. Soit G = bar {(M 53), (I\/I";Z)}.

1) Déterminer I’affixe du point G en fonction de 6.

2) Montrer que si 6 décrit [0 ; 2xt] alors le lieu géométrique I" *de G est une ellipse dont on donnera

une équation cartésienne.
3) Déterminer le centre et les sommets et calculer I’excentricité de I’ellipse I °. Construire I °.
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Solution
1) L’affixe du point G est Zg:

3Z2'+2Z" 3(1+cosO+isin0)+ 2(1- cosO+ isin@) 1 .
Zs = c = c ;douZG=1+gcose+|sm9;

1
X=1+-C0s0

. 9e [O;Zn] - 5(x —1) =cosO

2) Soit G(x;y) <

y=sino y=sin@

. . ) X=x-1
Donc, I' * a pour équation cartésienne : 25(x — 1)* + y? = 1, Or, avec

2 2
X Y 1
—+—2=1;D0nc, '’ estuneellipseoua = — et b= 1= (a<h).
12 @ 5
(5)

[ , 1 f24 2+/6
3) Les éléments caractéristiques de I" *: ¢ = b2 —a2 = 1—2—5 = 2—5 = T\F ; Pexcentricité de T” est e =

c_26

,96[0; Zn] < 25(x -1 +y* =1,

; I' 7 a pour équation cartésienne :

b 5
Nouveau repére (Q; G;\?) Représentation
e Lecentredel’ " estQ(0;0); 1 B
e Les sommets de T" * sont A(% ; 0); A’(-% ; 0); B(03;21);
B’(0 ; -1).
Ancien repére (O; U;V) Al [N
e Lecentredel" estQ(1;0); °
e Les sommets de I ’sont A(g ; 0); A’(% ;0); B(l; 1);
B’(1;-1). -

Exercice 4
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (O ; U ; V) .Onpose Z = x +iy ; x ety del] .

1.) Déterminer une équation cartésienne de I’ensemble H des points M d’affixe Z tels que : Re(Z — i)*=

2.) Reconnaitre H, donner.son.centre, ses sommets, ses asymptotes et tracer H.
Solution
1) (Z-i)= (x+ily=1)7"=x-(y-1)° +2ix(y-1);
Donc Re(Z —i)® = 1< X%~ (y-1)?=1; donc une équation cartésienne de Hest x*- (y—1)*=1
X =X _— X2 Y?
2.) Avec + H a pour équation cartésienne —— ——— =
Y=y-1 ®»° O

Donc, H.est une hyperbole équilatére (a=b = 1).

Nouveau repére (Q ; GQ)
Le centre de H est Q(0;0) ;
Les sommets de H sont A(1; 0) ; A’(-1; 0);
Les asymptotes de H sont :

Y=Xet A:Y=-X

Ancien repére (O ; l];\?)

Le centrede Hest Q(0;1);

Les sommets de Hsont A(1;1); A’(-1; 1) ;

Les asymptotes de H sont :
y=x+let A:y=-x+1

> o o o

> o o o
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B. Exercices

1. Soit ~ une conique de foyer F de
directrice D et d’excentricité e.
1. Montrer que ~ ne rencontre pas D
2. Montrer que F n’appartient pas a D.

2. Soit Dune droite et F un point n’appartient
pas a D. Soit ~; la parabole de foyer F et de
directrice D.

5 une ellipse de foyer et de directrice
associées F et D.

3 une hyperbole de foyer et de directrice
associés F et D.

Montrer que “1; “2; ~3sont disjointes deux
a deux.

3 Soit P une parabole de foyer F et de
parametre p.

1. Déterminer
possibles de P.
2. Soit d une droite passant par F.
Montrer qu’il existe deux paraboles P; et P,
de foyers F et de directrices paralléles a d.
Construire Py et Ps.

4. Soit ABC un triangle et | milieu de [BC].

Soit P la parabole de foyer | et tangente aux

droites (AB) et (AC).

1. Construire la directrice de P et son sommet.

2. Construire les points de contact de P avec
(AB) et (AC).

3. TracerP.

5 Déterminer la nature et les élements
geométriques de la courbe I d’équation (E) dans
un repére orthonormal (O'; i ; j) et tracer T.

1. (E):(x-1)%42y=0
2. (E):4(x+1)*+16y° =1
3. (E): x*-2y°+2x -4y = 0

I’ensemble des directrices

6. ABCDun carré. | milieu de [AD].
Soit P la parabole de sommet I, de directrice (AB).

1. Déterminer une équation cartésienne de P
dans le repére orthonormal (I; AB; AD).
2. Veérifier que C appartient a P

3. Vérifier que la tangente a P “en C est la
droite (AC).

7. Dans le plan orienté, on considére un,
losange ABCD direct de centre O, tel que :

(AB ; ,ﬁ)zg [27], 1; J; K; L les milieux

respectifs de [AB] ; [BC] ; [CA] ; [AD].
P un point de [OA) tel que le triangle PBD soit

rectangle en P. soit E I’ellipse de foyer B et C et
passant par O. Soit 2a (a > 0) la longueur du grand axe de E.
1. Montrer que K appartient a E tel que CP = 2a

2. En déduire une construction géométrique a
justifier des deux sommets de 1’axe focal et
des deux autres sommets. Construire E

g |Le plan est muni d’un repére orthonormal

O;i; ]), on considere ’ensemble E des points

M(x ; y) tels que :

250 +y?*) = (3x -16)* ;7 (1)

En interprétant géométriquement la relation (1),

montrer que E est une ellipse de foyer O et de

directrice la droite A d’équation x = %

Déterminer I’excentricité de E. tracer E.
Dans la suite, on désigne par M un point de E et
0 une mesure de.(u;OM ).
Déduire de la relation (1), une relation du
premier degré entre OM et ’abscisse x de M.

16

Montrer que.: OM = ——.
5+3cos0

On suppose que : 6 € ] g ; g[. La droite (OM)

coupe A en I et recoupe E en M’.
Montrer que : L1 = 2 .
OM OM' Ol
9. Soit0 €[0; 2xl.
1. Résoudre dans C I’équation,
Z% -8Zcosh + 16 — 7 sin“0 = 0
Soit Z; et Z;, ses deux solutions.
2. Le plan complexe est muni d’un repére
orthonormal direct d’unité 1 cm, (O ;
u; v). Soit My(Z1) ; Ma(Zo) ; T Iensemble
des points M; et M, lorsque 6 décrit [ O ; 2nx[.
a) Déterminer une équation cartésienne de I' .
b) Reconnaitre I", donner ses €léments
géométriques caractéristiques, construirel”.
3. Soit A(0 ;1) et Me T, on désigne par G le
barycentre du systéme

{(A; =3); (M; D}
a) Montrer que lorsque M décrit T', alors G

décrit une ellipse T" ‘et déduire les coordonnées
des sommets et du centre de T °.
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b) Déduire une équation de T" ‘. Construire T" ¢
dans le repére orthonormal (O : u ; v).

c) Pour 6 = g placer les points M; ; My ; Gy ;

G, dans la figure précédente.

10 ABCD un carré de centre O. I, J les milieux
respectifs de [AB] ; [AD], on pose AB = a..
D la parabole de sommet J et de directrice ( CD).
E Pellipse de foyer A et B et de grand axe
mesurant AC.

1.) a) Quel est le foyer et le paramétre de P ?

b) Quelle est la tangente de Pen J ?
2.) a) Quel est le centre de E ?
b) Montrer que O est un sommet de E et
préciser la tangente a E en O.
c) construire les autres sommets de E.
d) Déterminer I’excentricité de E

3.) Tracer PetE.

11 Dans I’ensemble C des nombres
complexes, on considere I’équation
E:Z?(cost)Z + 4 +5sint =0:oute [0; n/[
est un parametre.

1. Résoudre dansC, I’équation E, noter Z; et
Z, les solutions avec Im(Z;) > 0.

2. Dans le plan complexe, soit® Mi(Z;) et
M2(Z2)

a) Démontrer que lorsque t varie dans [0 ; 6 ], alors
M, et M, décrivent une ellipse I" dont on donnera
une équation cartésienne.

b) Donner les éléments-caractéristiques de I’ellipse
I" pour la construire.

c) Placer les points M1 et M2 pou t = g

3. Soit f l’application qui au point M ( Z =x + iy)

associe le point M’(Z’ =x’ +1iy’) tel que :
SZ+7Z
L Y

a) Ecrire x’ ety’ en fonction de x et y.

b) Onposef(I)=T°
Donner une équation cartésienne de I'¢. vérifier
que T “ est un cercle dont on précisera le centre
et le rayon pour le construire.

c) En déduire une méthode géométrique qui permet
de construire " point par point a partir de I"*.

« Affinité orthogonale »

12 Soit D une droite donnée, soit k un
nombre
réel donné. f définie par :

MeD < f(M)=M; (MgDetf(M)=M") =
HM' = kHM; avec H projeté orthogonal de M sur

F est appelée une affinité orthogonale de rapport

k et d’axe D.

1) Déterminer I’expression analytique de
I’affinité orthogonal d’axe (Ox) et de rapport

% dans un repére orthonormal (O 5 i.; ).

2) Soit I" I’ensemble d’équation cartésienne :
2 2

XY _1etr=H(n)
416

a) Donner les éléments géométriques de T, puis
construire I'.

b) Donner.une équation cartésienne de T “.
Reconnaitre ; caractériser et construire I" .

13 Soit D une droite et A un point donné
n’appartenant pas a D. Soit A’ le projeté
orthogonal de A sur D.

1) Déterminer le lieu géométrique I du foyer F
d’une parabole passant par A et de directrice
D.

Construirel".

2) En déduire le lieu géométrique I" © du sommet
S d’une parabole passant par A et de
directrice D.

Construire T" “.

14 Dans le plan muni d’un repére

orthonormal (O; i; j), on considére
I’ensemble I des points M(X ; y) du plan tel
2 2

que : X—+yF=1;ou acR;beR"
a
1) Déterminer suivant les valeurs de aet b la
nature de I".
2) Donner les éléments géométriques de I et le
construire dans chacun des cas :

a) a=4 ; b=9;
by a=-4; b=9
c) a=b=4.
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Cercle principal et paramétrage d’une ellipse
15 | Le plan est rapporté a un repere

orthonormal

(0;7;]).Soitaetb deux réels strictement

positifs tels que : a > b. !
1) Déterminer

I’expression b) B
analytique T

de I’affinité A A
orthogonale f -a of 1 a
d’axe (Ox) \/
et de rapport 2. -b| B’

2) Soit I" le cercle de centre O et de rayon a.
Soit " I’'image de I" par f .
a) Donner une équation cartésienne de I
b) En déduire une équation cartesienne de
puis que ~ est une ellipse.
(le cercle T'est appelé le cercle principal de
Iellipse ~).
3) a) Donner une représentation paramétrique de I’
b) En deéduire que : | < 2°°
y=Dbsin®
Constitue une représentation paramétrique de
I’ellipse 7.

Equation d’une hyperbole rapportée a ses
asymptotes
16 Soit ~ une hyperbole.de centre O et

X2 y2
d’équation réduite — o 1 dans le repére
a
orthonormal (0; i j) (‘ou Paxe focal de ~
est (O; T).

1) Considérons le repére (O ;u ; V),
avecu=OB=ai-bj ; v=OA=ai+bj.

<0< .

( u et vsont deux vecteurs directeurs des
asymptotes de ). Soit M un point de
coordonnées (x ; y) dans le repére orthonormal.

(O i; j)etdecoordonnées (X :Y) dans le
repére (O ;U ; V).

a) Montrerquex=a(X+Y)ety=b(X-Y).
b) Montrer que dans’le repére (O :u ; v)

I’équation de ~ est alors, X.Y = %

2) Choisissons maintenant un autre repere
(O;U; ; v,) ol usest colinéaire & uet v;est
colinéaire av .

Montrer que dans le repére (O ; Uy ; V1 )

I’hyperbole ~ a une équation de la forme
Y1.X; =k ou Kk est un reel non nul.

3)Soit (O ; u ; v) un repére quelconque et k un
réel non nul. Soit I" I’ensemble des points
M(X ; y) tels que xy = k.
Montrer que T" est une hyperbole ayant pour
asymptotes les axes du repére.
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crure ‘ Probabilités

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Dénombrement (Rappel)

1. Produit cartésien d’ensembles finis

Définition

E et F sont deux ensembles finis et non vides.

Le produit cartésien de E par F, noté E x F, est I’ensemble des couples (x ; y) formés d’un élément
x de E suivi d’un élément y de F.

Théoreme
Si E et F sont des ensembles finis tels que CardE = n et CardF = p, alors E x F est un ensemble fini
et Card(E x F) = np.

2. p-liste- arrangement- permutation

a) p-liste

Définition

Soit E un ensemble fini et n son cardinal, soit p un entier naturel non nul.

Une p-liste d’éléments de E est un p-uplet (a; ; az; ... ;ap) constitué d’éléments de E. I’ensemble des

p-listes d’é1éments de E se note EP.

Théoréme
E est un ensemble fini tel que CardE = n. Pour tout naturel p > 1, ona : Card E? = nP,

b) Arrangement- permutation

Définition

n et p sont des naturels tels que 1 < p <n et F est un ensemble a n éléments.

Un arrangement de p éléments de F est un p-uplet d’éléments deux a deux distincts de F.

Théoreme
Le nombre d’arrangements de p ¢léments d’un ensemble a n éléments, avec 1 <p <n, est:
n(n—1)...(n—p + 1). On note ce nombre A", soit A” =n(n—1)...(n—p + 1).

¢) Permutation

Définition 1

n est un naturel non nul et F est un ensemble tel que cardF = n. une permutation des éléments de F
est un arrangement de n éléments de F.

D’apres le théoréeme précédent, le nombre de permutation est :

Ar=nn-1)...n—n+1)=nn-1)...x2x 1.
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Définition 2

n est un naturel non nul, on désigne par n! ( qui se lit factorielle n ) le nombre defini par :
e nl=n(n—1)...x2x1;pourtoutn=0;
o et0!=1

Théoréme

Le nombre de permutation de n éléments est nl.

d) Autre écriture de AP

La notation “’factorielle’” permet d’écrire d’une autre fagon le nombre AP,
Ona A" =n(n—1)....n—p +1),
Multiplions et divisons simultanément ce produit de facteurs par (n — p)...x/2 x 1,.il vient

n(n—l)...(n—p+1)(n—p)><...><2><1’d,ofl A = n! |
(n—p)!

AP =
" (n—p)><...><2><1!

3. Parties a p éléments d’un ensemble a n éléments (p < nN)
Théoreme
AP
Le nombre de parties a p éléments d’un ensemble’a n éléments, avec p < n, est p—';, on note ce

AP n!

nombre Ch,onadonc; C) = — = ————
p!  (n-p)p!

Définition
Une partie a p éléments d’un ensemble F a n éléments (p < n s’appelle une combinaison de p des n
éléments de F.

4. Propriétés des C!

a) pour tout natureln.: C'=1et C" =1

b) pour tout natureln>1:C! =n

c) pour tout naturel net ptelsquep<nona: C; " =C"

d) pourtout naturelnetptelsque 1<p<n-l:ona: C!=CP +CP,

la propriété (d) va permettre de calculer rapidement de proche en proche les C!sans utiliser
n!

(n—p)'p!

sur le tableau qui suit , appelé triangle de pascal, a ’intersection de la ligne “’n’’ et de la colonne

¢ 29

p’’ on lit le naturel C?.
On le compléte en commengant & remplir la colonne “p = 0°” a I’aide des chiffres 1 (car CJ =1 ) et

la diagonale a I’aide des chiffres 1 (car C, =1). On le compléte ensuite en utilisant & chaque fois la
propriété (d).
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Triangle de Pascale

0 1 2 3 4 5 6 7 8
n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 61 15 20115 6 1
7 1 7 21 1 3513 21 7 1
8 1 8 28 5 70 56 28 8 1

5. Le binbme de Newton

Pour tous complexes a et b, et pour tout naturel n > 1
n

(a+b)" = > CPa"Ph® =Cla" +Cia" b +...+C) "ab"* + Cjb"
p=0

Cette égalité est appelée formule du binbme de Newton.

e Le nombre de parties d’un ensemble a n éléments est 2".

I1. Probabilité
1. Vocabulaire
a) Expérience aléatoire, univers

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut prévoir avec certitude quel en sera le

résultat, avant de 1’effectuer.

L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé univers.
Exemple

Lancer un dé a six faces numérotées de 1 a 6 est une expérience aléatoire.

L’univers de cette expérience est 2 = {1 0 2:3:4:5; 6}.
b) Evénement

Un événement est une partie de ’univers.
Exemple

Dans I’exemple précédent A = {1 :3:5 } est un événement.

A est I’événement ‘’obtenir un nombre impair’” B = {6} est un événement elémentaire.

= ¢ est ’événement impossible
= JPunivers Q est ’événement certain
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c) Si A et B sont deux événements :

e A N B estl’événement > A et B”

e A UB estl’événement > A ouB”’

d) SIAN B =¢,ondit que A et B sont incompatibles ( disjoints)

e) A est ’événement contraire de A

Ona: A N A= o; Au A=Q , 0U Q est 'univers li¢ a I’expérience.

2) Notion de probabilité

Considérons une expérience aléatoire d’universQ.

La probabilité d’un événement A est un nombre, compris entre 0 et 1, mesurant les “’chances’’ que
cet événement a de se produire ; c’est la somme des probabilités des événements élémentaires
inclus dans A.

On note ce nombre souvent P(A). Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on
dit que I’hypothése d’équiprobabilité est satisfaite. On a alors, pour tout événement A

P(A) = cardA _
cardQ)
Exemple

On jette un dé a six faces numérotés de 1 & 6, non truque.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A © avoir un nombre pair’’ ; B “’avoir un multiple de 3°” ;° € ’’avoir un nombre supérieur
al2”
Solution
L’univers de cette épreuve est Q = {1 :2:3:4:5; 6}.
« A={2;4;6}; P(A)= cardA _3_1
cardQ 6 2

« B= {3; 6} . P(B) = cardB:g:l

card? 63
e C={3;4;5:6); pC=dC._4_2

cardQ 6 3

3) Propriétés

Considérons une expérience aléatoire d’univers

e Pour tout événement Aona:0<P(A)<1

e La probabilité de ’événement certain est 1 ; celle de ’événement impossible est O :
P(Q)=1; P(¢)=0.

e SiAet A sontdeux événements contraires, alors, P(A) =1 - P(A)

e Pour.tous événements A et B, la probabilité de la réunion A U B est
P(AUB)=P(A) +P(B)-P(ANB).

e SiAet B sontincompatiblesona:P(Au B)=P(A) +P(B).

4. Probabilité conditionnelle
Définition

A et B sont deux événements et A n’est pas I’événement impossible, c’est-a-dire P(A) = 0.
On appelle probabilité conditionnelle de B, sous I’hypothése A ( c’est-a-dire la probabilité pour que
P(ANB)

B se réalise sachant que A est réalisé), le réel, noté P(B\A) et défini par P(B\A) = P(A)
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5. Evénements indépendants

a) Définition

A et B sont deux événements et B n’est pas I’événement certain, ni I’événement impossible
(P(B)=1etP(B)=0).

Dire que A est indépendant de B en probabilité signifie que : P(A\B) = P(A\B).

b) Théoreme
A et B sont deux événements indépendants si et seulement si: P(A N B) =P(A) x P(B).

6. Variable aléatoire

Définition 1

Q) est ’ensemble des issues (univers) d’une expérience aléatoire.

Toute fonction définie sur Q a valeurs dans R est appelée une variable aléatoire.
Une variable aléatoire est noté a I’aide d’une lettre majuscule : X ;Y ; Z ;...

Exemple :

On considére trois piéces de monnaie discernables, non truquées. On jette les trois piéces et on
considere la variable aléatoire X associée au nombre de c6tés “’pile’’, obtenus (on désignera le coté
pile par P et le coté face par F).

Déterminer 1’ensemble des valeurs de X.
Soit Q I'univers associé a cette expérience, donc,

Q= {FFF; FFP : FPF : PFF ; PPF; PFP ;: FPP ;: PPP }
L’ensemble des valeurs de X est noté
X@)=1{0;1;2;3}.

Définition 2
X est une variable aléatoire définie sur un ensemble fini Q et X(Q) = {xl P Xy 3 X, fest
I’ensemble des valeurs possibles de X.

On appelle loi de probabilité ‘de X la fonction f de X(Q2) dans [0 ; 1] , qui a chaque xi associe la
probabilité de 1’événement Aj, réunion des événements élémentaires d’images x; par X.

Pour tout naturel i, 1 <i < n, on note f (x;) = P(Ai) = P(X= X)).

Exemple

Reprenons I’exemple précédent des trois pieces de monnaie.

X(@)={0;1;2;3}; P(X=0)=P({FFF} :% ; P(X=1)=P({FFP ; FPF ; PFF}) =

oo | w

P(X=2)= P({PPF; PFP ; FPP} :g ; P(X =3) =P({PPP}) =

|~

Le tableau suivant représente la loi de probabilité de X.

Xi 0 1 2 3
exy | L 13 3]
8 8 8 8

Définition 3

X est une variable aléatoire définie sur un ensemble Q.
On appelle fonction de répartition de X la fonction F de R dans [O ; 1], définie pour tout réel a
par: F(a) = P(X<a).
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Définition 4
X0 %5 X,
1<i<n;Pi=P(X=x).

On appelle espérance mathématiques variance de X le réel noté E(X), défini par :

EX) = 2,

} est I’ensemble des images d’une variable aléatoire X. pour tout naturel i tel que :

Définition 5

X est une variable aléatoire dont I’ensemble des images est xj; X2; ...xn et dont 1’epérience
mathématique est E(X) = m.

Posons pour tout naturel i;telque:1<i<n;pi=p(X=Xx). Onappelle

a) Variance de X , le réel noté V(X), tel que : V(X) = E[(X-m)?*] = Z(xi —m)?p, -
i=1
b) Ecart- type de X le réel noté o(X) = JV(X) :

Remarque
Il est souvent plus commode de calculer V(X) grace a la formule de Koenig: V(X) = E(X?) —

[E(X)T°

Exemple

Il s’agit de reprendre encore I’exemple précédent.

Définir la fonction de répartition F de X et la représenter

Calculer I’espérance mathématique E(X), la variance et 1’écart type o(X) de X.

Solution
a) X(@)=1{0;1;2;3};

* si x € |-o0; 0] ; F(x)= 0 ;esi x€]0;.1]; F(x)= %; e sixelL 2]; F(x):%+§:g
esixe]2; 3]; F(X)=E+§+§:Z;o sixel3; +oof; F(x):l+§+§+l:1

8.8 8 8 8 8 8 8
Représentation graphique de F b) L’espérance mathématique de X

EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X=2) +3xP(X=3),

1 > 3.6, 3 _12 3
E(X)=0 — — — = — =—,
s >—e C0=0" 5 8 8 8 2
La variance de X : V(X) = E(X?) - [E(X)]’=
3 Py 2
: (0*P(X = (0) + (1°P(X = 1) + (2)’P(X = 2) + (3)*P(X=3) - @

112 9 9 22 9 11 9
G VX)= 0+ 44222 2= 2
¢ %) 8 8 8 4 8 4 4 4

5(X) = \V(X) =\E=%:€

2_1.
4 2
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7. Schéma de Bernoulli — Loi binomiale

e On appelle suite d’épreuves ( ou schéma ) de Bernoulli I’expérience qui consiste a répéter
plusieurs fois, de fagon indépendante, une épreuve ayant deux issues possibles : I'une appelée
’succes’’, ’autre appelée “’échec’’.

e Soit une suite de n épreuves de Bernoulli avec, pour chaque épreuve, la probabilité p pour le
succes
(donc :q = 1- p pour I’échec).
Soit k un élément de {1; 2:...N }Ia probabilité Py d’obtenir k succés au cours de ces n

épreuves Vérifie : Py= Ckp*q™™.

L’application k : > Py est appelée loi binomiale de parametre (n ; p).

Exemple

a) Lors d’un examen, on pose a un candidat une question en lui proposant trois réponses ; parmi
elles ; une seule est correcte. le candidat choisit au hasard 1’une des réponses proposées. Quelle
est la probabilité pour qu’il donne la réponse exacte ?

b) un test se compose de quatre questions posées dans les conditions ci-dessus.
Quelle est la probabilité pour que le candidat donne les réponses exactes a trois-questions ? a
quatre questions ?

Solution
Il est clair que la probabilité que le candidat donne la réponse exacte est % :

b) Un test est une suite de quatre questions dont les réponses sont independantes deux a deux. Une
réponse peut étre soit exacte, soit fausse. 1l s’agit donc d’un schéma de Bernoulli.

e 4 est le nombre d’épreuves, doncn=4; %est la probabilit¢ d’un succes ; p = % :

. %est la probabilité d’un échec : q :§

Il en résulte que la probabilité p; que le candidat donne trois bonnes réponses est :

1V(2) 8
=cix[] 2] =8,
Ps “X(sj (3) 81

De méme, la probabilité que le candidat donne quatre bonnes réponses est
1) (2)

= C4 —_ — =—1
Pa “X(sj (3) 81
Théoréme
Soit X une variable aléatoire qui comptabilise le nombre de succes obtenus dans un schéma de
Bernoulli.de parametre (n ; p), alors, on a:
e P(X=K)=Cxp“q"™;
e E(X)=np
e V(X)=npq
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Savoir-faire

A. Applications

Exercice. 1

On considére un réseau téléphonique dont les numéros de téléphone ont 8 chiffres. Quelle est la
capacité théorique du réseau ?

Solution
Un numéro de téléphone est un 8-uplet d’éléments de : {0 ;1,2;3;4;5;6;7;8;9}.1llya

donc 10® numéros possibles, ce qui signifie que la capacité théorique du réseau est de 100 000 000
de numeros.

Exercice. 2

Une assemblée de 30 personnes doit élire un bureau composé de quatre membres(un président ; un
vice- président ; un secrétaire et un trésorier).

Combien y a-t-il de bureau possibles, sachant que chacune des 30 personnes est éligible et a
n’importe quel poste ?

Solution

Elire un bureau revient a considérer un arrangement de quatre ¢léments de 1’ensemble des 30
personnes, car une personne ne peut occuper deux postes différentes, d’ou le nombre de burcaux
possibles :

A}, =30x29x28x27 =657.720 .

Exercice. 3
Dix cyclistes prennent le départ d’une course. Tous arrivent, il n’y a pas d’ex a&quo. Combien y a-t-
il de classements possibles ?

Solution
Le nombre de classements est celui des permutations des éléments d’un ensemble de cardinal 10,
c’est a-dire : 10 !, soit 3 628 800.

Exercice. 4

Une classe comporte vingt éleves : douze filles et huit garcons.

Le professeur de Francais décide de désigner un groupe de travail de trois éléves charges de
préparer un expose.

a) Quel est le nombre de groupes possibles ?

b) Combien.y a t-il de groupes constitués de trois filles ?

c) Combien ya-t-il de groupes constitués de deux filles et d’un gargon ?

Solution
a) le nombre de groupes constitués est égal au nombre de combinaisons de 3 éléments d’un

ensemble & 20 éléments soit C5, = 20619x18 _ 1149

3x2
b) le nombre de groupes constitués de 3 filles est égal au hombre de combinaison de 3 éléments

d’un ensemble & 12 éléments (le nombre de filles est 12), soit C;, = 12>x11x10 _ 220.

X
c) le nombre de groupes constitués de deux filles et dun garcon est:

2 xct =124 g 6y11x8-528.
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Exercice. 5

Un sac contient 6 boules blanches et 7 boules noires. On tire simultanément 3 boules de ce sac.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir
e 3 boules blanches ?
e 3 boules noires
¢ 1 boule blanche et 2 boules noires ?
¢ 1 boule noire et 2 boules blanches ?
b) Vérifier les résultats précédents en calculant la somme des probabilités ainsi obtenues.

Solution

_ 13x12x11

Le nombre de tirages possibles est : C?,, donc cardQ = C?, = 32
X

cardQ) = 286
6x5x4

3x2

Donc, la probabilité d’obtenir 3 boules blanches est : p; = 20

286
=7x5=35,

=5x4=20.

a) Le nombre de tirages de 3 boules blanches est : C} =

7x6x5

3x2

Le nombre de tirages de 3 boules noires est : C3 =

Donc, la probabilité d’obtenir 3 boules noires est : p; = 35,

286
7%x6

Le nombre de tirages de 2 boules noires et 1 boule blanche est: C>xC; =

La probabilité d’obtenir 2 boules noires et 1 boule blanche est : p3 = 126

286
Le nombre de tirage de 2 boules blanches et 1 boule noire estCZ xC: =15x7 =105,

La probabilité d’obtenir 2 boules blanches et une boule noire est : ps = 105

286

b) P1 + P2+ Ps + pa = 20 N 35 . 126 + 105 _ 20+35+126+105 _ 286 _
286 < 286 286 286 286 286

1.

Exercice. 6

Une urne contient 5'boules numérotées de 1 a 5. On en tire simultanément deux.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir :

- Deux chiffres de méme parité ; - Deux chiffres de parités différentes ?
b) Calculer'de deux fagons la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair.

c) Calculer la probabilité d’obtenir au plus un chiffre pair.

Solution

cardQ = C: = x4

=10, le nombre de chiffres pairs = 2, celui des chiffres impairs = 3.

cgwg_g_i
10 10 10°
C;xC; 2x3 6

- la probabilité d’obtenir deux chiffres de parités différentes est : —2 .
10 10 10

a) la probabilité d’obtenir deux chiffres de méme parité est :

x6=21x6=126.
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b) la probabilit¢ d’obtenir au moins un chiffre pair peut étre calculée ainsi:
CyxCi+C; _6+1_ 7
10 10 10°
elle peut étre calculée aussi, en utilisant la probabilité de 1’événement contraire.
: : . . C: 3
“’Obtenir deux chiffres impairs’’, cette probabilité est égale a : 1—8 = 0

Donc la probabilité d’obtenir au moins un chiffre pair est : 1 - % = %
1 1 2
c) la probabilité d’obtenir au plus un chiffre pair est : %(3;(:3 = % :

Exercice. 7

Une urne contient 4 boules rouges et 6 boules bleues. On tire, au hasard, successivement et sans
remise deux boules de 1’'urne.

Déterminer la probabilité de I’événement A : >’Obtenir deux boules bleues’” et de I’événement B :

> Obtenir deux boules de couleurs différentes’’.

Solution
cardQ) = Alz0 =10x9=90 ; CardA :Af3 =6x5=30 ; CardB:ZXAixAé —48:
donc P(A) = @:1 : p(B):ﬁzﬁ_
90 3 90 15
Exercice. 8

On considére un échantillon de 500 personnes compose de 200 hommes et 300 femmes ; parmi les
hommes, 150 ont plus de 30 ans et, parmi les femmes, 200 ont plus de 30 ans.

On choisit au hasard une personne dans cet echantillon.

a) Sachant que cette personne est un homme, quelle est la probabilité pour qu’il ait plus de 30 ans ?
b) Sachant que cette personne a au plus 30 ans, quelle est la probabilité pour que ce soit un homme ?
Solution

Le tableau suivant résume la situation étudiée.

<30 ans >30ans Total
Hommes 50 150 200
Femmes 100 200 300
Total 150 350 500

On considére comme univers I’ensemble Q des personnes.
Soient les événements : A: “’la personne est un homme”’ et B : “’la personne a plus de 30 ans’’.

, P(ANB)
Il s’agit‘de calculer Pa(B ; Pa(B) = ———=.
a) Il s’agit-de calculer Pa(B) A(B) P(A)
P(AB) = SHUANE) 150 oy oy CAAA_200 1y puB) = 0= 3.
CardQ 500 Card® 500 200 4
b) la probabilite a calculer est : P (A) :
P(A) = P(Ar_wB) ; P(AmE): Card(AnB) _ 50 ; P(E): Card(B) :150 |
P(B) Card(©) 500 Card(€2) 500
50 1
Donc, P.(A)= —=—=.
5(A) 150 3
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Exercice. 9

Un joueur dispose d’un dé de six faces ; trois blanches, deux sont vertes et une est rouge. Lors du

lancer du dé, chaque face a la méme probabilité d’apparition. Le joueur lance le dé et observe la

couleur de la face supérieure.

e S’il observe une face rouge, il gagne 2F,

e S’il observe une face verte, il gagne 1F,

e S’il observe une face blanche, il relance le dé ; il gagne, alors 3F, pour une face rouge, il perd 1F
pour une face verte et le jeu est arrété sans gain ni perte pour une face blanche.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de ce joueur.

a) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Calculer I’espérance mathématique de X.

Solution

a) les valeurs que peut prendre X sont=2;1;3;-1;0.

b) La loi de probabilité de X

e P(X=2)= % ( probabilité d’observer une face rouge),
e P(X=1)= % 3 (probabilité d’observer une face verte),
11 1 ce s 1 .
e P(X=3)= EXE =5 ( probabilité d’observer une face blanche puis une face rouge),
e PX=-1)= %x% % ( probabilité d’observer une face blanche puis une face verte.),
e P(X=0)= % % % ( probabilité d’observer une face blanche puis une face blanche),
Consignons tous les résultats dans un tableau
k 2 1 3 -1 0
O U O T A
X=k 6 |3 |12 6. | 4
O EX) = 2xt41x i3t s et =ti it poncEpg = 3.
6 3 12 6 4 3 3 4 6 4°

Exercice. 10
Un tireur vise une cible, a chaque tir, la probabilité pour qu’il touche la cible (succes ) est
0 ,7. 1l tire trois fois de suite, soit Y la variable aléatoire égale au nombre de succés au cours des
trois tirs effectués.
Déterminer la loi de probabilité de Y. Calculer E(Y) ; V(Y) ; o (Y).
Solution
Y(@Q)={0;1; 2; 3},
a) La loi de probabilité de Y :
e P(Y=0)=C3(0,7)°(0,3)°=0,027 ; P(Y =1) = C.(0,7)"(0,3)* =0,189 ;
e P(Y=2)=C2(0,7)%(0,3)=0,441 ; P(Y =3) = C3(0,7)°(0,3)° = 0,343 ;
k 0 1 2 3

P(X=k) | 0,027 | 0,189 | 0,441 | 0,343

) E(Y)=np=3x 0,7=21 ; V(Y)=npqg=3x0,7x0,3=0,63 ; o(Y)= 40,63
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B. Exercice

1. |On dispose d’un dé a six faces numérotées
de 1 a 6. On jette ce dé trois fois de suite pour
former un nombre de trois chiffres, le chiffre des
centaines étant obtenu par le premier jet, celui
des dizaines par le deuxiéme jet et celui des
unités par le troisiéme jet. Quel est le nombre de
résultats possibles.

2. Dans une salle de classe il y a 20 chaises.
De combien de fagons peuvent prendre place
3éleves ? 5 éleves ?

2 De combien de fagon peut-on distribuer 5
livres a 5 éléves 2.

4. Une classe de trente cingq éléves élit deux
délégués. Combien y a-t il de choix possibles ?

5. Dans un centre de recherche, on se propose
de former pour une expérience une équipe de
quatre chercheurs, choisis parmi quatre hommes
et six femmes.

Combien d’équipes différentes peut-on former ?

g Un sac renferme 15 jetons: 4 jetons
blancs ; 6 jetons noires et 5 jetons rouges.

On extrait, au hasard, simultanément trois jetons
du sac. Déterminer les probabilités des
événements suivants :

A’’les trois jetons sont noirs’’ ; B “’Deux jetons
sont blancs et un rouge’ ; C’’les trois jetons
sont de couleurs différentes’’.

7. On tire 3 boules dans une urne qui contient
4 boules rouges et 5 boules blanches.
Calculer la probabilité pour que les 3 boules
soient rouges ;
a) Si le tirage a‘lieu successivement et sans remise
b) Si le tiragea lieu successivement et avec remise.
c)

g On dispose d’un dé cubique pipé dont les
faces sont numerotées de 1 & 6.

Soit i un élément de {1; 2;3;4;5;6};0n
note pi la probabilité de I’événement “’le résultat

du lancer est i’’.
1. Calculer p1; p2; ps; P4 ; Ps; Ps, sachant que :

P2=P1;P3=3P1;Pa=Ps =2P1;Ps=2pP3 2.

Calculer la probabilité d’obtenir un chiffre pair.

9. |Une urne contient dix boules numérotées

a) Calculer la probabilité p; pour que la
différence entre deux numéros tirés soit 4.

b) Calculer la probabilite p, pour que a) soit
réalisé et que la somme des numéros soit 10.

10 Un sac contient 8 boules blanches et 2
boules noires.

1. On en extrait au hasard et simultanément n
boules, Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins une boule noire ?

2. Combien de boules faut-il prendre
simultanément pour que la probabilité d’avoir
au moins une boule noire soit supérieure a % ?

11 1. fest la fonction telle que :

x?-1

) 2x% — X

Etudier ses variations et tracer sa représentation
graphique.

2.a) n est un naturel non nul, une urne électorale
contient /n— 1 bulletins Non et n +1 bulletins
“Oui*’.

Pour réaliser un sondage sommaire, on préléve
deux bulletins, chaque bulletin ayant la méme
probabilité d’étre prélevé.

Calculer la probabilité p, de I’événement “’on a
preleveé 2 bulletins portants des votes différents’’
Utiliser la premiére question pour trouver le
naturel ny pour lequel la probabilité Png
est maximum. Calculer Pny.

12 Une urne contient 3 boules blanches et 3
boules noires indiscernables au toucher. On tire
au hasard et simultanément trois boules.

a) Calculer la probabilité de chacun des événements :
A : “Obtenir au moins une boule blanche”’
B’’obtenir au moins deux boules noires’’ ; C
“’obtenir au moins une boule blanche et une
boule noire’’.

b) Calculer P(A\B) ; P(A\C) ;
P(B\C) ; P(C\A) ; P(C\B) ;

On lance deux fois un dé et a chaque issue

Ut associe le couple (a ; b) ou a est la face

apparue au premier jet et b celle apparue au
second.

On peut définir plusieurs variables aléatoires.
Pour chacune d’elle, déterminer sa loi de
probabilité et son espérance mathématique :
e X: “ nombre apparu au premier jet *’

P(B\A) ;

) i e Y : “ nombre apparu au second jet <’
de 1a 10, onentire au hasard, successivement, |o¢ Z=X+Y
et avec remise, deux boules. e U=XY
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14 Une urne contient quatre boules vertes,
deux blanches et une rouge, indiscernable au
toucher.

On tire au hasard et simultanément trois boules.

Les tirages sont équiprobables.

Chaque boule verte tirée vaut 1F, chaque

blanche 2F, la rouge 5F.

Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque

tirage de trois boules, le gain en francs.

Déterminer la loi de probabilité de X.

2. a) Calculer I’espérance mathématique E(X).

b) quelle valeur positive ou négative aurait-il

fallu attribuer a chaque boule blanche pour que

E(X) soit nulle, les boules vertes et la boule

rouge conservent leur valeur initial.

15 Une boite contient neuf carrés numérotés
de 1 a9, une deuxieme boite contient quatre
disques numérotés de 1 a 4. On tire
indépendamment un objet de chacune des deux
boites. Les objets d’'une méme boite sont
supposés avoir la méme probabilité d’étre tirés.
On considére la variable aléatoire X qui, a
chaque tirage, associe la valeur absolue de la
différence des nombres indiqués sur les objets tirés.
Déterminer la loi de probabilité de X et son
espérance mathématique. Déterminer et
représenter graphiquement la fonction de
répartition de X.

16 On peint les six faces d’un cube de bois
d’arcte 3 cm. On le débite, par des traits‘de scie
parallele aux plans de faces, en 27 petits cubes
d’arétes 1 cm.

On place ces 2 7 petits cubes dans un sac.

1. On tire, au hasard, et simultanément, deux
cubes du sac.

Soit X la variable aléatoire egale au nombre total

de faces peintes.que présentent les deux cubes

tirés.

a) Quellessont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Calculer I’espérance mathématique E(X) et
I’écart-type o (X) de X.

2. On renouvelle trois fois le méme tirage de
deux petits cubes en remettant chaque fois les
cubes tirés dans le sac.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre
de tirage ou les deux cubes tirés ont, en tout,
deux faces peintes.

Donner la loi de probabilité de Y.

17 1. Reproduire et compléter le tableau

suivant :
Z (1B |2 |-2 | B+i|2i|-3
|Z|
argZ
z I+i |2 | 1-0 |i2 [1+i3 | -1+i
|Z|
argZ

Une bofte contient 12 cartons indiscernables au
toucher, portant les 12 nombres complexes du
tableau précédent (chaque carton porte un seul
nombre complexe) .

2. On tire au hasard un carton de la boite (on

suppose 1’équiprobabilité des tirages).

a) Quelle est la probabilité de tirer un carton
portant un nombre reel ?

b) Quelle est la probabilité de tirer un carton
portant un nombre complexe dont le module est
J22

¢) Quelle est la probabilité de tirer un carton
portant un nombre complexe dont un
argument Oesttelque:0<6 < g

3..Un jeu-consiste a tirer un carton de la boite

précedente, si le nombre complexe inscrit sur le

carton tiré est de module 3, le joueur gagne

10.000 UM et le jeu s’arréte, sinon, le carton tiré

est remis dans la boite et le joueur procede a un

deuxiéme tirage ; si ce carton porte un nombre

complexe de module 3 le joueur gagne 8 000

UM, s’il est de module 2, il gagne 5 000 UM,

sinon il ne gagne rien et le jeu s’arréte.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du

joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de X,

b) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.

18 | Une urne contient six boules
Indiscernables au toucher dont trois sont rouge,
deux sont vertes et une seule est jaune. On tire
simultanément et au hasard, trois boules de cette
urne.

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage,
associe le nombre de couleurs de boules tirées.
Parmi les réponses proposées pour chaque
question ci-apres, une seule réponse est exacte :
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N° | Question Réponse | Réponse | Réponse
A A A

Le nombre de 3 3 3

! tirage possible est CG A6 6
La probabilité 1 1 1

2 | que letirage soit — — —
unicolore est : 3 20 2
La probabilité 11 7

3 | que letirage soit 0,3 — —
tricolore est 40 6
La probabilité 29 6 13

4 | que le tirage soit — — —
bicolore est : 40 20 20
L’espérance

5 mathématique de g i l 4
la variable 4 20
aléatoire X est :

Recopie sur ta feuille le tableau en le complétant
en choisissant la bonne réponse, aucune
justification n’est demandée.

19 Une urne contient 3 boules blanches,

2 boules vertes et 5 boules rouges. On tire
simultanément et au hasard deux boules de I’urne.
1. a) quelle est la probabilité de tirer deux

boules blanches ?
b) quelle est la probabilité de tirer deux boules
vertes ?
c) quelle est la probabilité de tirer deux boules
rouges ?
2.) en déduire la probabilité de tirer deux boules
de couleurs différentes.
3.) Un jeu consiste a tirer simultanément et au
hasard deux boules de I'urne.
e Si les deux boules sont de couleurs blanches,
alors on gagne 25 points.
e Si les deux boules sont de couleurs vertes,
alors on gagne 100 points.
e Si les deux boules sont decouleurs rouges, alors
on gagne 12 points:
e Si les deux boules sont de couleurs
différentes, alors on gagne p points
On désigne par X la variable aléatoire égale au
gain obtenu.
a) Déterminer la loi de probabilité de X,
b) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.

c) Déterminer la valeur de p pour laquelle E(X) = 10.
20 Une urne contient six billes numérotées de 1 a

6. On tire simultanément deux billes qui portent

les numéros n et p. A chaque tirage, on associe

la variable aléatoire X définie ainsi,

e Sinetpsont pairs, X = M,

e Sinetpsontimpairs, X =0

e Sin et psont de parités différentes,
X=In-pl

1.) Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

2.) Etablir la loi de probabilité de X, puis calculer son
espérance mathématique E(X) et son écart-type o(X).

21 Une cage contient sept pigeons dont cing
pigeonnes et deux pigeons males ; parmi ces
pigeons on dispose de deux couples de plumage
gris et de trois pigeonnes de plumage blanc. On
tire au hasard et simultanément deux oiseaux de
cette cage ( les tirages sont équiprobables).

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?
2. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : “’les deux oiseaux tirés sont du méme sexe’’
B : “’les deux oiseaux tirés sont de méme couleur’’
C “’les deux oiseaux tirés forment le mé€me couple’
3. On considére la variable aléatoire réelle X qui
a chaque tirage de deux oiseaux associe le
nombre de pigeonnes contenues dans ce tirage.
a) Déterminer I’ensemble des valeurs.de X et sa loi
de probabilité
b) Calculer I’espérance mathématique de X.

22 |Un sac mv contient trois boules marquées
1; 2 et 4 ;un autre sac A contient aussi trois
boules marquees 0 ; 3 et 4. Une épreuve consiste
a prélever une boule de nv (toute les boules de
wv ont la méme probabilité d’étre prélevées)
dont le.numéro sera noté m et une boule de A

(toutes les boules de A ont la méme probabilité
d’étre prelevées) dont le numero sera noté a.
Apres chaque épreuve, les deux boules tirées
sont remises dans leurs sacs respectifs.

Au résultat d’une épreuve, on associe
I’application du plan complexe dans lui-méme
qui a tout point M d’affixe Z fait correspondre le point
M’ d’affixe Z’ tel que : Z’= aZ avec

1 T .. T
o= —mjcos(—a)+Isin(—a) |.
2 [ (12 ) (12 )}

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct.

1. Définir, géométriqguement, les applications
associées aux résultats possibles d’une épreuve.

2. Soit le point A d’affixe 1 +1; on appelle A’
I’image de A par ’application associée au
résultat d’une épreuve. Calculer les
probabilités respectives p; et p, des
évenements : E; O ; A; A’ sont alignés’” ;
E, ¢ I’affixe de A’ est imaginaire pur’’.

3. On consideére la variable aléatoire X qui a chaque
résultat d’une épreuve fait correspondre la
distance de O a A’.

a) Donner les valeurs prises par X et déterminer
la loi de probabilité de X.

b) Calculer ’espérance mathématique E(X) et
la variance V(X) de X.
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