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Uvant - Propos

Le Ministere de I'Education Nationale en collaboration avec le projet SWEDD
a le plaisir de mettre & la disposition des filles des classes de 7°™D des Wilayas
ciblées par le projet SWEDD un recueil dExercices avec un rappel de cours de
Mathématiques. Ce recueil est conforme aux nouveaux programmes de la réforme
de 1999 ;

La méthodologie adoptée pour I'élaboration du recueil est-la suivante :

- Rappel de cours

- Exercices corrigés

- Sujets de synthése

Nous espérons que ce recueil permettraiaux filles en classe d'examen dans
les wilayas ciblées de bien préparer le Baccalauréat.

Nous remercions le projet. SWEDD et en particulier le coordinateur du
projet M" Med Melainine O-Eyih et |'ensemble du personnel de I'UGP pur leur
entiere collaboration dans'la réalisation de ce recueil.

Nos remerciements vont également a Madame Ba Fatimata, membre du
comité de pilotage. et de M" Mohamed O Bréye point focal du projet de leur
étroite collaboration au cours de la réalisation du présent recueil.

Nous remercions également tous les inspecteurs et auteurs qui ont participé
a son élaboration.

Issa OULD BEIBATT
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Remenciements

Afin d’améliorer les conditions socioéconomiques de la femme, la Mauritanie, a I’instar
des cing autres pays du Sahel (Burkina-Faso, Cote d'lvoire, Mali, Niger et Tchad), a
entamé en 2013, en collaboration avec la Banque Mondiale et ’'lUNFPA, le processus de
mise en place du projet « Qutenemisaticn des Femmes et du Dividende Démographique »
(SWEDD) sur la base d’indicateurs demographique, d’éducation et de santé. La
Mauritanie a décidé d’orienter I’intervention de ce projet sur 4 wilayas (le Hodh El
Chargui, le Hodh EI Gharbi, I’Assaba et le Guidimagha).

Dans ce cadre et en collaboration avec le Ministere de I’Education Nationale, la
composante du projet SWEDD dénommeée : « mélicration de CUcces et de la Rétenticn
des Filles au Secendaire » a prévu une activité dénommeée « Supports Pédagogiques »
relative a I’élaboration, la reprographie et la distribution de 7 brochures dans les
disciplines suivantes : Mathématiques, physique-chimie , Sciences Naturelles , arabe et
francais (4 pour la 4™ AS et 3 pour la 7°™ D).)La présente brochure concerne la
discipline de mathématiques en 7°™D. Elle comprend un rappel de cours, des exercices
d’application, de perfectionnement et des sujets d’entrainement au BAC suivis de leurs
corriges.

Au terme de ce travail, et bien qu’il soit difficile d’apprécier, a leur juste valeur, les
contributions que les uns et les-autres ont apportées a la production de I’ouvrage, nous
tenons a remercier la Direction de I’Enseignement Secondaire, en particulier Messieurs :
Issa OULD BEIBATT et-Med OULD LEVDAL. Nos remerciements vont également
a Messieurs : Sidina. OULD HENOUNE (IGEN), Cheikh Ahmedou (D.I.P.N.) et
Tandia Dahaba“ (IGES) pour leurs conseils et leur participation active. Nos
remerciements vont aussi aux inspecteurs qui ont veillé au suivi et a la validation de ce
document.

Enfin, que les producteurs trouvent ici I’expression de notre profonde gratitude pour les
efforts louables qu’ils ont déployés pour I’élaboration de ce fascicule.

Qu’il nous soit permis ici d’adresser nos vifs remerciements a la Banque Mondiale,
I’TUNFPA et les autres partenaires du SWEDD pour leurs appréciables appuis
Techniques et Financiers.

Med OULD BREYE
Paint focal du SWEDD-MEN
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Chapitre 1:
Nombres Complexes
Résumé :

1. Définition : I’ensemble des nombres complexes est noté C, chague nombre complexe
Z s’écrit sous la forme z=a+ib avec a€R , beR et i’=-1.
L’écriture : z = a + bi est appelée forme algébrique de z
e a: estlapartie réelle de z notée : Re(z)=a
e Db: est la partie imaginaire de z notée : Im(z)=b
si z=a+ib etz’=a’+ib’ alors z=2" & a=a’ et bsb’.
z=0 & a=0 et b=0.
z +z’=a+a’ +i(b+b’)
zz’=aa’-bb’+(ab’+ba’)i.
on applique dans C les mémes régles de calcul comme dans R, avec i? = -1.
Z est réele Im(Z2)=0

Z est imaginaire.pure Re(Z2)=0

1. Conjugué d’un nombre complexe
Définition : le conjugué de z=a+ibest z=a—ib
Propriétés :

o /=7

® 7,XZ,= 721X,

® 7,+2,=12,+12,

Enneviss en Mathématiques 9 Document d’appui en 7°™ D



e Re(2)= T
e 222
© M@=

e zestréeloz=z

e zestimaginairepur &z =—z
2. Affixe d’un point et d’un vecteur
Le plan est rapporté & un repére orthonormé (o,u,v) & tout_point M(a,b) on associe le
nombre complexe z=a+ib.

_______________

EF | Y peye—.

z=a+ib est I’affixe de-M(a ,b)
M(a,b) est le pointiimage de z=a+ib

—(a ) ) ) . .
De méme a tout vecteur W[b]on associe z=a+ib , z est I’affixe de w et w est

I’image de z.

e L’affixe du vecteur AB est Z;; =257,
o L’affixe du milieu | de [AB]est ¢, =_ZBJ2rZA

e L’affixe du centre de gravité du triangle ABC est z_ = @

Enneviss en Mathématiques 10 Document d’appui en 7°™ D



3. Module d’un nombre complexe
Définition :
soit z=a+ib et M(a,b) le point image de z. Le module de z est :|z|:OM:\/a2 +b?

M@ |
L e ' lz=a+ib

' | N
v i :
" ]

2| =Va? + b2 |

.' i

0 : :

e a;

Si A et B sont deux points alors la distance AB=|Zg-Za|

Propriétés :

e |Z|=0 & Z=0
* [ZxZ°=|Z]|Z’|
o |Z+Z’| £|Z|+|Z’] (inégalité triangulaire)
o |Z F-Z=IZ]
A

i :i,Z #0

2]
Z, :ﬂ avec 22 #0

Z,

Z,

o ZZHZI ou |Z)=zZ
4. Argument d’un'nombre complexe non nul
Soit Z un nombre complexe Z =0 et M le point d’affixe Z

dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, G,\?) , e
un argument de Z est note arg(Z) et arg(Z) :(H,O—M)[Zn] VA

0 =arg(Z)[2r]
Re(Z) sin9=||mT(Z|) gz

| Z| 0
Remarque : 0 n’a pas d’argument.

cos@ =

=/ Y

Enneviss en Mathématiques 11 Document d’appui en 7°™ D



Propriétés :
® ar9(21 X Zz) = arg(zl) + arg(zz)

o arg(2) =arg(z) -arg(z,) avec 1,#0 et 2,0
2

o arg(z")=narg(z) z=0

* arg()=-arg(z) 2#0

e arg(-z)=rx+arg(z) \
Sy (o

o arg(z)=-arg(z) OQ

o zeR <arg(z)=0[z] ou arg(z)=k pg}k e’

. ZGiR*oarg(z)zg[;r]ou arg&@z+k7ravec keZ

X
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Angles remarquables :

z z z z T
f 0 6 4 3 2
Cosd 1 ﬁ ﬁzi 1 0 -1
2 2 2 2
sind 0 i ﬁzi ﬁ 1 0
2 2 2 2

Interprétation géométrique :

o arg(z)=(U,0M)[27]

o arg(z,—2,)=(U,AB)[27]

Iy —
ZB_ZA

o arg(

5. Forme Trigonométrique

fc) = (AB,CD)|27]

Soit z un nombre complexe z#0 et § un argument de z, I’écriture

z=| z|(cos @ +isin @) estappelée forme trigonométrique de z.

6. Forme exponentielle

Soit z un nombre complexe non nul et § un argument de z. On note e le nombre

cosfd +isind.

L’écriture z=z| " est appelée forme exponentielle de z.

Conséquences :
° eio :1,eiﬂ = —1
iz Al
e 2=l 2=-i

Enneviss en Mathématiques
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o |e”=Larg(e”)=6

. i 1

° e|49 —e i0 — —
e
° _ei6' — ei(zz+<9)
° ei@ eie' — ei(9+9')
i0 )

.« — — el(B—@)

e

6. Equation du second degré
Soit (E) I’équation a22+bz+c:0 avec a,b et ¢ des réels (a#0)
A =Db” —4ac
1% cas si A >0 ils existent deux solutions dans R-..
—b+/A —b-vA
L, =——— et L,=————
2a

1 2

2a
2°M cassi A =0, il existe une solution double :
, P
° 2a

3 cassi A<O0, ils existent deux solutions complexes conjuguées :
_—b+iv-A of 72X <h—-iv-A
2a 2 2a

Z;

Remarque : pour les équations du 3°™ degré, on factorise par Z—Z, o Z,est une

solution particuliére pour trouver les autres solutions.
7. Formules d’Euler

i0 gt 0 i
c0Sd=—— gt SINO=——
2 21
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8. Formule de Moivre

vne N,(cos.9+isin¢9)" =cosné+isinnd

Remarque : on utilise les formules d’Euler pour transformer sin" et cos" en une forme
linéaire ; et la formule de Moivre pour le passage de la forme linéaire a la forme
polyndmiale.

9. Ensembles de points

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O, U,V ), soient M le-Point d’affixe z, A

d’affixe z,et B d’affixe z,

Siona Alors I’ensemble des points M est
|z-2,|=R,R>0 Le cercle de centre A et de rayon R
|z-2,|Hz-1;] La médiatrice du segment[ AB]
z-1, . -
e R La droite (AB) privée de B
~ B
I-%, . Lo o
., €IR Le cercle de diamétre [AB] privée de B
T B
-1, . -
arg( . )= O[ﬂ] La droite (AB)privée de A et B
T 4B
1-2,, 7 - -
arg(z . )= E[ﬂ] Le cercle du diametre [AB] privée de A et B
]
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Remarques :

e ABCD est un parallélogramme ssi : Z;

—Ly,=Il—Ilyou Z,ti.=1L+1,

Z,-1 Z,-1
e Les trois points A, B et C sont alignés ssi A—ZB eR* ou arg(ﬁ) =0[7]

A C

Siona Alors

Iy—1y i N
—— =Kl keR ABC est rectangle en A
Iy —1c
Zy—1z S
;7 =_ ABC est isocele et rectangle en A

AT fc

7 —7 ABC est isocele en B
| —==1

Zg —Z¢
7, -1, ii i ﬁ _ eiig ABC est equilatéral
Z,—2. 2 2

Enneviss en Mathématiques
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Exercices

Exercice 1:

Dans ce tableau indiquer la bonne réponse

N © Questions A B C D
1 La forme algebrique de
. -1 . . . .
—1+7i —+i 1+1 -1+i 1-1i
—est 7
3+4i
2 (f3+i)? 1 1
Le module de ————est 1 —= J2 =
2+ 2 J2 2
3 Si Z est un argument de z I
° | = | WOy = | 5=
[
alors un argument de — est 6 6 6
Z
4

T T
Si z=—/3+2e'¢ alors la forme 0 = | 2/3e' 6 iz
. | 2daet | 2B o e
exponentielle de ; est:
5 Si zet Z' sont deux nombres

complexes tels que |z|=2-et 1
p que |7 | 2 3 5
z'=z—1 alors |Z'|= 2 2
zZ
6 p o 2015 .
(cos—+isin—j = 1 I -1 2015
5 5
Exercice 2 :
On pose z, =-1-1i;z, :l+£i; Z =4
2 2 z,
a) Calculer le module et un argument de Z; et Z,
b) Déduire |Z| etargz
c) Ecrire z sous forme algébrique
117 11z

d) Déduire de ce qui précede les valeurs exactes de cos——- et sinE

Enneviss en Mathématiques 17 Document d’appui en 7°™ D



Exercice 3 :
Soit 2= (v3+1)+i(v3-1)

a) Calculer z*
b) Déterminer le module et un argument de z*
c) En déduire le module et un argument de z

d) Déduire de ce qui précéde les valeurs de cos% et sin—

Exercice 4 :
Soit p(z)=7>-37°+31+7

a) Calculer p(-1)
b) Trouver les réelsa et btels que P(z)=(z+1)(z° +az+b)

c) Résoudre I’équation p(z) =0
d) Placer les points : A(-1); B(2+ i\/§);C(2—i\/§) et G(3)
e) Calculer les distances AB , AC et BC quelle est la nature du triangle ABC ?

Z, =

f) Calculer un argument du nombre en deduire la nature du triangle GAC

L = Lc

Exercice 5 :

On considére le palynome p(z)deéfini pour tout nombre complexe z

par: p(z)=2°~22"+16

1 .a) Calculer P(-2)

b) Déterminer les réels a eth tels : P(z) = (z+2)(z* +az +b)
c) Résoudre donc C [I’équation P(Z) =0
d) Donner une forme trigonométrique de chacune des solutions de I’équation P(Z) =0

2. Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormé : (o, u,v) on considére les

Points A Bet C d’affixes respectives Z, =4,Z; =2+2iet 7, =2-2i

Enneviss en Mathématiques 18 Document d’appui en 7°™ D



Z—2+2i

Et pour tout nombre complexe ; tels que z # 2+ 2ion pose f(z)= T o
Z—c—cI

a) Placer les points A Bet C dans le repére (o,u,v)

b) Calculer chacun des deux nombres complexes : f(ZA) et w= f(6+2i)

Et donner sa forme algébrique et trigonométrique
¢) En déduire la nature du triangle ABC

d) Déterminer Z affixe du point D pour que le quadrilatere ABCD soit un
parallélogramme

e) Déterminer puis construire I’ensemble I'; des points M d’affixes ztels Que
|f(z)| =1

f) Déterminer puis construire I’ensemble I',des points M d’affixes z tels que f (z)soit
imaginaire pur.
f) Déterminer puis construire I’ensemble I';des points M d’affixes z tels que

| f(2) —1| =2

2n-2

3.0npose Vn>1z =w soit M, le-point d’affixe Z,

a) Déterminer I’ensemble des entiers paturels n pour que M, € (0X)

b) Vérifier que M,y,; € (0X)

Exercice 6 :

_ N » -
Soient zl:%,z2 :%et Z,=(1+i)
+i —i

1. Ecrire Z;,Z,et Z; sous forme algebrique et Z; sous forme trigonométrique

2. a) Placer les points A Bet C d’affixes respectives Z;,Z,et Z,

b) Déterminer la nature du triangle ABC

c) Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme
A+i)z—2

3. Soit f I’application définie pour tout z # 2ipar f(z)= T
z-2i

Montrer que pour tout z#2iona: f(z) = 1+i) z —1+_'
Z_
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4. Déterminer et représenter dans le méme repére I’ensemble des points M du plan
d’affixes z dans chacun des cas suivants :

o Titelque |f(z)|=V2

o [',tel que arg f(2) = %[”]

o [;tel que arg(f(Z))Z'—ég[”]

Exercice 7 :

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (o, u, v)
1. On considére les points A Bet C d’affixes respectives Z, =3 =125 =4+ 2

et Z, =1+3i

a) Placer les points A Bet C dans le repere

b) Quelle est la nature du quadrilatere OABC ?

Z—3+i

z7-1-3i

Déterminer et représenter dans le_méme repere I’ensemble des points M du plan
d’affixes z dans chacun des cas suivants :

2. Pour tout nombre complexe z #1+3i ongpese f(z)=

a) I tel que |f(2)|=1
b) T, tel que |f(2)-=~2
¢) Tytelque f.(z) soitimaginaire pur
d) I',tel que f(z) soit réel
3. Soit D le point d’affixe Z, =2iet M, le point d’affixe Z, =(z,)" ot n est un entier
naturel
a) Vérifier que D appartienta I,

b) Déterminer les valeurs de n pour que Mnsoit situé sur I’axe des abscisses ; que

peut-on dire du point My ?
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Exercice 8 :

_1+iz

Soit f I’application qui a tout nombre complexe z associe : z'= f (z) _
Z+1

1. a. Calculer et donner sous forme trigonométrique le complexe Z, = f(0)

b. Résoudre dans C I’équation z'= f(z) =2+isoit Z, sasolution donner Z, sous
forme trigonométrique
2. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (o,u,v) on considére les

points M, M ', Aet B d’affixes respectives z, z’, i et —i.

a) Verifier que z':ﬂ en déduire que oM _ AM o que
Z+i BM

(G,W):(m,m)+%+2kﬂ

b) Déterminer I’ensemble (I';) des points M tels que|2'|:l

c) Déterminer I’ensemble (I',) des points M tels que 2. soit un réel

d) Déterminer I’ensemble (Fg)des points M tels.que~Z" soit un imaginaire pur

e) Déterminer I’ensemble (T',) des points M-tels que |z +i| =2

3. a) En déduire que le point Oest commun a (['}) et(l;)

b) Montrer quesi M décrit (I',)alors' M décrit (I',)

c) Montrer que|z'-i|x|z+i| =2 “En déduire que si M décrit (T',) alors M "décrit un
cercle (C)donton détermine.ra le centre et le rayon.

Exercice 9 :
z+1=i
2—3+2i
Calculer f(—1+2i) puis le mettre sous forme algébrique et trigonometrique
Résoudre I’équation f (z) =4+i et mettre sa solution sous forme algébrique

On pose f(z)=

3. Soient AetB les points d’affixes respectives Z; = -1+ I et z, = 3—2i determiner et
représenter I’ensemble des points M d’affixes z dans les cas suivants

a) |f(z)|=1

b) f(z) estimaginaire pur

o |f(2-1=5
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Exercice 10

1) Résoudre dans C les équations :

(E):2°+22+2=0

(E,): 22 +232+12=0

Soient Z; et Z, les solutions de (E, ) telles que IM(z,) < 1M(z,) et soient Z;et Z, les

solutions de (E,) telles que Im(z,) < Im(z,)

2. Mettez Z; et Z, sous forme trigonométrique

. . =1+1i
3. Onpose U = (—1+|)(\@+3l)et V= \/gj:;l

a. Déterminer la forme algébrique et une forme trigonométriquede chacun des nombres U et

\/
Ly ) 57 . 5x.
b. Déduire les valeurs de : COSE;Sm_’

12
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Solutions

Exercice 1 :
QCM:
Numéro de la question La bonne réponse
1 B
2 C
3 D
4 A
5 C
6 C
Exercice 2:
1)On pose z, =-1-i;z, :£+£i;z:i
2 2 Z,
a)Le module et un argumentde Z;,Z,
cosG:_T; :
ozlz—l—i:>|zl]:\/§:> :>H:7z+%:>¢9:7ﬁ;
sinf=—
7
1
2
cosf ==
1 .43 4 1 ~
oz, =—+i—=2|7,]=,[-=1= =0=—
2 2 4 J3 3
sing =—2-
1
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Z

b) Le module et unargumentdez: Z=

z,
2] _V2 or_z Lz
Zlm——=—— arg(z)=arg(z,) —arg(z, ) =———=——-
||IZZI [ a9(@) =arg(z) —arg(z,) === - ="
Z “1-i -1-43 .\3-1
. et l=—:171= = +1
c) L’éecriture algébrique de z : 2, 1+i\/§ 2 2
2 2
d) Déduction de :cos(ﬁ) et sin(ﬁ)
12 12
S ) Evs
11n 1n, Re(r) 2 _-1-48 —2-6
Ona =— = = = -
arg(z) T donc cos( 12) Z| 2 oo 4
Sn(ﬁ)—\/g_lzﬁ_\/g
1277 242 4
Exercice 3 :

Soit 2= (v3+1)+i(v3-1)

)y 2= ((B+)+i3-D)
2% = 43 + 4i
2) Le module et argument-de z*

| 2% || 443+ 4i =/ (43/3)* + (4)* =+/64 =8

arg(z°) = g[2x]

43 3

cos@ =——

8 2 _,_7

6
sin9=£=
8

N[~

donc:|z* |=8; arg(z®) = %[Zn]
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2) Déduisons |z|
ona: |2 |E8=|z1f=8=]z]=V8=22

T

T 2 T T
cos(—) arg(z°) =—+2kzr = 2arg(z) = —+ 2k7r = arg(z) =—+Kk
(12) 9(z%) 5 7 a(z) 5 r 9(z) k7

Déduisons cos(Z2) et sin(2%)
12 12

Re(z) 3+1 6++2

I
on a :cos(—) = =
)

lz| 242 4
Sin(i)zlm(z):ﬁ—lzx/g—\/?
12 |z 2.2 4
Exercice 4 :
P(z)=7°-31"+31+7
1) P(-1)=0

2) Déterminer aetb tel que P(2) = (z+1)(z°+az+h)

Le tableau d’Horner donne :

1 -3 3 7
-1 -1 4 -7
1 -4 7 0
Donca=-4eth=7
P(z)=(z+1)(z* -42+7)
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3) Les solutions de P(z) =0
A=16-28

A =-12 = (2/3i)?

4*2‘/5 =2+i\3

1

2=4_§\/§=2—i\/§

S ={-12-i3,2+iV3}

4)A(-1), B2 +i+/3),C(2-ix/3),G(3)

Placons les points A,B,C,G

5) Calculons les distances

AB =z, -7, |5 2+iv3—(-1) |5 3+i/3]
AB =/3 +(x/3)* =12=23

AC = 7. — 2, | 2— i3 - (-1) |5 3-i/3]

AC =3 +(—/3)? =12 =23

BC = . — 2, |< 2—iv3 - (2+iv3) |5 —-2ix3 |= 2+/3
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Comme AB = AC = BC alors le triangle ABC est équilatéral

ZA_ZC

6) argument de
c ~Zc

a7l _if3

Iz —L¢
arg(ﬂ) = 2[27[]
Z — 1. 2

(CG,CA) = %[27{] , d’ol GAC est rectangle en C.

Exercice 5 :
P(z)=12°-27"+16

P(z)=2°-2z°+16

1) a)
P(-2)=-8-8+16=0

b) Déterminons a et b tel que

P(z) =(z+2)(z° +az+b)

Le tableau d’Horner donne ;

1 2 0 16
2 2 8 ‘16
1 4 8 0

P(z) =(z+2)(z° -4z+8)
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¢) Solutions de  P(z) = (z+2)(z* -42+8)=0
P(z)=(z+2)(z"° -4z+8)=0

z2=-2
2°-42+8=0
A =16 = (4i)?

2, =2+2i,2,=2-2i
S ={-2,2+2i,2+2i}
2) 1, =4,1,=2+2i,1, =2-2i
z—2+2i
z—-2 3
a) Emplacement des points A ,Bet C
b) Calculons f(Z,) etw= f(6+2i)

f(z )_4—2+2i _2+2i
A 4-2-2i 2-2i 0

f(z,) =i
Forme algébrique f(z,)=1

on pose : f(z) =

T . . T
f(z,)=1(cos—+isin—
(z,) =1 5 2)
W=f(6+2i):6+2!_2+2!:4+4I:
6+2I—2+2i 4
Forme algébrique w=1+.i

1+i

Forme trigonomeétrique w.= \E(cos% +isin %)

Lanature du triangle ABC

d) (2 )_zA—(2—2i)
M, - (2+20)

comme f(z,) =1 alors ABC est un triangle rectangle isocéle en A
e) Déterminons z,, pour que ABCD soit un parallélogramme

AD=BC &7, =2, +2. — 2, & 2, =44

7-1
e) L’ensemble T, tel que | F(2) |:1|Z—°|:1<:>| 72-1. |5 z2-12,|< MB=MC

B
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Donc I, =med[BC]

f(z)=0

f) Déterminons I, tel que f(z)<iR Jou

arg(f (2)) =7 {]

f()=0=>1-2.=0=>2=2. >M=C

arg(Z — %

L—14

Ou

) :%[;z] , (MB, MC) Z%[ﬁ] donc MBC est rectangle en-M

D’ou I’ensemble ', est le cercle de diamétre [BC].privé de B

L’ensemble I'stel que | f (2) -1|=2

| f(2)-1]= 25| 2%

~1|=2
B
Zg — L

z1-1,

| 22 _2—BM=2
BM

D’ou I'; est le cercle de. centre B et de rayon 2
3) VneN',z, =w* %et M, Ie point d’affixe Z,
a) les valeurs.de n pour que M, € (0X)

M, e (oX)=>arg(z,) =kr,keZ

= arg(w*" ?) =kxr

=(2n-2)arg(w) =kx

= @n-2)Z =kz
4
Egl:k:n=2kﬂ

b) Montrons que M, € (0X)
on pose n=2013=2013=2x1006+1=2k +1,k =1006

d’aprés 3)a) My, €(0X)
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Exercice 7 :

1) a) Plagons les points A, B et C Z,=3-1,25=4+2 ot e =1+3i

b.) La nature du quadrilatere OABC
Z,—-2,=1+3i

Ona: ° * _

Zc — 1o =1+3i

Comme Zz—1,=1.—1,

Donc OABC est un parallélogramme
Z. — 1,
Lc =12,

Ona: =1, d’ol OAC est un-triangle rectangle et isocéle en C

Comme OABC est un parallélogramme et OAC est un triangle rectangle et isocele en
C alors:

OABC est un carré

Z—3+i
2) 1 (@)= z—-1-3i

a) I telque|f(2)=1

Z—3+i 71—-12
1= A

f(2))|=l=>
1) |z—1—3i -1

=1
C
=|lz-2,|9z2-2.| = MA=MC

I', =med[AC] = (OB)
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07T, tel que | f(z)-1]=+5
|f(Z) 1| \/— Z— 3+I _1| \/— 2+Z4I \/g

C

:Har4kﬁ§
MC

N0 _

MC

MC =2

Donc I, est le cercle de centre C et de rayon 2

c.) I';est I’ensemble des points M tels que f(z) soit imaginaire pur

f(z)=0
f(z)eiR=4ou

amﬁ&»=%h]

A=0=>z=7,=>M=A
ZC

arg( A)——[7r]:>(MC MA)——[;r]

I'; est le cercle de diamétre.[AC] privé de C

d)
f(z)=0
f(z2)eR=4ou
arg(f(z)) =0[~]
-z

f(z):0:>Z A=0=>z=7z,=>M=A

C

~Zay — O[] = (MC, MA) = 0[x]

e

arg (>
z

d’ou les points M,A et C sont alignés et donc I, est la droite (AC) privée de C.
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3) Soit D le point d’affixe Z =2i et M le point daffixe Z, =(z,)"
a) Vérifier que D el’;
f(z,)=f(2i)=-3i (Imaginaire pur) donc DT,
b) les valeurs de n pour que M, € (0X)
M, € (ox) = arg(z,) =kr,keZ

= arg(zy) =kz = narg(z,) =kxz

n%=k;z:>n:2k

Pour le point Mg s0na n =2k, k =1008 donc M, € (0X) daprés la question
précédente

Exercice 8 :
7' f(z) =11
Z+1
1+i(0) 1 .
2, =f0)=—""===-i
=10 O+i i
z, =—1I
|21|:1
cos@:9
1,9:_%
sinf=—

Forme trigonometrique de z, :1(cos(—%) +1i sin(—%))

A+iz

b) Résolution de :=——= =24
Z+1
1+—I_Z:2+i:>z:1—i
Z+i
z,=1-i

Forme trigonométrique
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|2, H1-i=+2

arg(z,) =—§

z,= \/i(cos(%) +i sin(%))

2) 1, =1,2; =1
Vérifions que f(z) = |ﬂ
Z+1
1
o iG+z)
f(Z)=1+|_z= i =|(|+_z)
Z+i Z+i Z+i
Dol : f(z) =i 2"
Z+1
Ona:
. Z—1 Z—=1, 2=, -1, -2
f@)=i—=lf@QHI—Hil—H-—H—"
Z+Ii Z+i Z+1 Z+l -1,
:>OM‘:m
MB

D’autre part
. Z—1 . Z—l
f(z)=i—=arg(f(2))=arg(i—=)
Z+i Z%1
= (U,0M") :%+(W,M—A)[ﬂ]
b) I’ensemble I'; tel que | z'|=1

|z'|=1= OM ':1:%:1: MA = MB

D’ou I'; = méd [AB]=(0OX)

c) I’ensemble I, tel que f(z) soit réel
f(2)=0
f(z)eR=<0u
arg(f(z)) =0[~]
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-1
MN=0=12-2,>2=7,>M=A

f(z)=0=i(

B

Z_

arg(f(2)) =0[r]= arg(i(Z

£) = 0[]
ZB

:%+(W§,m) - 0[]

:(m,m)zg

Donc I’ensemble ', est le cercle de diamétre [AB] , privé de B

d) I’ensemble I'; tel que f(z) soit imaginaire pur

f(z)=0
f(z)eiR=4ou

arg( f (2)) =§[ﬁ]

z-1
M=0=>12-2,2z2=72,>M=A
-1
B

f(z)=0=1i(

Z_

arg(f (2)) = g[n] = arg(i( j*» - %[zz]

7_
— (MB,MA) =0

L’ensemble I'; est la droite (AB) privée de B
e)l’ensemble I', desipoints M tel que | Z+i|= J2
|z+i=V2 =] 2-7, |=V2 = BM =42

L’ensemble I, est le cercle de centre B et de rayon /2

3)a) Montrons que O est commun al’; et I’y

Ona: f(0)=-i
comme | f(0)F1=0¢€Tl,

Et comme f(O) est imaginaire pure alors O €I,
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b) montrons que si M €I, alors M ' décrit un cercle que I’on déterminera

M eT, = M e med[AB]= MA = MB

=0M'=1

donc

M'el(01)=T,

c) montrons que | z'—i||z+i|=2

i ) e 2z 2,09
Z+i |z+1]

Si M décrit I', alors | z+i|= J2 en remplacant dans (*)

12-iN2=2=7-i]=v2 = AM '=+2

Donc M’ décrit le cercle de centre A et de rayon /2

Exercice 9 :

z+1-i

f(z)=——2""~—""
(2) Z—-3+2i

—1+2i+1-i 1 1.

f(-l+2)=———F+—=——=i
-1+21-3+2i 8 8

Forme algébrique: f (—1+ 2i) = % —%i

) 1 1., 1
f(-1+2i) |5 =—=i|==v2
| f( JH -5l 8f

Soit Aun argument de f (-1+ 2i)
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NA

f(~1+2i) = ?Z(cos(%) i sin(%))

2) les solutions de f(z)=4+i

z+1-i

f(2)=4+1=> ————=4+Ii
2-3+72i
9 33.
Z=———Ii
10 10

3) 2, =-1+1,2; =3-2i
I, tel que

| f(2) 1= 222

-1,

1

= MA=MB

Dol I’ensemble I'; = med[AB]

b)I', tel que f(z)ciRr
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f(z)=0
f(z)eiR=4ou

arg( f (2)) =§[n]

-1,
-1,

f(z)=0=( )=0=>27-z,=271=2,=>M=A

-1,
z-1,

arg(f (2)) = %[zr] = arg((—=2)) =§[n]

= (MB, MA) =§[zz]

Donc I, est le cercle de diamétre [AB] privé de B

c)

Mel,<|f(z)-1=5
z+1-i 4-3i

| 5= 5
z+3-2i -1,
5

—=5=>MB=1
MB

L’ensemble I'; est le cercle.de centre B et de rayon 1
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Exercice 10 :

(ED):z*+2z+2=0

A =b*-4ac
A=4-8=—4=(2i)’

z, =-1+i

z,=—1-i
(E2):z2—2/32+12=0
A = —36 = (6i)?

2, =~/3+3i

z, =+/3-3i

2) Z,,Z, sous forme trigonométrique

cos6’=_T1
7, =—1+i=]7, =2 et 2 gLk _37
sing == 44
J2
Dol : 212\/5(0083—”—“8“’]3—7[)
4 4
1
c036?=§
2, =343 =]z, =243 @36':%

Z,= 2\/§(cos%+isin%)

Enneviss en Mathématiques 38 Document d’appui en 7°™ D



3) on pose

u=(-1+i)(~/3+3i)
-1+1

:\/§+3i

U=(-1+i)(3+3i)=—/3-3i +iv/3-3
U=—/3-3+i(v3-3)

Uu=12xz,
lulz ||z, |= 2V6

37r T 137r
arg(u arg(z,)+arg(z,) = —
g(u) =arg(z,) +arg(z,) = 3T

u= 2\/—(cos—+|sm 113—”)

137 _—3-3_—2-6
COos

12 26 4
Sin13n:f—3:f—£

12 2J6 4
ML S

z, 23
arg(v) = rg(z) - arg(z;) = -~ 2 = >~

3 12

V= 2\5_(c035—+|smﬁ)
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F \gébrique de V=
orme algeorique ae v =
. J3+3i

_3-V3_3+\3.

12 12

v

b) les valeurs sont:

cos % — ReV) _ 3J3-3
12 |v| 62

57 _Im(v) _V6+42
12 |v| 4
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Chapitre 2:

Probabilités et déenombrement

Résumé :

I. Dénombrement

1) Les arrangements : le nombre des arrangements de p éléments-distincts (sans
répétition) estnot¢ A’ (p< n) A’ =n(n-1)...(n— p*I)

Cas particulier

2)  Les permutations (n=p)

Le nombre de permutations de n-éléments distincts est A, =n!

n!
A =
(n-p)!
Convention :
e (0I=1

1) Les combinaisons
Le nombre des combinaisons de p-eléments parmi n-éléments avec p <n est le

nombre de parties de p éléments d’un ensemble qui a n éléments

O

pt’ (n—p)!p!
Propriétés :
. Cr?:l
. C'=1
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° Ci =N

e CP=CI7

b Cnp = Cnp—_l1 + Cnp—l

2) Le nombre de tirages possibles de p boules dans une urne qui contient n boules
est:

o Af Si le tirage est successif sans remise (p<n on tient compte de I’ordre )

e nPSi le tirage est successif avec remise (on tient compte de I’ordre)

e C! Sile tirage est simultané (p<non ne tient pas compte de I’ordre)

3) Calcul de probabilité

A. Vocabulaire

e Epreuve aléatoire : une expérience dont les résultats dépendent du hasard
e Eventualité : un résultat d’une expérience

e Univers € : I’ensemble des éventualités

e Evénement : toute partie de I’univers Q

e Evénement élémentaire : événement qui‘ne.comporte qu’un seul élément
e L’événement contraire de A est noté " A~: A est réalisé ssi A ne I’est pas

e L’évenement A et B noté - - ANB :estréaliseé si A

et B le sont tous les deux.

e Deux événements sont incompatibles s’ils ne peuvent pas é&tre réalisés

simultanément dans la méme épreuve c.a.d ANB=g
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e L’événement A ou B noté AUB ; est réalisé ssi au moins I’un des événements A

ou B est réalisé.

e Le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre de ses éléments noté card(E)

B. Définition : soit € I’univers associé a une épreuve. On appelle probabilité sur €2
toute application Q vers [0,1] vérifiant :

P(Q) =1

e VABcQtelque ANB=Y alors P(AUB) = P(A) + P(B)
Propriétés :

s P(@)=0

e P(A)=1-P(A

C. de Q vers[0,1]

e P(AUB)=P(A)+P(B)~P(ANB)

e Si Ac X alors P(A)< P(X)

e L’équiprobabilité : on dit qu’il y a équiprobabilité si les événements élémentaires
ont la méme chance de se réaliser ; dans ce cas
p(a) = 2R

card(Q)

Probabilité conditionnelle :

A et B sont deux événements, si P(A) =0 on appelle probabilité de B sachant A, notée :

P(ANB)

P,(B) le nombre défini par : P,(B) = oA
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e AcetB sont deux événements indépendants si P(A N B)=P(A).P(B)

= Variable aléatoire :
Soit €2 I"univers d’une épreuve on appelle variable aléatoire X toute application de Q2
vers R, soit X(€2) I’ensemble des valeurs de X,

X () ={X,%,..X, }
La loi de probabilité de X est I’application qui a chaque X; associe la probabilité que X

prenne la valeurx; notée P(X =x)
Ona iP(X =x)=1
. I_lEspérance mathématique notee : E(X) :
E(X) =Zn:xiP(X =X)
= Variance V();l)

V(X)=E(X*) - (E(X))* =inP(X =X )~ (E(X))’

= Ecart-type o(X) =NV (X)
Loi binomiale :

considérons une épreuve qui a deux-issues I’une est appelée succés notée (S) et I’autre
appelée échec notée (E) . on‘répete n fois I’épreuve dans les mémes conditions et de
facon indépendante ;on pose . P(S)=p
alors :

P(E)=P(S)=1-p

Soit X la variable aléatoire égale au nombre des succes obtenus :

Ona: X(Q):{0,1,2,....,n}

Alors P(X =K)=CKp“(1-p)"™*,0<k<n

L’espérance mathématique E(X) = np
La variance V (X) =np(1- p)

L écart type o(X)=4/np(l-p)

On dit que X suit la loi binomiale B(n,p)
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Exercices

Exercice 1 :
On met dans un sac 12 cartons sur lesquels sont écrites les 12 lettres du mot
BACCALAUREAT
A) On tire successivement 5 cartons du sac sans remettre le carton tiré dans le sac .
Calculer les probabilités suivantes
1) On tire dans I’ordre le mot LACET
2) On tire les lettres du mot LACET
3) On tire dans I’ordre le mot LAURA
B) On tire successivement 5 cartons du sac en remettant a chaque fois la lettre tirée
dans le sac -calculer les probabilités des évenements précédents.

Exercice 2:
Un sac contient 10 objets, n noirs (2 < n < 8), les autres'sont blancs. On extrait
simultanément 2 objets du sac, les tirages sont supposés équiprobables
A) Déterminer les probabilités suivantes :
- P1: laprobabilité d’obtenir deux objets de couleurs différentes
- P2 : la probabilité d’obtenir 2 ©bjets noirs
- P3: la probabilité d’obtenir-2 objets blancs

B) Déterminer n pour que p, =%

Exercice 3 :
Un enfant posséde une boite de jetons qu’il peut ranger suivant trois critéres
e Lacouleur: rouge, blanc, bleu ou jaune
e Laforme: rond, carré ou triangle
e Lataille:petit ou grand
Il n’y a qu’un jeton de chaque type ,par exemple :un seul jeton bleu , carré ,petit
1) Combien la boite contient-elle de jetons ?
2) L’enfant prend au hasard 4 jetons simultanément, quelle est la probabilité
qu’il tire :
a) A :I’événement 4 jetons ronds
b) B :I’événement 4 jetons de couleurs différentes
c) C:I’événement 2 petits jetons et 2 grands jetons
d) D :I’évenement Au moins un jeton bleu
e) E :Un seul jeton petit et rond
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Exercice 4 :

Un enquéteur d’une entreprise de sondage s’adresse a un groupe de 20 personnes au
sujet de leur loisir. On sait que le nombre de personnes de ce groupe qui s’intéressent a
la péche est 10, le nombre de ceux qui s’intéressent a la lecture est 8 et que 3 personnes
s’intéressent a la fois a la péche et a la lecture

1) combien de personnes dans ce groupe ne s’intéressent ni a la péche ni a la
lecture?

2) l’enquéteur interroge au hasard une personne du groupe (on suppose
I’équiprobabilité) .qu’elle est la probabilité pour que I’enquéteur choisisse :

e une personne qui s’intéresse a la péche ?
e une personne qui s’intéresse a la lecture ou a la péche ?

3) I’enquéteur choisit au hasard dans le méme groupe de.20 personnes un
échantillon de 4 personnes distincts qui ont la méme chance d’étre choisies :
quelle est la probabilité pour que dans cet échantillon ils-Se trouvent exactement
3 personne s’intéressant a la péche et exactement une personne s’intéressant a la
lecture ?

Exercice 5 :

Sur une route départementale, on a placé un panneau'STOP a un endroit ou la visibilité

est tres bonne. Sur les deux routes qui accédent au-carrefour, on remarque que 5% des

automobilistes ne respectent pas ce STOP. On.considére que 30 voitures se présentent

ace STOP en une journeée.

1) Quelle est la probabilité¢ pour (qu’aucun des automobilistes ne commette
d’infractions ?

2) Quelle est la probabilité que deux automobilistes exactement commettent une
infraction?

Exercice 6 :

Deux machines a et b produisent respectivement 100 piéces et 200 piéces

- 2% des piéces produites par la machine a sont défectueuses

- 3% des piéces produites par la machine b sont defectueuses

On choisit au hasard une piéce parmi les 300 piéces produites et on considére
I’événement suivant

A<<la piece provient de la machine a>>

B <<la piece provient de la machine b>>

D <<la piece est défectueuse>>

D <<la piece n’est pas défectueuse>>

1) Déterminer P(A), P(B), P(D),P(D),P(AnD) o P(BND)
2) Déterminer les probabilités conditionnelles suivantes  P(A/D) 4 P(B/D)
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Solutions

Exercice 1 :

On a dans le sac 12 lettres du mot BACCALAUREAT
A) On tire successivement 5 lettres sans remise
1) Notons F «tirer le mot LACET »
Méthode 1 : on note €2 I’univers
Card(€2)=12x11x10x9x8
Le nombre des arrangements de 5 parmi 12 sans répétition

P(F) = card(F) _ 8
card(QQ) 12x11x10x9x8
1
P(F) = 11880

Deuxieme méthode :
On peut raisonner en calculant la probabilité de tirer'un L au premier tirage , un A au
second ....
Et multiplier ces différentes probabilités.
On obtient P(F) -1,4,2,L:- O
12 11 10 9 8 .11880
2) Soit G I’évenement <<on tire les lettres du mot LACET>>

card(G)=5 1.8=960 (on a multiplié par le nombre de permutations des 5 lettres)
5l8 120 1
A> 12x11x10x9 99
3) Soit H I’événement <<on tire dans I’ordre le mot LAURA>>
card(H)=4x3=12
12 12 1

P(H)=—%= =
A, 12x11x10x9x8 7920

P(G)=

4)

B) Cette fois on tire successivement 5 cartons avec remise ; soit Q' I’'univers de
I’épreuve card(Q') est le nombre de 5-listes dans I’ensemble des 12 cartons :
card(Q')=12°
On note F’ I’évenement <<tirer le mot LACET>>
Card(F")=1x4x2x1=8
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8 1

PF)=—p=o"—
(F) 12° 31104
On note G’ I’événement <<tirer les lettres du mot LACET>>
8.5! 1
P(G)="=—
©) 12° 99
On note H’ I’événement <<tirer le mot LAURA>>
2
P-4 161
12 12 15552
Exercice 2 :

Un sac contient 10 objets n noirs (2<n<8), les autres blancs , on extrait simultanément 2
objets

A) -Déterminer P1 : la probabilité d’obtenir 2 objets : card(Q)=C} =45
deux objets de couleurs différentes
C!xCL , =n(0-n) dou p,=nA0—M

45

-Déterminons P2 <<obtenir 2 objets noirs>>

2

45 90 " 2
-Déterminons P3 <<deux objets blanches>>
(20-n)(9—n)

P,= Cion _ 2 2 @0—-n)(9—n)

45 45 90
B) P, _ 1 o Q0=mB-n) 7 15(10—n)(9—n) =7x90

15 a0 15
n>—-19n+48=0
A =169
n=3 ou n=16 la solution bonne est n=3 car 3 <8.
Exercice 3 :

1)  On peut faire un arbre pour dénombrer les jetons
—> Rond I’ petit

—> Carré

> petit

5 Qrand )
. Petit

triangle , grand
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Rond — 1
Blanc grand

grand
petit
Rond » qgrand
petit
Bleu > Carré
grand
Detit
trlanqle
grand
—>  petit
Rond » grand
:» petit
Jaune » Carré
- L———9 grand

/ petit
triangle

———————— , grand
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il y a 4x3x2=24 jetons
2) I’enfant prend au hasard 4 jetons simultanément
a) Iunivers Q est I’ensemble des parties de 4 éléments
parmi les 24 jetons
d’ou:
card(Q) =C,, =10626
A : I’événement <<4 jetons ronds>>
card(A)=C, =70

4
P(A):fi}::_jEL_:_ji_
C,, 10626 759
b) déterminons la probabilité de B
B : I’événement <<4 jetons de couleurs différentes>>
Il'y a 6 jetons de chaque couleur

card(B) = C1xClxClxCL =1296 p(gy ~ 1296 _ 648 _ 216
106260~ 5313 1771

c) Déterminons la probabilité pour qu’il tire 2°petits jetons et 2 grands jetons
Soit C cet évenement :1l y a 12 petits jetons et 12 grands

card(C) =C’ xC2=4356 p(Cc)2.4356 _ 726
(€)=CexCy )= 10626 " 1771

d) Déterminons la probabilité pour qu’il tire au moins un jeton bleu : il y a 18 jetons qui

ne sont pas bleus card(D)=C, =3060

3060 _ 510 P(D)=1- P(D)_1261
10626 1771 1771

P(D) =

e) Déterminons la probabilité pour qu’il tire un seul jeton petit et rond, soit E cet
événement :

il y a 4 jetons petits et ronds (une de chaque couleur ) les autres sont pris parmi les 20
jetons qui ne sont pas petits et ronds.

Cal‘d (E) = Ci X Cgo =4560 P(E) — 4560 - 760
10626 1771
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Exercice 4 :

1) Représentons la situation par une figure en utilisant les diagrammes de VENN

Dans ce groupe de 20 personnes 7 ne s’intéressent qu’a la péche, 3.s%intéressent au deux
et 20-(7+5+3)=5 personnes ne s’intéressent ni a la péche ni & la lecture

2) Soit P I’événement <<la personne choisie s’intéresse a la péche >>

soit L I’événement <<la personne choisie s’intéresse a la lecture>>

_10_1
a) P(P)_Zo_2
) P(PuL):card(PuL)_EZE

card(Q) .20 4
3) L’enquéteur choisit 4 personnes il est a noter qu’une personne choisie
s’intéressant a la péche peut éventuellement s’intéresser a la lecture

notons Q' I"univers , I’éventualité est une partie de Q' de 4 éléments

cad(Q')=C,; =4845

notons B :<<dans I’échantillon choisi ils se trouvent une personne s’intéressant a

la lecture et exactement trois personnes s’intéressant a la péche>>

CIxCy+C/xCyxC; 490 98

P(B) = = =
4845 4845 962
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Exercice 5 :

Nous avons un schéma de Bernoulli : appelons Succés <<un automobiliste respecte le

STOP>> et Echec <<un automobiliste ne respecte pas le STOP>>

Notons X la variable aléatoire égale au nombre d’automobilistes sur les 30 voitures

respectant le stop cette variable X suit la loi binomiale de parametres n=30 et p=0.95
1) L’évenement :aucun des automobilistes ne commet une infraction est

P(X =30)=(0.95)* =0.21464
2) L’événement : deux automobilistes commettent une infraction est
P(X =28)=C2(0.95)*(0.05)* = 0.25864

Exercice 6 :
1) Déterminons les différentes probabilités
p(A)=100 1 o pgy 2002 ) 0.02x100+0.08x200 _ 2.
300 3 300 3 300 75
p(B) :7—3 P(An D) :i P(B mB) =19—4=9—7
75 300 300 150

il ya 197 pieces non défectueuses.provenant de la machine b et 300 piéces au

totale
P(AND) -
2) Par définition : P(A/ D) ~PD) P(A/D) =%=%
75

194
P(BAD) 300 194 97
P(D) 292 292 146
300
Remarque : on aurait pu déterminer ces probabilités directement. En effet, le nombre
de pieces défectueuses en tout est égal a 8 et le nombre de pieces défectueuses

provenant de a est égal a 2 d’ou : P(A/ D) = % :%

de méme: “"P(B/D)=

De méme le nombre de piéces non défectueuses en tout egal 292. Le nombre de piéces
non défectueuses provenant de b egal a 97% de 200 =194 donc
194 97

P(B/D)=—x=—"_
292 146
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Chapitre 3:
Généralités sur les fonctions

Résumeé :
1. Domaine ou ensemble de définition Ds: c’est I’ensemble des nombres pouvant
avoir une image par cette fonction.

eLes fonctions fractionnaires sont définies sur les valeurs qui n’annulent pas le
dominateur

eLes fonctions racines carrées sont définies lorsque le contenu de la racine est
positif.

e Les fonctions polynémes sont définies sur R

2. Continuité

Définition : f est continue au point X, € Dy ssi lim f (x) = f(x,)
X—>Xg

Si f est définie par deux expressions.alors f est continue en X, ssi :
lim f(x) = lim f(x) = f(x,)

X=Xy

3. Prolongement par continuité: soit f une fonction définie sur I\{XO} . admet

un prolongement par continuité en X, ssi :

lim f (x) =1 e R Leprolongé par continuité de f est :

X—>Xg

{g(x) = f(X),Xx# X,
g(x,) =1
4. Dérivabilité :

. F () - (x
Définition : la fonction f est dérivable en X, € D; si lim T09= 1) =aeR

X—>Xo X=X,
Le nombre a s’il existe s’appelle le nombre dérivé de fen X, noté f '(XO)

Remarque : si f est définie par deux expressions alors f est dérivable en X ssi :
i FO0=F0) _ o £00-10x)

X—>Xg X — X0 X—Xg X — )(0

=ae’R
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Formules:

e (f+g)'=f'+g’

o (fxg)'=f'g+g'f
f,, f'g-g'f

.y fe-ef
g

2

g
f 1
[ f =
W= 7
o (f7)'=nf'fm
o (flg@D =g Of [g)]
e (cosx)'=-sinx
® (sinx)'=cosx
e (cos(ax+b))'=—-asin(ax+b)
e (sin(ax+b))'=acos(ax+b)
5. Sens de variations
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I
of est croissante sur 1< f'(x)>0,Vxel

o f décroissante sur 1 < f'(x)<0,Vx el
of est constante sur I'«< f'(x)=0,VXx el

Equation de la tangente:soit f une fonction dérivable en X,, une équation de la

tangente a Cren Xgest Y= (X )(X=%;)+ f(X,)
A retenir :

a. Si XLT Tk - o = C admet en X; une demi-tangente verticale
. _
0

b. C admet une tangente horizontale en X, < f'(X,)=0
c. C admet au point X, :-une tangente paralléle & la droite A :y=ax+b = f'(X;)=a-

une tangente perpendiculaire a A = f '(x,) _1
a
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Asymptotes et branches infinies :

eSilim f (x) =" oo alors x=a est une asymptote verticale

X—a

esilim f (x) =b alors y=a est une asymptote horizontale

X—>0

o si 1m(f (X) —(ax+b)) =0 alors y=ax+b est une asymptote oblique.
Points particuliers d’une courbe :
Soit f une fonction dérivable en X, alors :
o f admet un extremum (maximum ou minimum) en X, <& f '(Xo) =0 et f change
de signe en X,
o f admet un point d’inflexionen X, & f"(X;) =0 et " change de signe en X, ou

f'(x,) =0et f ne change pas de signe en X,
e intersection de Cr avec (ox) on résout f(x)=0
eintersection de Cr avec (oy) on calcule f(0) si possible
e intersection de Cy avec I’asymptote horizontale:y=a on résout f(x)=a
Eléments de symétrie

e la droite A d’équation x=a est unaxe de symétrie de Cr < f (2a—x) = f (x)
e le point A(a,b) est un centre.de symétrie de Cr <& f(2a—x)+ f(x)=2b

e la fonction f est paire & f (x) = f (-x) et x,—xe D,

e la fonction f est impaire & f (—x) =—f(x), et x,—x € D,

e La courbe d’une fonction paire est symétrique par rapport a I’axe (oy)

e La courbe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a I’origine O

esi g(x)=-f(x) & Cset Cy sont symétriques par rapport a I’axe (0x)

osi g(xX)=f(-x) & CsetCq sont symétriques par rapport a I’axe(oy)

esi g(X)=-f(-x) & CsetCy sont symétriques par rapport a I’origine O.
Bijection
f réalise une bijection sur un intervalle I & f est continue et strictement monotone sur |
théoréme des valeurs intermédiaires : si f est une fonction continue sur I’intervalle |
vers I’intervalle J alors: vyeJ,3xel tel que f(x)=y , si de plus f est une

bijection sur | alors le nombre x tel que f(x)=y est unique
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Conséquence :

Si f est continue et strictement monotone sur [a,b] et f(a)x f(b)<o0alors

I’équation f(x)=0 admet une unique solution dans I’intervalle ]a, b[

Fonction réciproque

Si f est une bijection de I vers J alors f admet une bijection réciproque notée :
fde J vers [ telleque: f(X)=y < f(y)=x
e fetf~! ontle méme sens de variation

_ 1

1 o A

o T estdérivable lorsque f'=0 etona (f™)'(X)=——F—

AT

o C; et C... sont symétriques par rapport a la droite y=x

D’ouona:
C, C,
M(a,b) M’ (b,a)

X=a Asymptote Verticale

Y=a Asymptote Horizontale

Y=b Asymptote Horizontale

X=b Asymptote Verticale

Branche parabolique(OX) ( resp (OY))

Branche parabolique(OY) (resp (OX))

(X =

lim— = lim % _g
X—0 X

(%) 1

m O im0~

Sitgen A(a, p) :Y=aX+b

Tgen B(B,«) y=§x—%
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Chapitre 4:
Fonctions Logarithmes et
Exponentielles

Fonction logarithme Ln

C’est une fonction définie sur les valeurs strictement positives.qui s’annule en 1

et de dérivée 1 . elle est notée Ln

X
Propriétés algebriques :
eIn(axb)=Ina+Inb

elna" =nina

°In(%)=lna—lnb

°In(J;):%Ina
eInl1=0

elne=1
elnx=Inysx=y
e Inx<Iny= x<y
eInx>Ihy < x>y

oSi x>l Inx>0etsi 0<x<l<Inx<0

Dérivée logarithmique :

(Inf(x»':% en particuler : (Ln(x)) =1
Limites usuelles

e liminx=-w lim In X =+

x—0" X—>+00
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. Inx
® |[im——=0

X—>+0 X

e limxlnx=0

1

x—0"
. Ln(x+1
elim,_, (x ) =
. In(x
e limIN) _y
x>l x—1

Tableau de variation de Ln

X.

+o0

1
In'(x) = <

In(x)

+o0

-00

Fonction exponentielle

C’est la fonction réciproque de In, alors.;-€"* =x , Ine* =x , e* est définie sur R et

Vx €ER, e* >0

Propriétés algebriques :

° exxey _ex+y
X
° e——ex_y
ey
. (eX)n :enx
L1
° et =—
eX
o e'=let=e
e =plex=
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Limites usuelles

Dérivée

lime*=0
X—>—0

lime* =40

X—>+0

X

. e
lim —=+x

X—+0 ¥

lim xe* =0

X—>—©
. et
Iiml——=

x>0 X

Tableau de variation de e*

en particulier : (8")'=€"

-0

—//_’+OO

+00

Courbes de In(x) et de -e*
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Primitives

Primitive : soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et F une fonction

dérivable sur [a,b],on dit que F est une primitive de f sur [a,b] Ssi F'(x)= f(x)

Vx€ [ab]
Tableau des primitives usuelles
Xn ] n# _1 Xn+l_|_k
n+1
a. ax+k
U'Un 1 un+1+k
n+1
nz1l/— _—1+k
(m=u"*
u 2Ju +k
Ju
u'JU %U\/U'f‘k
COS X sin x+k
sin x —CosX+k
cos(ax-+b) lsin(ax+b)+k
a
sin(ax+b) _—lcos(ax+b)+k
a
1t = — tgx + k
COS” X
u' Inju|+k
u
1 In|x|+k
X
u'e’ e’ +k
e* e’ +k
ax+b
e eax+b+k
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Chapitre 5:
Intégrales

Soit f une fonction continue sur [a,b] et F une primitive de f

b
Définition : I’intégrale de a a b de f(x) notée J f (x)dx est la valeur F(b)-F(a)

On écrit : T f (X)dx =[F(X)]> = F(b)-F(a)
Propriétés :

. Tf(t)dt =0
f (t)dt :j f (t)dt +T f (t)dt

(f(x)+g(x))dx= jl f(x)dx + ig(x)dx

[ ]
D m— T D C— T D — T

kf (x)dx =k j f (x)dx
b

e f(x)=0 sur[ab] @j f (x)dx >0
b

e f(x)<O sur[ab] @j f (x)dx <0

e Si f(x)>g(x)vVxe[ab]= _T f (x)dx 2? g(x)dx

b
La valeur moyenne de f sur [a,b] est = bij f (x)dx
_a A

Intégration par parties :
Formule :

}uv '=[UV] —Tu v/
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Calcul d’aires
Soit f une fonction positive sur [a,b]
Définition :I"aire limitée par la courbe de f, I’axe (0x) et les droites d’équations :x=a et

b
X=b est: .[f(x)dx

J¢h(0x) N
A: Xza,x:b—)A——‘a[f(x)dx

If(n)zg(n) sur[a,b]

De facon générale :

4 A:{gf,gg—>A:j'(f(x)—g(x))dx I f(n)>g(n)sur[a,b]

vl
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Exercices sur les fonctions

Exercice 1:

A. soit f une fonction dérivable sur R/ {1} de tableau de variation :

7 — 1 3 O
f(x) + || = 0 .
+00 || o e O
flr) T Y -
__: - il _2 -
Proposition A B N\
1) Le domaine de definition de R/{l} R/{l. 3} ]—oo,l[U ]1’ 3[U ]3,
f est
2) Lafonction fest Paire Impaire  Ni paire ni impaire
3) La courbe C admet une| x=3 x=1 y=3x-2
asymptote d’équation
4) La courbe C admet une| y=-2 y=1 X==2
asymptote d’équation
5) Une équation de la tangente| y=-2 y = 3X X=-2
a C au pt d’abscisse 3 est
X—>-o X
7.) L’equation f(x)=0 admet |3 2 1 solution
exactement solutions | solutions
8.) Si lim T _palors C admet () (0y) y=2x
X—>+o0 X
une branche parabolique de
direction :

Choisir la bonne réponse

B. Sachantque f(0)=1et f(X)=0=>x=-lou x=20u x=4et im X _g

tracer sa courbe C

X—>+0 X
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Exercice 2 :

2

X*—x-1
Soit f(X) 2—2 et soit C sa courbe représentative dans un repere orthonorme

(0,1, ])

1)

Déterminer I’ensemble de définition de f puis déterminer les réels a,b et c tels

que f(X):ax+b+L
X—2

2) Calculer la dérivée f* de f

3) Dresser le tableau de variations de f

4) Donner une équation de la tangente de C a son point d*intersection avec I’axe
des ordonnées

5) Résoudre I’équation f(x) =0 et interpréter graphiquement ses solutions

6) a-Montrer que C admet deux asymptotes-dont I’une (D) :est oblique
b-Etudier les positions relatives de (D) par rapport a C

7) Veérifier que f(4 — x) + f(x) =6 puis interpréter graphiquement

8) Discuter graphiquement suivant les valeurs du parameétre réel m, le nombre de
solutions de I"éguation's X° —(L+m)x-1+2m=0

9) Soit g la restriction-de f sur I’intervalle | =]-x,1]
a-Démontrer ‘que g réalise une bijection de I sur un intervalle J que I’on
déterminera

Exercice 3 :

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (o,T, ]) (unité graphique 1cm)

1- Soient a et b deux nombres réels on désigne par g la fonction définie par

X

g(x)=ax+b- lee

e" +1
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a- Calculer g’ la dérivée de la fonction g
b- Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de g passe
par le point €(0,1) et admette en ce point une tangente parallele a I’axe

des abscisses (0 x)

: e 4e”
2- Soit f la fonction définie par f(X) =X+3-—
e"+1
a) Prouver que pour tout nombre réel x ona f(x)=x—1+ X4 1
e* +

b) Calculer XILrp f(x)etxllrlw f(X)

c) Calculer f* la dérivée de f et étudier son signe puis dresser le tableau de
variation de f

d) Montrer que (I") la courbe representative de.f; admet deux asymptotes
(A) au voisinage de —% et (4,) au voisinage de +% puis préciser la
position de la courbe (I") par rapport a chacune de ces asymptotes

e) Montrer que le point €2 est un centre'de symétrie de la courbe (I")

. . , - -1 P
3) a)Prouver que la fonction f admet une fonction réciproque f™ définie sur un
intervalle K que I’on déterminera.

-1 -
Vérifier que lim -7 _
x—1 X =1

+00

.. -1
c) Dresser letableau de variation de f

4) Tracer les courbes (I") et (") ((T"") la courbe représentative de f _l)
5) a) Déterminer une primitive F de la fonction f .

b) Calculer en cm® I’aire du domaine du plan limité par la courbe (T") ,son

asymptote (Al) et les droites d’équations x=In(2) et x=In(3)
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Exercice 4 :

1) a) Dresser le tableau de variation de la fonction

—X

g0)=x—e’

b) Montrer que I’équation g(x) =0 admet une solution unique & et que
0.70<a<0.71

2) Déterminer le signe de g(x)
3) Soit f(x)=(2x-4)e?+2—x

a) Montrer que f(x)=(2x—2)(2e2 -1)
b)Calculer lim £ (x), lim f(x), lim —= ( ) im [£.0) = (2—-x)] puis interpréter

graphiquement.
4) a) Exprimer f en fonction de g et dresser. le tableau de variation de f

b) Montrer que f(a)=4-«a A
24

c)Déterminer les points d’intersections de Cs avec (OX) et (OY)

d) Tracer Cson prend '=0.7

Exercice 5 :

1) Soit g la fonction définie sur R par : §(X)=2-(x+1)e”
a)Etudier les variations de g

b)En déduire le signe de g suivant les valeurs de x

2) Soit f la fonction définie sur R par : f(X)=(X+ 2)e”" +2X , on note C sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (0,1, j) unité 2cm

a)Déterminer lim f(x) et lim f(x) ,eten donner une interprétation graphique
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b)Calculer f dérivée de f puis montrer que Vx e R, f '(x) = g(x)

c)Dresser le tableau de variation de f
d)Montrer que la courbe (C) coupe I’axe (OX) des abscisses en un point unique
d’abscisse @ etque —1.29<a <-1.28

3) a) Déterminer lim (f (x)—2x) et lim %) puis interpréter graphiquement.
X—>+00 X

X—>—0

b) Etudier le signe de f (x)—2x puis interpréter graphiquement ce résultat
c)Déterminer le point A de la courbe C ou la tangente (T) est paralléle a la
droite (D) d’équation y=4x donner une équation de cette tangente.

4) a) Tracer la courbe C ,la droite (D) et la tangente (T) dansile repere (O,T, ])
b)Discuter graphiquement suivant le paramétre m-le nombre de solutions de
I’équation me*—x—-2=0

: D I 1 e
c)Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f ™ définie surun

. , . -1
intervalle I que I’on déterminera . calculer f~(e-2)

—

d) Tracer la courbe C* courbe.de la fonction f ™ dans le repére (0,1, J)

5) a)Calculer a I’aide d’une intégration par parties I’intégrale : I = | (x + 2)e *dx

O S

b) Calculer en.cm? I"aire délimitée par la courbe C , la droite D et les droites
d’équations x=0 et x=1

Exercice 6 :

A) Soit la fonction f(X)=1-x*-Inx
1) Etudier les variations de f
2) Calculer f(1) en déduire le signe de la fonction f

Enneviss en Mathématiques 67 Document d’appui en 7°™ D



B) Soit g(x) :LnT(X)—x

1)Etudier les variations de g
2) a)Montrer que la courbe C de g admet une asymptote oblique D

b)Etudier les positions relatives de C et D
3) a) Montrer gu’il existe un unique point A de C ou la tangente a C est paralléle
aD

b)Ecrire une equation de la tangente a C en A

4)Tracer la courbe C de g
Exercice 7 :
f(x)=In(l+e™)
1) Etudier les variations de f
2) a)Montrer que (X)=-x+Ine*+1)
puis en déduire I’équation d’une asymptote oblique A de C;
b) Etudier la position relative de CietA

c)Tracer C;

Exercice 8 :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1, J), I’unité graphique :2 cm

A) Soit g la fonction définie pour tout réel x par :
g(x)=1-e” -2xe™
1) Montrer que XIirp g(x)=1

2)Etudier le sens de variation de g, calculer g(0) puis en déduire le signe de g(x)

suivant les valeurs de x
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3) a) Déterminer a et b de sorte que la fonction définie sur R par

2 L., .
F(x) = (ax+b)e™ admette pour dérivée la fonction : x — —xe?

b)En deéduire la primitive de la fonction g qui prend la valeur 3en 0

B) Soit f la fonction definie pour tout réel x par :
f(x)=x+3-xe*
on appelle C sa courbe représentative
1)Etudier les variations de f et déterminer les limites de fen =00 et +00
2) Montrer que la droite D d’équation y=x+3 est une asymptote a C lorsque x
tend vers —oo , étudier suivant les valeurs de x la position relative de D et C
3)a) Montrer que la courbe C coupe I’axe des abscisses en deux points que I’on
note | et J(I ayant une abscisse inférieure a celle de J)
b)Déterminer et justifier un encadrement d’amplitude 0.1 de I’abscisse de J

4)Tracer la courbe C et la droite D
Exercice 9 :

A) On considére la fonction g de la variable réelle x définie sur I’intervalle
10, +oo[ par :
g(x)=x’+Inx-1
1) Déterminer ses limites aux bornes de I’intervalle ], +oo[ , calculer g’(x) et
dresser le tableau de variation de g

2) Calculer g(1) en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x

B) Soit la fonction f définie sur ]0, +oo[ par :

X2 In x
f(x)=> 21X
(X) > <

1) Soit f’ la dérivee de f, montrer que
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f(x) = i;() , étudier le sens de variation de f et faire son tableau de
X

variation

3) On appelle (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0,1, ]) unité de longueur 2cm
a) Etudier la position de (C) par rapport a la parabole (P) d’équation :
X
=—=2
Y 2

. X
b) Calculer Xlirp (f(x) —(7— 2)) que peut-on conclure?

- —

4) Tracer la parabole (P) et la courbe (C) dans le repére=(0:1, j) placer le point

d’abscisse 2.
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Exercices sur les intégrales

Exercice 1 :

X+1 b .
=a+ :
X+2 X+2

Déterminer les réels a et b puis calculer I’intégrale |, f(x) =

2

| :J'f(x)dx

1
Exercice 2 :

Déterminer les réels a,b,c puis calculer | :

2
= XX e
X+3 X+3
1
I:'[f(x)dx

0

Exercice 3:

Déterminer les réels a et b puis calculer |

2X+1 a b

f(x)= = +
(%) X2 —Bx+4-x-1 x-4
3
= [ f(xdx
2
Exercice 4 :

Déterminer les réels a,b puis calculer |

£ (x) = x—22 __a b :
(x=1) x—=1 (x-=2
Izif(x)dx

-1
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Exercice 5 :

Calculer les intégrales suivantes a I’aide d’une ou plusieurs intégrations par
parties :

2e
I :.[x3ln xdx
e

Exercice 6 :

Calculer I’intégrale suivante :

1
I :Jxexdx
0

Exercice 7 :

Calculer I’intégrale suivante-

j(x+ 2)sin xdx
0

Exercice 8 :

On pose :

2 2 .
X7 C0os” XdX ¢ J = [x*sin? xdx

O'—.I\)‘N
O N | N
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1. Calculer J+1
2. Calculer J —1 (on pourra utiliser la méthode d’intégration par parties)

3. Calculeralors let J

Exercice 9 :

Soit f la fonction numérique définie sur R par f(X)= e In(Ll+e") pour tout

nombre réel strictement positif a on pose :
a
1(a) = j f (x)dx
0

1. Montrer que f est une fonction a valeurs positives, quel est le signe de
I(a) ?

2. a) Déterminer des nombres réels.c.et d tels que pour tout nombre réel X :

ey N d
Trer T 1+er
1
En déduire le calcul de j - dx
1+e

0
b) Calculer f + f ',ou f 'est la fonction dérivée de f

¢) Calculer 1(a).

Exercice 10 :

Soit la suite (U,) définie par :

n Ex
u = | e? dx

n
n-1
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Pour ne N”

1. Calculer U, en fonction de n

2. Montrer que la suite (Un) est une suite géomeétrique dont on précisera la
raison et le premier terme U,

3. Soit S, =U, +U,+,...,+U

n

n 1

-=x
Montrer que Sy :Ie 2 dx
0

4. lasuit (Sn) a-t-elle une limite lorsque Ntend vers. % ?
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Solutions des exercices sur les fonctions

Exercice l:

Question Réponse

> O B~ WD

> >ro| > > W o >

Exercice 2 :

x?—x—1

f0="—23

1) D;:x-2=0=>x=2; D; :R—{2} = ]-,2[u]2,+]

c (ax+b)(x-2)+c
X—2 X—2

Réels a,bet C: ax+b+

ax’ —2ax+bx—2b+c ax’+(2a+b)x-2b+c
X—2 X—2
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a=1
—2a+b=-1=-2+b=-1=b=2-1=1b =1]

-2b+c=-1=-2+c=-1c=1

= f(x):x+1+i2

_ Cx—1)(x=2)—(x2—x-1) _ 2x%—4x—x+2—x2+x+1

2) f (x) - (X—Z)Z (x_z)z
2
X°—4x+3
fi(x)=——5—, f'(X)=0= X" +4x+3=0
(x-2)
L _A+2_ 6 S
J'l 2 3
| S T
|\-|I..-: = _]._'_.r = _% =1
I — 00 | 2 3 4+
fix) + 0 = () - () +
RS +oc o . ¥
—00 —0C 5
X2
lim f(x): lim =— = lim x=—o
X—>—0 Xo—0 X X—>—00
X2
lim f(x)= lim =— = lim x =+w
X—>+00 X4 X X—>+00

: 1 . 1
fim 109 =G-= e ¢ fim 10 =g =
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f()=1f(@3)=5

4) C; N (oy): f(0)=%;y= f'(0)(x-0)+ f(0) f'(0)=%

3 1. 3 1
yzzuywﬂyz—x+—

2 4 2
Xlzﬁz_oﬁ
5) f(X)=0=>x*-x-1=0,A=5; 2
x2:1+£/§:1,6

La courbe de f coupe (ox) aux points A(x;,0) et B(x,,0)

6) a) lim[f (x) - (x+1)] = Iirp[x+1+$—(x+1)]: lim izzo :

X—=>l 00X =—
Donc la droite D d’équation y = x +1est une asymptote oblique de C;

lim f(x) =+ ; x=2 asymptote verticale

x—2*

1 1
b) f(x)—=y. =x+1+— 1) =r
) F(X)—y, =X+ +x—2 (x+1) >
T — D0 2 +0o0
flr) —up = 5 = +
PR K D

1 1
7) f(4=x)+ f(x) _(4—x)+1+m+x+1+ﬁ

=4-x+1+

1
+X+1+——
4-x-2 X—2
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=6+ ! +1=6—1+1=6
—X+2 X-2 X—2 X-=-2

= f(4-x)+f(x)=6

= f(2x2-xX)+ f(X)=2x3 = f(2a—x)+ f(X)=2b

Donc le point A(2,3) est un centre de symétrie de C;

9) X’ —(L+m)x-1+2m=0= X’ - x-mx-1+2m=0

x> —x-1
X—X=l=mx-2m= X’ -x-1=(x-2dm=>m=—""=1f(X) [f(x)=
w-am=m=2 100 [
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Le nombre de solutions est égal au nombre de points d’intersections deC; avec la droite

y=m et d’aprés le tracé on a

eSi m<1— 2solutions
eSi m=1-— 1solution

¢ Si 1 <m <5 - 0solution
¢Si m=5— 1 solution

e Si m > 5 —2 solutions

10) a) 9 est continue et strictement croissante sur I:]—Oo,l] donc g réalise une

bijection de | sur |

) (9))=—— ==

2 grgicy 9O 3

rlemibe;
3

N X

JRORAS MARAS SHAGS HAMAS RAAAS RAANS RAARS AIARS ROAS

[-181716151413121216-9-8-7-6-5-4-3-24

POPNO L @M
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Exercice 3 :

X

1) g()=ax+h-—¢

e'+1
, 4e* (e* +1) —e*(4e) 4% 4 4e* — 4e* 4e*
a =a-— —a— —gq__
)90 =a ( (e* +1)° j 2 ( (e* +1)? j 2 (e* +1)?

b) QO0,)eC, =

gl0)=1=al0)+b-

?et :~EJ—§=1:‘>EJ—2=1:‘>
& .

+1

en 0(0,1) la tangente est parallele a (0X)

:>g'(0)—0:>a—4—eo—0:>a— 4x1 :>a—i—0:>a—£—0:>a—1—0:>
(e° +1)? 1+1)? 2 4

X

2) f(X) = x+3-—2

e +1
a)
KL = X+ 3BT = g4 B b gy 3y e AHE g 4E f(x)
e"+1 g +1 e'+1 e'+1 e'+1

b) lim f(x) = lim {x+3— ‘X‘ex }:—oo L lim f(x) = Iim{x+3— fex }:m

X—>—00 X—>—00 e*+1 X—>+00 X—>+00 e*+1
c)
f'(.'cJ=1—;.. —:lex :..=1— :lex ¢ 91?1J1?4ex _ e”—if”—lﬂ—-&ex _ e:xjiexrl

e =1)" ) (g"=1)" (e 1) (e 1) (e =1}

. (e -1)°
f =

) (e* +1)°
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0 1 — O o
+ 0| f(x) +
_ 4oc
fix) )
— (2
, T de : ] —4g"
d) lim [f(x)-(3+x)] = lim | x~ 2 _(E_TJ —IEI} =7~ " donc ladroite

A, d’équation y = x + 3 est une asymptote oblique de (F) en —00

de méme

Ilm[f(x) (x— 1]—I|m {x 1+i—(x 1)}—I|m[ 4 } 0 donc la droite
+1 e"+1

X—>+0

A, d*équation y = x—1 est une asymptote oblique de(I") en+o0

0= /r)
1>_O:>(%2

4g"
o fﬁ)—w = 1+3—m—f1+3)_

00y =Xl

(=)=

e) Q(0,1) est centre de symétrie Si: (2«0 —x)= f(x) =2xI:

f(2x0-x)+ f(X)=—-x-1+ _4 +X=1+—
e e’ +1
4 4 4 4 4e* 4 4e* +4
=-2+ + =—2+— ——=—2+— —— =2+ —
1. e+l e+l e*+1 e+l e'+1 e*+1
e* e~

Enneviss en Mathématiques 81 Document d’appui en 7°™ D



4(e* +1)
e +1

=-2+

=-2+4=2

3) a) f estcontinue et strictement croissante, elle réalise une bijection donc elle
L 1 e
admet une fonction réciproque f définie surr

o S-S 1t 1
M OIS

-1 n .. N -1
b) f et f ontle méme sens de variation d’od TV de f .

-1 .
f™ nest pas dérivable en 1.

e — 1 +0C
F) | + || =+
+oc
f~Yx) ’__.-.....---""'-'
— x B
4)
Aty=Xx+3
A,iy=x-1
Enneviss en Mathématiques 82

Document d’appui en 7°™ D



X

e

4
f(X)=x+3-

eX

—x43-47 = F(x):%x2+3x—4ln(ex+1) ;

X

X

. estde laforme Y- 5 Inu
u

[,A,
b) A:
x=In2,x=1In3

In3
a= | (s - Fe)ax

X

)) dx

In3
= +3—(x+3-
—[an (x (x e*+1

In3 eX
= f 7 4 = [4nie” + D3
In2

A=4In(e" +1)-4In(e" +1)=4In(3+1) - 4In(2+1) =4In4—-4In3=4(In4-In3)

A=(4In%)x12cm2 = A:4In[%jcm2

Enneviss en Mathématiques 83 Document d’appui en 7°™ D



Exercice 4 :

X

1) a)g(x)zx—e_?;Dg :R:]—oo,+oo[

lim g(x) = lim (X—ezjz—oo—(+oo):—oo—oo=—oo

X—>+00

lim g(x) = XILrEO(x—e;j:+w—(O):+w

1) =X 1 =X
(X)=1-| —|e?2 =1+=e? =0
0 (%) (Zj :

g (r) + T

glr) e T

b) g est continue et strictement croissante de R vers R donc I’équation g(x) =0

admet une solution unique @

¢g(0,7)=—4,68x10<0
*g(0,8)=0,129>-0 =0,7<a=<0,71

D’apres le tableau de variationde gon a:

gl = ]
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g 0= (2x —4)e? +2 - x
a) f(x) =2(X—2)e§ -(x-2) :>(x—2){2e; _1} — (X_Z)(ZEE _1j

b) xliﬂl f(x)= XIHEO(X - 2){2e; —1} =(—0)(-1) =+

lim £ (x) = lim (x- 2){2@ —1} — (+o0) (+90) = +20

tim £ _ jim X_Z{ZeZ—l}: lim ﬁ(zez—ljzm
X

X—>+00 X—>+0 X X—+0 X

X—>+00

XIi%r+nw[ f(x)-(2-x)]= XILTO{(ZX—4)e; +2—x—(2—x)} = lim {er: —4e§}=0

y = 2—x est une asymptote oblique en —-so

X X X X

4) f'(x)=2¢? +%e2(2x—4)—1: 262 + xe? —2e2 -1

X X 1 X\ X x
f'(x) = xe? 1‘92{X‘—XJ: f '(x)=(X—e2 j-ez =g(x)-e?

eZ

e? = 0donc le singe de f 'est celui de g
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filx) -

flr) s

¢) f(a)=(a- 2)(Z—j0r

g(a)=0:>a—e7:O:e_aza:%:a:e

doncf(a):(a—Z)(g—ljzz—a—a—i+2:>f(a) 2— a—i+2 4-— a—i
a a a a

e2

1
a

a

d) C, n(ox) & f(x)=0:>(x—2)[2e2—1]=0:>x—2=00u 22 -1=0

X
e2 =

N
2

C; n(oy); f(0) = (0—2)(2><eo —1) =(-2)(2-1)=-

I\>|><

In = X= 2In :>x——2ln
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Exercice 5 :
1) g(x)=2-(x+1)e”

Dg =R= ]—oo, +oo[

PRCPOEUPAR

1im g(x) = lim [ 2— (x+1)e™ | = 25 (7o) (+o0) = +oo(+0) = +o0

lim g(x) = lim [2—(x+1)e‘X]:[2_lx_ 1X
X—>+00 X—>+00 e

e

:|:2_0_0 =>lim, 10, g(x) = 2

g'(x) =—le*—eF*(x+1)]=—-[e*A—-—x—-1)] =xe*Commee™* >0le

signe de g’ est celui de x

g'(x)

glr)
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b) g(x) >1= g(x) = 0 (positif)
2) f(X)=(x+2)e™ +2x

a) Xlirpm f (X) = (—o0)(+90) + (—o0) = =00 —00 = —0

lim f(x) = lim {LX+%+ 2x} 400
X—>+00 x—>+0| @ e
b)

f'X)=e"—e"(x+2)+2=e*(1-x-2)= f'(X)=2(x+De * =g(x) = f'(X)=g(x)

f et 9 ont le méme signe

c)

f'(x) ks

flr)

d) I’équation f (x)=0admet une solution unique « (car f réalise une bijection

(continue et .”* ) decRvers R ) donc C; coupe (0X)en un seul point («,0)

f (-1,29)<0
f(-1,28)~0 = -1,29<a<-1,28

3) a) XILT [f(x)-2x]= X“JP [(x+ 2)e " +2x— ZX] = Xllrp [eiﬁe%} =0
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Alors la droite d’équation y = 2x est une asymptote oblique en +

mnIQQ:|m1F5i3Eji35}:nm{fige*+35}:nm{fe*+2}:nm[e*+2]:+w

X——00 X X——00 X X—>—w0 X X X—>-00 X X—>—00

branche parabolique de direction (OY) en —o0

b) F(X)-2x=(x+2)e",e">0; x+2=0=x=-2

T — O — 2 +oC

flz)—2z = (z+2)€” - 0 4

PR AjC (-2,-4) C/A

c).latangente paralléle a A : y=2x
y=2x=>f'(X)=2=22-(x+)e " =2=>-(x+1)e " =0=>-(x+1)=0=>x+1=0=>x=-1
le point est A(-1, f(<1)) f(-) =e-2=0,7

I’équation est

y=FfD(Xx+D)+f(-)=2(x-D)+e-2=T:y=2Xx+2+e—-2=T:y=2x+e

4) a)
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-4 -3 -2

-2

-3

b) me*-x-2=0&me* =x+2=>m=(x+2)e” = f(x)-2x= f(x)=2x+m

soient les droites A, =Y =2X+Mm
Aty =2x Asymptote
T :y=2x+2Tangente

on remarque A, / /AT donc on a

e Sim<0— 1solution

e Si0O<m=<e — 2 solutions
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e SiM=€— 1 solution

e SiM>€ —0solution

c) f est bijective (continue et strictement croissante) donc f admet une fonction

réciproque de

R= ]—OO,+OO[ vers R = ]—oo,+oo[

e oy 1 11
(1) 2)_f'[f-l(e—z)]_f'(—1)_2

5)a) IZJ.(X"'Z)eiXdX | vi(x)=e ¥ v(x)=—e"*

0

1 { u(x)=x+2 { u'(x)=1

I=[—(x+2)e*]}

1 1
—f —e¥dx=~[3e71 - 2]+ j e dx =—-3e 1+ 2+ [—e™*]}
0 0

=>]= —4e 1 +3
.| C:,D
b) A'{xio;x—l

A:j[ f(x) - yp Jdxx 2°cm? =J1‘((X+2)eX +2X—2X)dXX4cm2 :j(x+2)exdxMcm2 :(—4e’1+3)x4cm2
0

0 0

= | A=(-16e™"+12)cm® |
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Exercice 6 :

f(x)=1-x*=Inx; D, =10, +o0]

A) lim f(x) = lim[1+x* —In x| =1-0—(-e)
x—0" x—0"

lim f(x) = lim [1+x* —In x| =1— (+00) — (+o0) = —0

X—>+00 X—>+00

f(x)= —2X—§= —(2X+£) <0vx e ]O,—oo[

X
i () +o0
flx)
+od _
flx) :
TLLah
Signe de f:
r ] +0c
flx) -
B) g(x) =1~ ; Dy =J0.+¢]

1) lim 900~ 2200

lim g(x) = lim (In—x—x)=0—(+oo):—oo
X—>+00 X—>+0 X
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1

—.x-1Inx 2

, 1-Inx vy L=Inx=x" f(x) . i
g'(x) ==X 1= 127 ()= I :x% =0 le signe de g
est celui de f donc
X 0 1 +c0
g’(x) + 0 -
g(x) -1 \

/ )
-00

2) a) XIirl])o[g(x)—(—x)] = XIirpoo[g(x)+ x| = lim [In_x_ X+ x} =0

X—>+0 X

Donc la droite D d’équation Y =—X est une asymptote oblique de Cg

b) g(x)-Yp =InTX—X—(—X)=InTX=O:|nx=0:x:1

\ Inrx
glx) —yp = -:f — () S

PR R/ 0 D

3) a)

— 2_
tg//D:y:—x:>g'(x)=—1:>w=—1:>1—xz—Inx:—xz:>1—Inx=0
X

=Inx=1=x=¢
Le ptest A(e, f(e))

g@)=""% eI e
e e

Enneviss en Mathématiques 93 Document d’appui en 7°™ D



b) T:y=g'(e)x—e)+g(e) =—1(X—e)+%—6=—x+e+%—e

= T:y=—x+1
e

Exercice 7 :

f)=In(1+e™) ;

D, =R

—-X

—e
1+e7*

1) f'(x)= <0lim, g f(x) = lim,,_, In(1 + ™) = +o0

lim f(x)=lim In(1+e*)=In1=0

X—>+00

iz -

) g
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2)a) f(X)=Inl+e™)=Ine ™"+ In(%ﬂ) =-X+In(e* +1)
e
XIir_n Ine*+1)=In(0+1)=In1=0

Donc la droite A:y=—x est une asymptote oblique deC; en —oo
Position relative :
() -y, ==x+In(e +1) - (-x) =—x+In(e"+1)+x =In(e* +1) - 0

Case*~0=e*+1>1

flx) —yp = In(e" +1) +

flr) ClA
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Exercice 8 :
A - Q(x) =1-e - 2xe™
1) lim g(x) = lim [1—e2X —2xe2x} =1
X—>=00 X—>=00 T

—_—
0

2) Dy =R =]-o0,+o0[; lim g(x) =1 (+0) - (+o0)(+0) = o0

g'(x) = —2e™ —(2e” + 26 - 2x) = —2¢*" — 2e”" —4xe™ = —4e” —4xe”™ = |g(X) = (—4x—4)e”

g'(x):0:>—4x—4:0:>—4x:4:>x:+—4:—1

i —Dg = +oc

q'(r) - 0 —
14+e=
F.I'i-"'] . _____..___..--' -"'“'-.h__ )
" g
9(0)=1-¢€°-0e’=21-1=0
D’apres tv
i — O {) +oo
glx) + i) =

3)a) F'(X)=-xe* : ae® +26” (ax+h) = —xe” = (2ax+a+2b)e” = —xe”
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a=—
2a=-1 2 1 1),
Par identification : {aiszo = pod 1 = F(x):[_?urz)e2

_ 2x 2x 2x 2x _ 1 2x
b) g(x)=1-e*-2xe”* =1-e +2[—:ﬁ)j:>6(x)_x—§e +2F(x)+c

=>G(X)=X—£ezx+2[—1x+1je“+c=x—1e“—xezx+lezx+c: G(X)=x—-xe*+¢
2 2 4 2 2
G(0)=3=0+0e"+c=3=>¢=3

B: f(X)=x+3-xe®;D; =]-0,+0]

1)

@ lim f(x) = lim [ x+3-xe” = (<00) - (0) =0

< lim f(x)= lim X[l+§—ezx:|=(+oo)(—oo):—oo

fi(x) =1<(e” +2e” - x) =1-e” - 2xe™ = g(x)

Donc. f 'et g ont le méme signe.

f(x) - { =

flx) P
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2) lim [f(x)—(x+3)] = lim [-xe** | =0 ;

donc D:y = x+3est une asymptote oblique de C; en —oo

Position relative

f(X)-y=-xe", e*+~0:-x=0x=0

flx) — yp + i =

PR c/D 3 D/C

3) a) I’équation f (x) =0 admet2 solutions ( f change de signe deux fois) donc C;

coupe (0x) en deux points:

X0 Y X—>+00 X

IES;)):S} =0,7<J <08 1im % _ jim [1+§—e“}:—oo Bl (oy) en +0
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Exercice 9 :

A: 9(X)=X+Inx-1; D, =]0.%o0]
1) Iirgl g(x) =0+ (—0) =L==00

lim g(x) = +oo+0=~1=+o0
X—>400

g'(x) =3x* +1>o : VXe]O,+oo[
X
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2) g1) =1+0-1=0

X
B:f(X)=-2-—2 .
(x) 5 "

1)

T ] | +oa
q'(x) +
e 50
glz) 0= .
— D T
xr ] 1 +0oC
glr) — 0 +
2 In x
& lim f(x):O-z-(‘wj:m
x—0" o*

& lim f(x) = lim

X—>+00

2
[X__Z_M_X}m
X—>+o0| 2 X
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2)

2 2

-X—Inx _ 3 _
f'(x)_xo[%—zJ_x(l Inszx 1+|nX=g(§);x2>odonc flet g
X

ont le méme signe.

X X X

X 0 1 +o0
f’(x) - 0 +
f(x) +00 +00
2
3)
x? Inx [ x? In x
a f(x)-y=—-2-——"-| —-2|=————=0=>-Inx=0=>x=1
2 2 X
X 1 +o00
f(x)-y, = _1"7’“ + 0 -
PR
c/P (1:5) PIC
oy lim | 00| =2 || = tim="%_0 gonc P est asymptote de C
i = - = onc est asymptote ae
X—>+0 2 X—>+00 X ymp f(z) - _Lu2“2 ~
—034
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Solutions des exercices sur I’Intégrale

Exercice 1:
1)

f()_x+1 At b =a(x+2)+b
X+2 X+2 X+2

ax+2a+b a=1
fX)=———-2>=
X+2 2a+b=1=b=-1
1
f(x)=1-——
()= X+2

2

j f (x)dx = j(l-—)dx [X+In(x+2)?=2-In4=1-1In3

1

I:1+In—
(4)
Exercice 2 :

2 2 _ _
f(x):x +X+1=ax+b+ C _ax +(-3a+b)x-3b+c
X—3 X—3 X—3
_— a=1
fx) = X8R ) 3atb=1=b=4

X+2

-3b+c=1=c=13

f(x)=x+4+£

1

J.f(x)dx I(x+4+—)dx [—x2+4x+13ln|x—3|]t :%+4+13In2—13ln3

o

| = % 13In(= )
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Exercice 3 :

£ (x) = 2x+1 a N b a(x—4)+b(x-1)
CxX2-5x+4  x-1 x—-4  (x=1)(x-4)
(a+b)x—4a-b {a+b:2 {a:—l
)= =

f(x > =
X°—-5x+4 —-4a-b=1 b=3
-1 3
f(X)=—— 4>
(%) Xx-1 x-4
3 3 _1 3
| = | f(X)dx = | (——+—)dx =[-In(x-1) +3In{x— 4[]} =-3In2
! (x) !(X_l —Jdx=[-In(x-1)+ 3nfx=4[;
| =-3In2
Exercice 4 :

F(X) = x—22: a N b 2:a(x—l);rb
(x-1D)° x-1. (x-1) (x-1)

_ =1 =1
f(X):ax a+b {a :{a

—
(x—1)? —a+b=-2 |b=-1
1 1
f(X)=—>—
(%) x—1 (x-1)°
‘ 1 1 1 1
| = | f(X)dx= — dx=[In|x-1+—1 =-=—In2
L () !(x—l (X—DZ) [ |+x—1L1 2
|:—1—m2
2
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Exercice 5 :

Intégration par parties
2e
| = J. x* In xdx
e

, 1
u(x) = Inx U(X):§

posons{ v .
vi(x)=x v(x):zx4

1 €1 1 1.1
| =[=x* InxT?® = | =x3dx =[=x* In x]?® =& [= x*]%
[ X' Inx0; !4 [ In g =S x);

| =4e*In 2+£e4
16

Exercice 6 :
1
| = f xe*dx
0
u(x)=x u'(x)=1
posoNs =
V(X)) =¢” v(X) =¢*

| =[xe'T; —jexdx =[xe*], —[e*]; =e-0-(e-1) =1

| =1
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Exercice 7 :
| = j(x+2)sin Xdx
0

u(x) =x+2 {u'(x):l
f—

posons _
{v'(x) =sin x v(X) =—Cos X

| =[-(x+2)cosx]; —j—cos Xdx =[-(x+2)cosx]; +[sinx], =7 +4
0

| =7+4

Exercice 8 :
1)

x2 cos? xdx

2

J = | x®sin? xdx

Oty O NIN

2 2 2 2
| +J :sz cos’ xdx+'[x2 sin® xdx = I(x2 cos® X+ x*sin® x)dx =j x*dx
0 0 0 0

V4 3

1 i
|+J :[Exs]o -

3
T
| +J =—
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2)

v s

s

T
2 2 2 2
I —J :J'x2 cos’ xdx—Ix2 sin’ xdx = I(x2 cos® X — x*sin® x)dx :J' x?(cos® x —sin® x)dx
0 0 0 0
T

2
I-J =J'x2 cos 2xdx
0
u(x) = X2 u'(x) = 2x
posons = 1.
v'(x) = cos 2x v(x) :Esm 2X

. 2 2
I-J :[%xzsin 2x])2 —Ixsin 2xdx:—jxsin 2xdx
0 0
u(x) = x u'(x)=1

posons . = 1
Vv'(x) =sin 2x V(X)Z—ECOSZX

T

I-J =[—%x0032x]§ -

ot

1-3==
3)
3
7T
| +J =—
24()
7T
| -J==—(2
4()
73 +6rx
D+(2) <=2 =——
®O+@ >4
:>|_7r3+67z
48
73 —6rx
N-(2) =2 =——
®»-03) >4
:>J_7r3—67r
48

1 1 z 1. z
——c0s 2xdx =[-=xcos 2x]2 +[-=sin 2x]?
5 [ : 1§+ > 16

T
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Exercice 9 :
1)

f(x)=eIn(Ll+e");1(a) :T f (x)dx

De*>0=1+e*>0=In(l+e*)>0

e >0=e"In(l+e*)>0

f(x)>0:jf(x)dx>0:>l(a)>0

2) a)

e d ce*+c+d
x_C+ X X
1+e 1+e 1+e

c=1
=
c+d=0=>d=-1
e 1 1
1+e” 1+e”

Par intégration

? ¢ dx:}(l— 1 yax
0 0

1+e” 1+e”
=[x]5 -[Int+e")]; =a—-0—In(l+e*)+In(2)
a
=a+In
(1+ea)
X 0
b) f{(X) = —e* In(L+&") + ——&* = —e* In(L+ &*) +
1+e* 1+e*

f'(x)=—e*In(Ll+e*) + —.

1+e
1

1+¢*

f(x)+ f'(x)=
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c)ona f(x)+f'(x)=—

1+¢*
f(x)+ f'(x)= 1 -
l+e
1 .
= f(x)= —— f(x)
1+e

a a 1 a '
!f(x)dx:!mdx—!f (x)dx

1

I(a)=a+ In(1+ea

)L ()]s

I(a)=a+In(

)—f(a)+ f(0)
1+e®

=a-+In(

—)—e*In(l+e*)+In2
l+e

4

I(a)=a+ In(1+ea

)—e?In(l+e?)

Exercice 10 :

n 1

L, \

u, = Ie 2 dx,nelN
n-1

1 1

—lx —-=n+=
Du,=[-2e2] ,=—2e2% 2—-(-2e

1
—E(n—l))

1 B
=>u, =(2e?-2)e 2

1 1
(U, )est une suite géométrique de raison q=e % etde 1* terme u, =2—2e 2
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3)

1 1
S, =[2¢2]0=-2e2 +2

1
limS, = lim(-2e 2 +2)=2

nN—+o00 N—+00
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Chapitre 6:
Les suites nhumériques

Résumeé

Définition : une suite est une fonction de N vers R , elle est notée (U, ), (V.)...

Il'y a deux manieres de définir une suite :
-Par son terme genéral en fonction de n
Exemples:
_2n+1
n+2

n

-Par son 1%'terme et une relation entre U, et U.;

Exemple : U u,+1

Définitions :
e Lasuite (U,)est croissante © U, —U 20 vneN

o Lasuite (U,)est décroissante & U,,;—U, <0 vneN

u

e Lasuite (U,

est minorée par M & M <U ,VneN

(u,)

(u,)

o La suite (U ) est majorée par M © U, <M vneN

(uy)

o Lasuite (U) estbornée & m<U <M wvneN
(uy)

o Lasuite (U,) estconstante U, —U, =0, vneN

Etudier la monotonie (ou le sens de variation) de la suite (Un) c’est connaitre si
elle est croissante, décroissante ou constante.
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Suite Arithmétique

Définition:  (U,) est une suite arithmétique < U,,—U =TI ol est une valeur

constante appelée raison.

e Si (U,) estune suite arithmétique de premier terme Uy, et de raison

r,alors U, =Uy+Nr et si le premier terme est U alors U, =U; +(n=1)r

e Si (a,b,c) forment une suite arithmétique alors on a : a+c=2b et c-b=b-a=r

et b=a+r et c=b+r

Si (U,) est une suite arithmétique alors :

S, =U, +..... +un=n_Tp+l(un+up)

* Suite geométrique :
Définition : (U,) est une suite géométrique-de raison 4 < U,,, =qu,

e Si (U,) estune suite.géomeétrique de Premier terme U, alors

U, = anO , si'le premier terme est U; alors U, =u1q”‘1

e Si (a,b,c) forment une suite géométrique alorsona: axc =b? et

E:E:q et b=a><q et C:bxq
b a
1_qn—p+l
o Si (Un) est une suite géométrique alors S, =u, +....+U, =U, e
e Sommesusuelles: 1+2+3+..... +n=_n(n2+1) et
a.n+1
l+a+a’+..+a"=
1-a
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Convergence d’une suite :

Définition : La suite (Un)est convergente vers le R < limu, =l eR

N—+o0

Si (Un) n’est pas convergente on dit alors qu’elle est divergente

Théoremes de convergence et de comparaisons

Si Et alors
(Un) est croissante Majoree convergente
(u.) est décroissante Minoree convergente
limv =Ilimw, =l limu =1
v, < u, < W, oo n = U0 W amu,
lu, 1| <v, lim v, =0 limu,
v <u lim v, =+ lim u, =+
neon ) id N—+o0
limv, =-owo limu =-—o0
un Svn s+ Nosto
A retenir

» Si-1<d<l = lima" =0

n—+o0

» Sid>1 = lim a" =+

N—>+o0

> si(u)/"=u,<u,

> Si(U) = u, <u,
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(u,) et >

U >0= tn
> SiFn (un)\.(:)%sl

> Sil,,=Tf(U)et festcontinuealors lim u,=l=I="1()

N—-+o0

» Deux suites sont adjacentes Ssi elles convergent vers la méme limite et

elles sont de monotonie différente.
Démonstration par récurrence

Soit p(n) une proprieté définie sur les entiers naturels, pour montrer’par récurrence que

p(n) est vraie on suit les trois étapes suivantes

1. On vérifie qu’elle est vraie pour le 1% élément (n=0,n=1)
2. Onsuppose qu’elle est vraie pour n
3. On démontre qu’elle est vraie pour n+1

Alors elle est vraie quel que soit n
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Exercices

Exercice l:

Parmi les réponses proposées pour chaque question une seule réponse est exacte

N° | Question A B C

(U,) est une suite . :é o

(R

arithmétique telle que U, =1

et U, =3sa raison r est

2 (u.) est une suite q=2 g1 q=11
géométrique de 1 terme 2
Uy, =1024 et telle que
VS +U,, = 2047
3 gj f est une fonction Croissante | décroissante | Non
) * monotone
croissante sur IR, et (U,)
une suite définie par vn >0
u, = f(l) alors lasuite (U,)
n
est
4 gj f est'une fonction décroissante | croissante Non
monotone

décroissante sur R et (U,)
est une suite définie par

uo =douaeRet

u.., = f(u,)alors la suite

(U,) est
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Exercice 2 :

UO :3
Un
1+u,

Soit (Un) une suite définie par | Uy =

1. Calculer Uj,U,et U; puis justifier que (Un)n’est ni arithmétique ni

géométrique

1
2. Onpose V, =u—

n

a) Montrer que (Vn) estune S.A

b) Exprimer V,, puis U, en fonction de; n

Exercice 3 :
UO=
Soit |y, ="t

2u,

1. Calculer U;,U,et U,

2u, +1

2. Onpose V, =

n

a) Montrer que (Vn) est une suite géométrique

b) Exprimer V, puis U, en fonction de n.
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Exercice 4 :
Soit (Un) la suite definie par : u, =% et pour tout 1 de N"ona:

n+1 n-1
un+1 = un
2n 2n

1. Calculer les termes U,,U;et U,

2. On définit la suite (V, ) pour tout entier n>1par v = u, ~1
n
a) Montrer que (V,) est une suite géométrique
b) Exprimer V, puis U, en fonction de n
c) Calculer la limite de (Vn)
Exercice 5 :
U 1
°73
N - O PN un
On considére la suite (U,) définie pour neN par | Upy=——"—
3u,+1

1. Calculer U et U
2. Montrer.par.récurrence que (U,) est positive

3. Montrer:que la suite (Un) est décroissante. que peut-on déduire ?

1
4. On pose V, =u—

n

a) Montrer que (V,) est une suite arithmétique

b) Exprimer V, en fonction de n en déduire U, en fonction de n

: 1 1 1
c) Calculeren fonctionden S,=—+—+........... +—
u, U u
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Exercice 6 :

On consideére la suite numérique (U,) définie pour tout n > 0 par :
0 =2u - 2n o + 4(3n+5)
5(n+1) 5(n+1)

1. Calculer U, et verifier que u, :27;952

2. Montrer par récurrence que la suite (Un) est majorée par 4

3. Déterminer le sens de variation de (U,) et démontrer qu’elle converge puis
déterminer sa limitel .

4. Pour tout n>0on pose V, = (4-U,)n
a) Montrer que (V,) est une suite géométrique yécrire V, en fonction de n .

b) Retrouver lim u, etcalculer V; +V, +.....4+V,

N—+o0

c) Calculer U +2U, +3U,....+NnU,

Exercice 7 :
La suite (U,) n e N"est définie par :

E’uml:s_ L (3_un)
2 2(n+1)

u =

Prouver que vne N, <3
_ N+2
2(n+1)

2. Etudier ainsi la monotonie de (U,) , montrer que (Un) est convergente.

(3-u,)

1. Justifierque U, —U,

onpose V, =N(3-U )ou ne N

3. Prouver que (V,) est une suite géométrique
4. Calculer V,en fonctionde n

5. En déduire le terme général de (U,), calculer ainsi la limite de (U,) .
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Exercice 8 :

(u,) est la suite définie par :
2 1 n 1

U =U =t
3™ T2 o2

1. Calculer U, U,

U, =

2. (V) est la suite définie par : v, =U v2-n,
montrer que (Vn) est suite geomeétrique dont on donnera la raison et le

premier terme
3. Exprimer V, puis U, en fonction de n, la suite (Un) est-t-elle convergente ?

4. Calculer en fonction de n la somme : S, =U, +U, *.....+U,

Exercice 9 :

Soit (U,) et (V.) les suites numériques définies par.:

Up+Vn o vn+1:u”+1 +V4
2 2

U=

1. Calculer Uy, U, , v, etw,

2. Pour tout ne Non'pose W, =V, —U,

a) Montrer.que (W, ) est une suite géométrique de raison %

b) Exprimer W, en fonction de n et préciser sa limite
3. Etudier les sens de variations de deux suites (U,) et (V, )puis démontrer que

(U,) et(V,) sont adjacentes

u, +2v

4. a) Démontrer que la suite (1, ) définie par 't = n est une suite

constante
b) Calculer la valeur de T, puis en déduire la limite commune de (U, ) et (V,).
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Exercice 10 :
La suite (U,) est définie par U, =Let pour tout entier naturel n par u_ = %“n +n-1

1. a) Calculer U, U,et U,

b) Justifier que la suite (Un) n’est ni arithmétique ni géométrique.
2. a) Démontrer que pour tout n>3on al, 20

b) En déduire que pour tout n>4ona U, 2N-2

¢) En déduire la limite de la suite (Un)
3. On définit la suite V, =4u, —8n+24

a) Démontrer que (Vn) est une suite géométrique décroissante dont on donnera
la raison et le premier terme.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n. Ona: u = 7(%)n +2n—6

c)Vérifier que pour tout entier natureln  ona: U, =X +Y, ou(X,)est une

suite géométrique et (yn)est une suite arithmétique dont on précisera pour

chacune le premier terme.et/la raison
d) En déduire I’expression-de la somme :

Sy = Uy +U; t.......+U; en fonction de n
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Solutions

Exercicel :
Question 1 2 3 4

Réponse A B B C

Exercice 2 :

un

u =
n+l 1+un

1) Calculons U;,U, et U,

u, 3
o U= =—
1+u,
3
[} u, =—
27
3
[} u, =—
° 10
Vérification que (Un) n’est. ni arithmétique ni géométrique
3 3 -9
Uy —Uy =——==—
10 7 70
3 3 -9

u,—u, = AN
2t 7 4 28
U, —U, # U, —U, donc

3 3

(Un) n’est pas arithmétique Y _10_7 et U _7_4
3 377
7 4

u, u, , L
o donc (U.) n’est pas géométrique
1 2
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1
2) On pose V, =u—

n

a) Montrons que (V,) est une suite arithmétique

Loy bt 11 vy 1 Lyl

_ = :1
n+l n
UrH_]_ un Uin un un un un
1+u,

V.., —V, =1donc (V,) est une suite arithmétique de raison.r =1

b) Calcul de V,, en fonction de

Vo=V, +nr
v, =l+nx1
3
1
V,==+n
3

1 1
Calcul de U, en fonctionde n,V, = mn =>u,= V—en remplacant V,, par

n n
sa valeur U= 1 :31 = 3
1. SNF1 3n+l
3 3
Exercice 3 :
UO=
-3u, -1
n+l—
2U,
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1) Calculons de U;,U, et U,

T i e e

. U 2
2, 2x1 2
“3u,-1 -3x(-2)-1 5 -5
[ ] u2 = = —_—— = —
20, 22 4 4
-5 15
3x())-1 =21
. 3:—3u2—1: ><(4) _4 ~_-11
2u, 22 -5 10
(4) 4
2) On pose V, = 2, +1
P "ou +1

n

a) Montrons que (un)est une suite-géométrique

_2u,+1 U+l
"ou o+l "M +1
2(—3un —1) —-3u, —1+u7n
v - 20, U, u,
M 3u, -1 ., -3u,-1 2u
——41 +
2u, 2u, 2u,
-2u, -1
_u, —2u, —1>< pAIR
n+l — _un _1 - un _un _1
2u,
_2u, +1><2 v
u,+1

Donc (V,) est une S.G de raison q =2
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b) Calculons V,, puis une en fonction de

_2uy+1
u, +1

V, =Vq VY,

n

_2)+1 _E
1+1 2

3
v. =—(2)"
=5

2u. +1
Vv, =——=V (U, +1) =2u, +1

Ona Vn u, 1 n( n ) n
vu +v, =2u +1
v,u,—2u, =1-v,
u,(v,-2)=1-v,

1-v,
u, =

v, -2

n

On remplaceV, par sa valeur

1-3(2
u, = 52—

n

3 o\n
5@ -2
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Exercice 4 :

1
n+1 n-1
Up= n Up E
1) a) Calculons U,,U,et U,
2 1-1
u, = u, +
2x1 2x1
1
Uzzulza
3 2-1
U, =—U, +
4 2x2
3 1 1 302
Uy =—X—+—=—=+—
4 2 4.8 8
5
Uszg
n=3
4 2 2 5 1
U =—U+—=—X—+—
8 6 3 8 3
5 4 9
4=——|-_=_
12 12 12
3
U4=Z
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2)a)

u,-1 U, —1
Vn: :>Vn+l_
n n+1
n+1 n-1
u, + -1
=V 2n n+12n
n+1u _(n+])
=V, = 2n — 2n
n+1 (u -1
" 2n  n+l
1 u -1
:>Vn+1_5( nn )
1
:>Vn+1_§vn’

Donc (V) est une S.Gde raison q :%

b) Calculons V, et U, en fonction de n

L 1
X u-1 o 1 n
vV, =V 1,V1= L ZZTZ—E,dOHC Vnz—(%j

1

1 n
=u =nv,+1= un:—n(—j +n

limv, = lim [—(EJ J:O
N—>+o N—>-+0 2
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Exercice 5 :

1) Calculons

U, U,

w6 s

u2 ~ = =
3u, +1 3(1j+1 9

2) Montronsque VY, 20

Initialisation U, = % >0

Vérifier pour n=0

e On suppose que U, >0et montrons que U, 20

u,~0=>3u,+1>0
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u
D’ou —>0=u_,>0
3u, +1 m

Donc (U,) est positive

3) Montrons que (Un) est décroissante

u

n n

—_— u —_
" 3u +1 1
_u,—3u,’-u,
3u, +1
-3u,’
u, = <
3u, +1

3u,+1>-0
~3u,%<0

u.—u

n+1

u.—u

n+1 n

u

n+1

D’ou (U,) est décroissante comme (U,) est décroissante et minorée par 0 (positive)

Donc on peut déduire que (Un) est convergente
1
4) a) On pose V, =u— et montrons-que (Vn) estune S.A

1 1 3u,+1

AV = =
n+1
un+1 Un un
3un+1
u, 1
nel — +—
un un
1
VnJrl = u_ +3

Vn+1 :Vn +3:>Vn+1_vn =3

D’ou (V,) estune S.Ade raison r =3
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b) V, en fonction de N

1 v, =v,+nr
Vp=—=3 "
U,  v,=3+n3

vn:3n+3,un:i:>un: L
v, 3n+3
Calculons lasomme S, =—+—+ +— donc
0 n
S, =Vo+V, +. + V,, (somme de n + 1 termes d’une S.A)

s — (N-0+1)(v, +Vv,) _ (n+)(Bn+6) _(n+1)(n+2)

" 2 6
Exercice 6 :
U1:2

2n 4(3n+5)
Uny1= Uy +
5(n+1) 5(n+1)

e Calculons U,

2 4(3x1+5)
u, = u, +
5x 2 5(1+1)
1 . 4x8 2 16

Uy =—xX2+——,U, =—+
5 10 5 5
18

“ "5

e CalculerU,
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4 4x11
U, =—U, +
15 5x3

u_292
4 18 44 72 220|° 75
Uy =—X—+-—=—+——
15" 5 15 75 75

2) Montrons par récurrence que

U, <4 (majorée par 4)

Initialisation
o U =2<4
e Onsuppose que u, <4 montrons que Uu,,, <4

D’aprés I’hypothese

Ee)
< u <4
! 5(n+1) " 5(n+1)

2n 8n
= u, <
5(n+1) 5(n+1)

. 43n+5)
On ajoute ———— aux deux membres
5(n+1)

2n 4(3n+5) 8n 4(3n+5)
= u, + < +
5(n+1) 5(n+1) 5(n+1) 5(n+1)

8n+12n+20
=>U., LS
5(n+1)

20n+20
= un+l S
5(n+1)
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_ A(5(n+1))

< Ju,,, <4
"7 5(n+1) L

=Uu

Donc VneN*u <4

D’ou (U,) est majorée par 4
3) Sens de variation de (u,) et sa limite

2n 4(3n+5)
Uy, —U, = u, + —u,
5(n+1) 5(n+1)

:[ 2n _1jun+4(3n+5)
5(n+1) 5(n+1)

2n-5n-5 (3n+5]
=— U, +4

5(n+1) 5(n+1)
-3n-5 3n+5
=———u,+4
5(n+1) [5(n +1)]
_3n+5

(4_un)

un un -
5(n+1)

u,<4=4-u, 20
U,,—u,=0

Donc (U, ) est croissante

Convergence de (Un)

Ona (Un) croissante et majorée donc elle est convergente
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La limite de (Un)

2n 12n+20
u, +
5n+5 5n+5

2, 12, 2,12 2. 12 (1_g)|:12

Onau, , = on prend la limite des deux membres et en

osant limu =I.alors | =< +=£ —l+==l-=l===
P N " 5 5 5 5 5 5

N—+0

%l =%:>3| —12=[I=4] donc |limu, =4

4) on pose V, =(4-u.)n
a) Montrons que (V,)est une S.G :

v +1 :(4_un+l)(n+l)

U 4 2n u_4(3n+5)
i 5n+1) " 5(n+1)

4y = _3n+1)  2n o = hdu,, - 42n)  2n "
’ 5(n+1) )./5(n+1) 5(n+1) 5(n+1)

_2n(4=u)
"5 _‘nx1l

= (n+1)(4—un+1):§n(4—un) =V, ==V

Donc (V,) est une suite géométrique de raison :%

e V_enfonctionn ,V,=v,q"" ;V,=(4-u)x1=(4-2)x1=2

2 n-1
Donc |v, = 2(—)
3)
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:4_V_“:un =4-—

V
b)Onavn=(4—un)-n:>4—un=F”:>un . .

= limu,=4-0=4

N—-+p

Lasomme S, =V, +V,,...,+V, (lasomme d’une S.G)

<y ()

_ _ 10 2Y'
R A :”Sn—?[l‘(zn
5 5
S, =U +2U, +3Uy +........... +nu,

Ona nun =4I’\—Vn

lu, =4x1-v,
2u, =4x2-V,
3u, =4x3-V,

nu, =4xn-v,

' =41+2+3+........... +n)-s

o _ n(n+1)

n

47‘%{“@}

=s' =2n(n +1)—%{1—[§jj
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Exercice 7 :

Ul :E

n
Uy =3——(3-u
n+l 2(n+1)( n)

1) Montrons que U, <3 Vne N’

e Vérification y, :g< 3vrai pour n=1

e Onsuppose que U, <3et on montre que U,,, < 3d’aprés I"hypothése U, <3

=3-0,>0=— " (3-u)<0=3-~ 5" (3-u)<3
2(n+1) 2(n+1)
un+1<3
u, <3vneN
n+2
u.=u/= 3-u
2) montrons que U,,; <Uj 2(n+1)( )
n n
u.—u =3+ 3-u)-u =3-u ———(3-u
n+l n 2(n+1)( n) n n 2(n+1)( n)
_ n 2(n+1)-n))| _ n+2
=(3- 1- —[3—u |2 " ||=(3-
( u”)[ 2(n+1)j 3 u”( 2(n+1) j] ( u”)[Z(nJrl)j
n+2
un+1_un - 2(n+l) (3_un)
3) la monotonie de (Un)
comme U, <3=3-uU, >0= n+2 (3-u,)>0
2(n+1)

U,,—U, >0Doi (U ) est croissante.
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D,

Exercice 8 :

La convergence de (U,)

Comme (Un) est croissante et majorée elle est alors convergente

4) on pose V, =N(3-U.) n e N" montrons que (V,) est une S.G

U = (1+D(3-U,,) v, :(nu{z L (3_un>}
=V —E(S—U ) =V, —l(n(3—u ) |=V —iv
n+l — 2 n n+l — 2 n n+1 2 n
. - 1
ol (V) est une S.G de raison q=>
5) V, en fonction de Il
n-1 5 1
V,=v,q" v, =18-u)=>v, =1 3—5 3V1=§

1

2

358

U, en fonction de.n

V V
=>3-U,=—"=Uu,=3——
v.=n@38-u,) n n
1 n
o,
:>un=3—T:>nI|m u,=3-0=3
=
°73
u —Eu T +i
n+l 2 n 2./2 \/E
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1) Calculons U, U,

yotiy 0 1 12 1

P20 202 2 23 2

1 1

U ==+—

3 2

T I (1+1J 1
2= WS R TR 23 2 ) a2 2
g, t 1. 112 1

T8 02 22 2 6 22 2

2) v. =U,+2—n montrons que (V,) estiine suite géométrique

1 n 1 n
=—+v2u,+—+1-n-1==(/2u,)——
S N2u, + SG2u) -2

\ +1 :%(\/Eu” _n) = vn+l :lv

Donc (V,) est:une*S.G de raison |q =

2
Son premier terme v, =u /2 -0= ﬁxg; v, :¥
3) V, en fonction de nv, = i (1)"
U, en fonction de n
22(1Y
ona V, :\/Eun -nN=u, = n:/F_V” u. = n+f/7(2)
2 | 2

La convergence de (u”)
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lim u, =+, donc (U,) est divergente

nN—-+oo

4) calculons en fonction de N la somme S, =U, +U,+,

,Hzﬁ(lj”
3 \2 1 2/2(1Y
4) O - S \f) _ - pyNe =
)Onau, NG \/En+ 3 (2)
1. 2J2(1)¢
:—k _—
LN (2]
1, 24J2(1Y
- 1+ =
RN @
_i.2+&[1j2
22 3 (2
3
u3=L.3+&(Ej
J2 3 \2
. L&(Ej
"2 3 \2
2 3 n
sn:%(1+2+3+ .......... +n)+¥[§+(%} [%] ++@j]
2 (par addition )
(1)
S_i.n(n+1)+2\/§£ 2
"2 2 3 2 ;. 1
2
(L)
s :n(n+1)+£ 2
" 22 3 1
2
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Exercice 9 :

1) Calculons U;, U,V ot V2

y =Yoo _3+4_Z:> U 7
o2 2 2 7| 2
7 15
—+4 ==
yli_ 2 2|, D
b2 2 2 |1 4
7 15 -14-.15
u-v, 2 4-4 4 29
u2: 121_224—4242U2:?
_ Upya—Vn
Ona Vo = 2 en remplacant U, par sa valeur
Up +Vo u, +3v,
n u, +3v,
Vn+1= 22 = g :>Vn+l= 4

Enneviss en Mathématiques 138 Document d’appui en 7°™ D



7,15 , 14 45
ot 2 a7, 4 4
4 4 4 16
2) )
_ U, +3v,  2u,+2v, Vv, —u,
n+l 4 4 n+1 4
1
W, =—(v,—u
n+1 4(n n)

Donc (W,) est une S.G de raison q :%

b) W, en fonction de n W, =W,q’

1

J:(

Wy =Vy—Uy=4-3=1=w, =1-(

1

4

/=

3)  Les variations de(U,)
u, -V U Vi — U,
Upp —Up = TN
2 1 2
u ., —u =1"t% etcomme V, U, = U, ~U, 20

Dot (U,) est croissante v, —v._

_u,+3v,—4v, 3

2 Z'(Un—Vn)<0 aungvn

\"

n

1

_u, +3v,
4
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D’ou (U,) est décroissante on a Uy <U, <V, <Vq ;3<U, <V, <4

(Un) est croissante et majorée d’ou (Un) est convergente,

(V,) est décroissante et minorée Donc elle est convergente

1 n
lim (—) =limv,—limu, =0= limv, = limu,

n—+oo\ 4 n—-+oo Nn—>-+oo n—+oo n—+oo

Comme (U,) est croissante et (V,) est décroissante et ont la méme limite donc (U, ) et

(V.) sont adjacentes

+ 2V
4at__un—r1
))“ 3

Montrons que (t,) est une suite constante

n n

L Un +3v,

un+vn+2(un+3vnj Y

n+l

~u +2vn+1: 2 4 (-2

2

n+l 3 3 = n+l —

t , =t donc (t,) est une suite constante

¢ _u0+2v0_3+8:>t 1
0 3 3 ° 3
Donctn:E
3

t

ug2v, 11 (un+2vn)_ll

n 3 3 N+ - 3
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1+ 2l

N—-+o0 N—-+o0

Soit I = limu, = lim v, => 3 Sy

Exercice 10 :

1
u, —u; :Z

11
3
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u U , o
Comme —==—alors (U,) n’est pas géométrique

uO u0
2) Montrons par récurrence que U, >0,Vn>3

Vérification : y, = g >0

On suppose que U, 20,YN>3 et montrons que U

u, 20:%un >0
n>3=n-1>0

" 1un+n—120
par additionon a : 2

=u>, >0

n+l —
Conclusion : U,20,¥n>3

b)Ona:
nz4=n-1>3=u,,2>0
:%un_lzo

1
=—U,_,+n-2>n-2

2

=u,=n-2
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lim (n-2) =+

nN—+o0

u,2n-2
c)Ona

donc limu, =+

N—-+o0

3) vV, =4u, -8n+24

a) Montrons que (V,,) est une suite géométrique
V., =4u,,-8(n+1)+24

Vo = 4(%un +n-1)-8n-8+24

V,,, =2U,—-4n+12

v, =—(4u —8n+24)

D’ou (V,) est une suite géometrique de raison q =%

iti 1 Vi
Comme (V) est positif et V,,,.= EV” - o <1

n

donc (V, ) est décroissante
b) Montrons que .y, = 7(%)n +2n-6
ona:

v, =v,q"
v, =8
v,=4u,-8n+24

u, :lvn+2n—6
4
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En remplagant V, par sa valeur on obtient: u_ :%x 28(%)“ +2n—-6

Dou: u, = 7(%)n +2n-6

ona: u, =7(%)” +2n-6
¢) En posant
1
X, =7=)"
=76)
et
Y,=2n-6
alors
u, =X, +Y,

(X, )est une S.G de raison q :% et son 1% terme X, =/

(Yn) est une S.A de raison r =2 etson 1 er terme Y0 =-6

Uy = X, +Y,

+

u, =X, +V,

+

u,=X,+Y,

1 n+l
C=G") (nenr, +v)
S, =X, T + 5 L

En sommant membre par membre on trouve : 1-—-

2
S, =14(1- (%)”*1) +(n+1)(n-6)
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Problemes de synthese

Probleme 1 :

AN . g 2n+l
= On considére la suite (U, ) définie pour n>1 par U, =€~

1. Montrer que (un) est une suite géométrique dont on déterminera la raison

2. Soit V,, = |n(Un) montrer que (Vn) est une suite arithmétique dont on déterminera
la raison

3. On note Sn la somme des NNpremiers termes de (Vn) et. P 1e produit des n
premiers termes de (u,) calculer Sy, P,

" On considére la suite (W, ) définie pour n>1.par : w,_= |n(L1)
n+

1. Déterminer le sens de variation de la.suite (W, ) et pour tout entier n>1 le signe
de (W)

2. On pose S, =W, +W, 4. ..,#+W, calculer S, en fonction de n ¢t |a limite de Sn.

Probléeme 2 :

® On définit 1a suite des nombres complexes(Z, ) par : =4, - l%'zn soit

n+1
M. le point image de Z, dans unR.O.N (o,ﬁ,\7)

1. Calculer Z;,Z,, Zset Z, et placer les points Mg, M;,M,,M et M,

2. Montrer que VneN le triangleOM,, M,, 1 est rectangle et isocéle en M, (on

. z
pourra considérer le complexe —~+—")

n+l

3. Onpose VneNd, =|z,,, - 7,|
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a) Montrer que (dn) est une suite géométrique
b) Interpréter géometriguement dn

¢) Exprimer en fonction de n la longueur |n de la ligne brisée(Mo, Ml, Mz,---, Mn)

d) Calculer lim I,
N—+0

4. VneN on pose a, =arg(z,)[27]
a) Etablir une relation entre d, et &, 4
b) En déduire la nature de la suite (a,)
c) Donner @, en fonction de n

d) Pour quelles valeurs de nles points 0,Met M sont-ils-alignes ?

Probleme 3 :
(A)
1) Etudier les variations de la fonction 9(X) =4e" -2xe" -4
2) Montrer que g(x) =0admet deux solutions dont I’une est 0 et
I’autre est o et quel,59 < o <1,60
3)."En déduire le signe de 9
(B)

2X—2
e¥ —2x

* Onpose f(x)=

1. Etudier les variations de la fonction : h(X) =€" —2X et préciser son signe,

en déduire que f est bien définie sur R
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) 2

2. Montrer que f(x) =——2%. En déduire les limites de f en+o0

X

£ 2
X

3. Calculer f'(x)et montrer que f (x)et g(x) sont de méme signe

4. Donner TV de f
5. Montrer que f(«) :2;01‘ en déduire un encadrement de f («)
a —
6. Montrer que Cf admet deux asymptotes et étudier les positions relatives

de Cf et ses asymptotes

7. Tracer Cf

(©)

X

-2
1. Montrer que f(X)=— > -1 en déduire'une primitive de f sur R

1<x<2
2. Calculer I’aire definie par les,points M (x, y) tels que : {Ogygf (x)

Probleme 4:

On considere dans I’ensemble des nombres complexes I’équation suivante

(E):7*+61+25=0

1. Déterminer les nombres complexes Z; et Z, solutions de (E) tels quelm(Z;)
2. Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0,U,V)
Soient les points A, B et C d’affixes respectives : Z, = -6,z =2, +4 et

Zo =—1+2i placer les points A Bet C dans le repére

a) Déterminer la nature du triangle ABC
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b) Déterminer I’affixe du point D telle que le quadrilatére ABDC soit un

parallélogramme

z+3+2i
z—3

3. Pour tout nombre z # 3on posef(z) =
a) Calculer le nombre « = f (5—6i) puis I’écrire sous forme algébrique et

trigonométrique

b) Déterminer I'; I’ensemble des points M du plan d’affixe 2 tel que | f (2)|=1

c) Déterminer I, I’ensemble des points M d’affixe ; tel que | f(z)—1|:«/1_0

4. Pour toutn non nul on pose Z, = a" (ou & est le nombre calculé a la question
3)a))Soit M, Ie point d’affixe Z,

a) Déterminer I’ensemble des entiers n pour lesquels le point M n appartient a I’axe

des abscisses

b) Que peut-on dire des points Mg et Mg 2

Probléeme 5 :
(A)
Soit la fonction g définie sur ]0,+00[ par: g(x)=x+1+Inx

1. Déterminer les limites de J et dresser son tableau des variations

2. a) Montrer que I’équation g(x) = 0admet une solution unique

a €]0,27;0,28]

b) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de X
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(B)

On consideére la fonction f définie sur [0;+o0[ par f (x) = 4XIn1X
X+

pour
X € |0;+o0]
Et f(0)=0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité en O puis interpréter
2. Calculer lalimite de fen +oo

49(x)
(x+1)°

3. a) Montrer que pour X € |0;+[ ona: f'(x) =

b) Montrer que f(«)=-4«

c) Dresser le tableau de variation de f

(€)

Soit C la représentationgraphique de f dans un repére orthonormé

- —

(0,i,J)et T latangente.aC au point d’abscisse 1.

1. Donner uneéquation de T

2. On considere la fonction ¢ définie sur ]0;+00[ par ¢(x) = f(x)—2(x-1)

4h(x
a) Montrer que ¢"(X) = f"(x) = ) otihest la fonction définie sur ]0;+oo[ par :

(
(x+1)°

h(x) =—x+1—2Inx
X
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b) Calculer h'(x) et en déduire le sens de variation de h, calculer h(1) et en
déduire le signe de h(x) puis le signe de ¢"(x)

c) Donner les sens de variation de ¢ ’, le singe de ¢'(x), le sens de variation de
@ et lesigne de ¢(x)

d) Conclure sur la position de C par rapportaT .

3. Tracer T et C (unité graphique 4cm)
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Solutions des problemes de synthese

Probleme 1 :

u = e2n+1

n

2(n+1)+1 n+241 _ A2n+1+2 _ A2n+l 2

1)U, =e =¢ e e®™ xe

. , iy . 2
u,,, =e’u_donc (U,) estune suite géométrique de racine q=¢

2) v, =Inu, = v, =Ine’™ =2n+1

Vo, =V, =2(n+1)-(2n+1) =2n+2+1-2n-1=2

V.., —V. =2 donc(V,) est une suite arithmétique de raison r=2
n n

3) s, =V, +V, +..V, :§(v1+vn) :§(3+ 2n+1)

s, =%(2n+4) =2(2(2+2)) =n(n+2)

P, = U, xUyx.U

=Inp, =s =p,=e" < p,=e"?

n
w, =In(——
" (n+1)
1) w,, —w, =) —in-1)
- n+2 n+1
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n+1/ n ):In(n+l><n+l)
n+2 n+1 n+2 n

=In(

2 2
:|n(n:'—2n+1)>0 Car w>1
n°+2n n°+2n

Donc (W, ) est croissante

w, =In(——)<o0 Car 1 -1
n+1 n+1

(W,) Est négative

2) S, =W, +W, +...+W,

=|n(%)+|n(§)+ln(%)+ ..... +In(-")

=In(1><g><§><....>< n )
2 3

4 n+1
1
=In(—)=Inl-In(n+1)
n+1
=5, =-In(n+1)
lim s, =lim[-In(n+1)] = —©

Probléeme 2 :
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1+i 1+i

L, =—XLZ :— 4 2+2i
= (4)=
22:1%' :1L'(2+2|) A+D)(L+i) = 2i
z3=1%lz :ﬂ(m) @+Di=i-1=-1+i
1+i 1+1 -i-1 =2
1= ( +i)= 2 5
2“'-.12 M1
.Mj I
1+i 1+i 1 1+i-2
ZnJrl_Zn_ 2 Zn_zn_T_ _ 2 __1+i
Zha - 1+iz _ﬂ_ 1i| C1+i
" 2 2
C(I+i@-0) C L+i+i+l 20
@+a-i 2 2
2) - Loy~ 2, — Z,q— %, — ZMn+1 _ZMn =i
Zon Lo~ 0 My, Zy
:>| M+l |_| |_
|ZM+1 |
:>|Zn+l_zn|=|zn+l_zo|
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MM ,=MM_ , —>O0OM M_estisocele

n+l

7, -1
Et arg(“s M) —arg(i) = ﬂ[gﬂ]
z z 2

M., %o

n+l

T

= (M =
( n+1 n+l ) 2
)

=M, 0)L(M M

n+1

Conclusion : OM_ ;M est isocéle rectangleen M,

3) dn :| Zn+1 - Zn |
a)

dn :l Z,4— 1L, |

1+i 1+i

dn+1 :l Zoip Loy | | 2 Z,.» T Lo |

1+i
=|_|| 2,1~ 1, |

2
\/Ed

2

2 2
d.,,= 7dn ,donc (d,) est une suite'géométrique de raison =

b) dn :| Zn+1_zn |: IvlnMn+1

c)
t,=MM, + MM, +...+4M M,

A A A PPN E R PR Ay

=0y +d, +., +d
zn:dol_q
1-q
NE
2\/_(1 (*) )
L, =
1_£
2
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d)

lims, =lim 2\/5(1_(f)n) _ 42
n—o n—o 1_\/25 2_\/5

. . _Z
Ba) 7 arg(z,)[27] = alrg(l%I )= arg(l—;r') +arg(z, ,) & =

T
:an_an—lzz

b) la suite (a,) est une suite arithmétique de raison r :%

a,=a,+nr =arg(zo)+n%=arg(4)+n%

V3
a,=n=
4

d.) Les points O, M, et M,, sont alignés Ssi n%: kr =>n=4k,keN
Probleme 3 :
A) g(x)=4e"-2xe" -4 1) D, =R =]-90,+oo
0'(x)=4e" —(2e" +2xe") =e" (4 +2=2X) = (-2X+2)e" : ex =0 ;

g'(X)=0=-2x+2=0=x=1

X —0 g 1 a +0
g’ (x) + 0 -
g(x) 2e—-4
/ \
-4 —%0

s lim g(x) = lim {i@j—erx —4} =—4
X—>—0 X—>—00 Y "f—‘o
: o 4
% limg(x)=Ilime {4—2X——X:|:+oo(—oo):—oo
e

X—>+90 X—>+00

g() =4e—2e—4=2e-4=1,43 ; §(0)=4e" - 2x0¢’ ~4=4-4=0
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Donc 0 est solution de g(x) =0 et sur I'intervalle [L,+oo[ g est continue et strictement
décroissante sur J = ]-0,1,43[ et 0 € |-»,1,43] donc I’équation g(x)=0 a une unique

solution & sur ]1,+00[ 0(1,59)=0,02>0 ; g(1,6)=-0,03<0=159<a <1,6

4) d’apres TV ona

X. —ao0 0 a +0
a(x) - 0 + 0 -
B) f(x)=—2X"2
e’ —2X

1) h(x)=e"-2x,h'(X)=e" -2 ; h'x)=0=e* =2= x<In2

h(In2)=e"*-2In2=2-2In2>0 h(x) > 0,62 = h(x) > 0

h’(X) - 0 +
h(X) 1 /
\ 0.62

Et comme h(x) = 0donc f est bien définie sur R.

X(Z—Zj 2_2
2) F(x)= X X

400

. 2-0
* |limf(X)=——=-1
X—>—00 ( ) 0_2
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lim f(x)=—2-0 2

o XOF® +o0—2  +o0

0
Y=0 AHen o« Y=0 AHen +00

3) f(x)= 2(e* —2x)—(e* -2)(2x-2) 26 ax—2xe’ 2"+ 4x 4
(ex _ 2X)2 (ex B 2X)2

- f,()():4e —2xe" -4 _ g(x)

(er —2x)2 (e —2x)2

(¢*—2x)>0 donc f'et g ont le méme signe

4)

flx) - 0 + -

f(x) ™ e N,

5) f(a)— 200 -2 or

e -2q
g(a)=0=4e” —20e” —-4=e" (4-2a)=4=¢e" = 4 _ 2
4-2a 22—«
f(a)= 20-2  a-1  a-1 _(05—1)(2—0{)_2—05_—(05—1)+1_—(0:—1)Jr 1
2 o, 1 _, 12+d (e-)) a1l a-l a-1  a-1
2—-« 2—-a 2-q
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1 1 1
= 1+—lorl59<a<16=059<a-1<0,6> —<—<——
=M@=l or “ ¢ 06 a—-1 0,59

:i—l<—1+i<—1+iz>0,66< f(a)<0,69

0,6 a-1 0,59
2X—2 2Xx—-2+e"-2x e"-2
6) y=—1: F(X)-(-)=1f(x)+1= +1= =
) y=-1; TR-C=1R) e —2x e —2x e’ —2x
X. —00 In2 +00
f(x)-y - 0 +
PR
D/C 0 C/ID
Avec y=0; f(x)=0=2x-2=0=x=1
X. —00 1 400
f(x)-y - 0 +
PR
D’/C 0 C/ID’
7)
0 /\
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(©)

e’ -2 1 e -2-e"+2x 2x-2

1 —-1l= = =f(x) :
) e —2x e’ —2x e* +2x ()
f(X) = ———-1= F(x) = In(e" - 2x) - X

e’ —2X

. ) 1<x<?
2) A'{Os);sf(x)

i =In(e’-4)-2-[In(e-2)-1]

1

- In(e2—4)—2—In(e—2)+1=—1+|n(ez—_24j:—1+In[—(e_2)(e+2)J

e— e—2

A='|% f()dx=[f(x)] :[In(eX —2x)—x]

A=(-1+In(e+2));ua

Probléme 4 :
1) 22 +62+25=0 ;A=36-100 =64 ;A= (8i)’

z, = _6;8' = —3+4i;z,= _6;8' =<8 4i

2) 1,=7,-61=-3+4i=-3-2i ; 7, =17,+4=-3-4i+4=1-4i ; 7. =-1+2i
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Zo -2, -14+2i+3+2i 2+4i 1+4i :(1+2i)(2+i):§i:i k=i

a) k= = - — = - = -
-2, 1-4i+3+21 4-21 2-i 5 5

kl=lil=1

b)
ABDCo=> AB=CD =7, -7, =2y —2, = Iy =2y —Z, + 2, =1—-4i+3+2i-1+2i =3

=1,=3

Z+3+2i

3) f(2)=

5-6i+3+2i 8—4i 4-2i 1+3i 10+10i

. = - = — % == 1+
5-6i—3 2—-61 1-3i . 143i 10

a) a=f(5-6i)=

T ... T
a =~2| cos=+isin=
( 4 4J

b)

= =2y —Za
%,_/
AM

z —(-3-2i)
R

z—3
[ -~

Zm Zp

Zm

[', = médiatrice de.[AD] ;T', =(BC)

| -
L[ (2) -1 =10 = #_42@3M:@:2£=m

y |2, — 2,

2
= MO =1=>MD=2, TI,estlecercle de centre D et de rayon 2

4 z,=a"; M (z,)
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a) M, e(0x)= z,estréel =>argz, =kr = arga" =kzr = narga =kz

—=n x% —kz=>n=4k N=0,4,8,..ccco....... les multiples positifs de 4

b) My, :n=2014n’est pas multiple de 4 donc M, & (0X)

M. N = 2016 =504 x 4 c’est un multiple de 4=> M, € (0x)
Probleme 5 :

A)
1) g(x)=x+1+Inx Dg :]0,4—00[

% limg(x)=0+1+(—w0) =—x
x—0"

% lim g(x) =40 +1+00 =+

X—>+00

g'(x) :1+% > 0; Vx € |0, +oo]

q'(xr) - (

glx)

2) a) g est bijective (continue et strictement croissante) de ]0,+oo vers J :]—oo,+00[ et

0el= ]—00,+00[donc I’équation g(x) =0 admet solution unique & g(0,27) <0 et

9(0,28) >0 = a €0,27;0,2§]
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b) Signe de g(x) :

gl — (] =

B)
fo=2INX 6t f0)=0
x+1
1)a)
& im0 = lim2XINX _4x0__ ¢ gydonc f estcontinue en O
x>0 0 x+1  0+1
4xInx
. f(x)-f oyl g Axinxe -
< lim (x) (0)=I|m x+1 :I|m—:;°°:_oo¢R
0 x-0 0 x o o0x(x+l) 1

donc f n’est pas dérivable en-O-.donc C; admet en O une demi tg verticale

2)

. . 4x . 4x
“ lim f(x)=lim——~Inx=lim—=In X = +oo
X—>-+00 x—0 X1 x>0 X

(4 x+4)(x+1)-4xInx _ 4[(In x+1)(x+1)—xIn x]

3 f'(x)=
a) T (x+1) (x+1)
_A[xInx+Inx+x+1-xInx] _4(x+1+Inx) _ 4g(x) . (x+1)?>0 donc f et g ont
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)2 ,
le méme signe .
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b) f(a):“Z'L“ o g(a)=0 ; g(a)=0=a+l+INa=0=Ina=—a-1

da(-a-1) _ —da(a+1) _ 4y

Ha)= a+l a+l
c)
X. 0 a +0
' (x) - 0 +
f(x) 0 / +o0
C)

1) T:tangenteen X, =1; y=f'(x)(x—1) +F@) = 2(x-1)
2 0

2) p(x) = f(x)-2(x-1) = ()= T '(x)—2= "(x) = f "(x)

4[1+1j(x+1)2—8(x+1)(x+1+lnx) 4x+1+1+1—2x—2—2Inx} 4(—x+)1(—2lnxj
£(x) =

X _ X _
(x+1)3 (x+1)3 (x+1)3
" 4h(x)
f =
() (x+1)3
b) h'(x):—l—%—§< 0 ; Vxe]0,+oo]
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h'(x) — -

hix) =0

h(1) =0 d’ou le signe de h(x)

h(x) | + -

p"(x) = 4h() ; p"et h ont le méme signe

(x +1)3
c)
X. 0 1 +00
?"(X) + 0 -
@'(X) 0
d’aprés TV dep'ona ¢'(x) <0
X. 0 1 +00
@'(X) - 0 -

@(X)
0
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X. 0

+00

@(x) +0

La position relative de C; et T dépend du signe de ¢(x)

X 0 +00
@(X) + -

PR

CIT TIC
3)
p T 2 -1 < 5 h 2 3 4 5 6

T:y=2(x-1) :

(L0) ; (0,-2)

lim 1) _ jim 2NX 25 B (o)

X+ Y Xx—+0 X 71

Enneviss en Mathématiques

165

Document d’appui en 7°™ D




Enneviss en Mathématiques 166 Document d’appui en 7°™ D



	Enneviss MATHS 7D
	Afin d’améliorer les conditions socioéconomiques de la femme, la Mauritanie, à l’instar des cinq autres pays du Sahel (Burkina-Faso, Côte d'Ivoire, Mali, Niger et Tchad), a entamé en 2013, en collaboration avec la Banque Mondiale et l’UNFPA, le proces...
	Dans ce cadre et en collaboration avec le Ministère de l’Education Nationale, la composante du projet  SWEDD dénommée : « Amélioration de l’Accès et de la Rétention des Filles au Secondaire » a prévu une activité dénommée « Supports Pédagogiques » rel...
	Résumé :
	Exercice 1 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	On considère le polynôme  défini pour tout nombre complexe  par:
	Exercice 6 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 10
	Exercice 1 :
	Exercice 2:
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 10 :

	Exercices
	Exercice 1 :
	Exercice  2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :

	Solutions
	Exercice 1 :
	Exercice 2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :


	Fonctions Logarithmes et Exponentielles
	Fonction logarithme Ln
	Primitives
	Exercices sur les fonctions
	Exercice 1 :
	Exercice 2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :

	Exercices sur les intégrales
	Exercice 1 :
	Exercice 2 :
	Exercice  3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 10 :

	Solutions des exercices sur les fonctions
	Exercice 1 :
	Exercice 2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 1 :
	Exercice 2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 10 :

	Résumé
	Suite Arithmétique
	Exercices
	Exercice 1 :
	Exercice 2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 10 :

	Solutions
	Exercice1 :
	Exercice 2 :
	Exercice 3 :
	Exercice 4 :
	Exercice 5 :
	Exercice 6 :
	Exercice 7 :
	Exercice 8 :
	Exercice 9 :
	Exercice 10 :




