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AVANT PROPOS

Chers éléves de la 7¢™ AS,

Nous sommes heureux de mettre a votre disposition cette nouvelle
collection, "ES-SEBIL au bac", qui constituera, nous l'espérons, un réel
cheminement au succes.

A travers cette collection, le Département cherche, a court terme, a
améliorer l'enseignement/apprentissage afin d'avoir, de maniére concrete, un
impact positif sur le niveau des apprenants.

Cette collection touche le programme en vigueur dans toutes ses
dimensions aussi bien théoriques que pratiques: rappels de cours, exercices
corrigés et exercices d’entrainement. Elle couvre toutes les disciplines de bases,
toutes séries confondues: sciences de la nature (SN), mathématiques (M) et lettres
(LM et LO).

Permettez-nous, ici, d'exprimer nos sinceéres remerciements a nos freres
inspecteurs pour leurs efforts vivement louables et sincérement reconnus.

Nous vous souhaitons, chers candidats au bac, plein succes et réussite et
prions qu'Allah, le Tout-Puissant, vous aide a en tirer profit.

Jewndl 2 il e

L’Inspecteur Général
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I. RESUME DE COURS

I. Primitives

1. Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

On appelle primitive de f sur I toute fonction F _dérivable sur I telle que F'=f
sur I.

F est une primitive de f sur I

o F est dérivable sur I,
=
o F'=f sur I.

2. Propriétés
1) Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.
2) Soit F une primitive de f sur un intervalle I ; alors :
* Pour tout réel k, la fonction G=F+k est aussi une primitive de f sur 1.

** Toute primitive de f sur I est de ce type.

3) Etant donné un réel X,de I et un réel quelconquey,, il existe une unique

primitive F de f sur I telle que F(X,)=y,. Autrement dit, Une seule des

courbes passe par un point donné Mo(xo, yo) .

4) Toute primitive F de f sur un intervalle I est continue sur 1.

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 5
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3. Tableau des primitives usuelles.

Fonction f Primitives de f Commentaire
xt>a, aréel constant | x> ax+k Sur I=R
x> ax"; n=-1 entier e Ok SurR,si neN
relatif n+l1
Sur R® ou R?,
si n<-2.
1 _1 * *
NINLY o ik Sur R* et R®
X X
1 x> 24x +k Sur R
X —
Jx
1
x> cos(ax+b), a=0 x> Lsin(ax+b) + k Sur R
a
i -1
x> sin(ax+b), a0 xts “Leos(ax+b)+ k Sur R
a
X - Cos X x> sinx+k Sur R
X > sinx X —cosx+k Sur R
t +k
x> 1+tan’ x=— X tanx Sur |-%.T
cos” X 2°2

Essebil Au Bac
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4. Opérations sur les primitives :

Soient u et v des fonctions dérivables de dérivées continues sur un intervalle

sur L.

Fonction f Une primitive de f

au', a réel au

u'tv' u+v

u'u"; nz-1 1 o
n+1

u' -1

u’ u

u' 2Ju

Ju

v'x(u'ov) uov

u' In|u|

u'xe" e"

I1 — Intégrale

1. Définition et propriétés
1) Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b des réels de 1. On

appelle Intégrale de a a b de f le nombre réel noté Ibf(t)dt et défini par

F(b)-F(a) ou F est une primitive quelconque de f sur I.

f est continue, de primitive F sur un intervalle I, et a,bel

[t@at=["txdx= [ fdu=...= [F®)]’ = F(b)-F(a)

Essebil Au Bac 7D
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2. Propriétés

2.1) Propriétés algébriques immédiates

. j f(x)dx =0
["tax=—[ :f(x)dx

J"’ fdx+ [ f(dx = [ F(x)dx 3 (Relation de Chasles).

2.2) Linéarité de l'intégrale

b b
L Af(x)dx = AL f(x)dx; AelR

|7 ¢+ geoyax = [ t(dx+ [ gxydx

2.3) Positivité de l'intégrale

e f est continue sur [a,b], b
= ([ f(x)dx =0

o f est positive sur [a,b].

= | [ tx)dx < [ gx)dx

o f et g sont continues sur [a,b],
o f <gsur [a,b].

2.4) Inégalité de la movenne

= mb-2)< : f(t)dt < M(b—a)

e f est continue sur [a,b],
em<f(x)<M sur [a,b].

2.5) Parité, périodicité et intégration

faf(t)dt =2 jo f(t)dt

e f est continue sur [—a,a] ,>
=

e f est paire.

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 8
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= j_:f(t)dt= 0

e f est continue sur [—a,a],>

o f est impaire.

= || :+Tf(t)dt - jon(t)dt

o f est continue sur R, >

o f est périodique de période T.

3. Valeur moyenne d'une fonction f sur un segment [a, b]

o f est continue sur [a,b],

le nombre réel p est appelé
ea<b, =

valeur moyenne de f sur [a,b]

1 b
o= f(t)dt.
p=—f 1O

e f est continue sur [a,b],> il existe c € [a,b]tel que

ea<b.

1 b
f©=p=—"" J’ RIGLT

4. Intégration par parties

[ ueov'(9dx = [uEover — ' (x)v(odx

En abrégé : Iuv' = uV—Iu'V

5. Intégration par changement de variable

g(b)

[ fe@)xg'dx = | " at

Disposition pratique de calcul :
En posant t=g(x), on obtient :

x=a—>t=g(a)

X=b:>t=g(b);et dt = g'(X)dx.

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 9
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6. Calcul d’aire

Soit P un plan muni d'un repére orthogonal (O;f,j). Soient I, J et K les
points définis par
Ol=i, OJ=j, OK=i+j.

On appelle unité d'aire (notée en abrégé
u.a.) l'aire du rectangle construit a partir

des points OIJK. S _‘ - K

¥ :
Aire(rectangle OIKJ ) =HIH><H]H= 1 ua o i .} }1
Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur LR peaThlds
le segment [a, b] avec a<b . L'aire,
exprimée en u.a., du domaine D délimité
par la courbe de f, I'axe des abscisses et
les deux droites verticales d'équations

x=a et X=Db est calculée par Ibf(t)dt .

Remarques
1) Le domaine en question peut étre décrit comme I'ensemble des points

a<x<b
0<y<f(x)

2) Soit f une fonction continue et négative sur le segment [a, b].

M(x,y) tels que: {

L'aire, exprimée en u.a., du domaine D délimité par la courbe Cf, I'axe des

abscisses et les deux droites verticales d'équations x =a et x =b est égale a
b

A = —j f(x)dx x u.a.

3) Soient f et g deux fonctions continues et définies sur un segment [a, b]. On
suppose que f > gsur [a, b]. L'aire A du domaine D délimité par les courbes

Cf,Cg , et les deux droites verticales d'équations x =a et x =b est donnée, en

u.a., par : A= f (f(x) — g(x))dx x u.a.

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 10
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Il. QUESTIONNAIRES & CHOILX MULTIPLE

QCM 1

Choisir la bonne réponse :

1 Une primitive de la fonction x = 3x” +2x+5 sur R est
Réponse A 3.
X 1 X +Xx"+5x
Réponse B 1
XI—)§X3 +2x° +5x
Réponse C XX +X 4+5x+8
Réponse D X x +x —5x+k
2 Une primitive de la fonction X > 6xcos(3x’) sur R est
Réponse A X > 6xsin(3x%)
Réponse B x> sin(3x%)
Réponse C x> 3x” sin(3x”)
Réponse D x> 3x’ sin(x’)
3 Une primitive de la fonction X = 3x(3x* +1)™° sur R est
Réponse A 1 1
X —X 3x* +1)™
2 2021
Réponse B 1 1
X —x——(3x* +1)*
3 2021
Réponse C 3 1
X —X 3x* +1)™
2 2021
Réponse D 3 1
X = x* x——(3x2 + )™
2 2021
Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 11
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4 Une primitive de la fonction x> sinxcosx sur R est

Réponse A X ——cos xsinx
Réponse B 1,
X —€0s” X
2
Réponse C 1.,
X —sin” x
2
Réponse D -

XI—)TCOSZX

S T
Une primitive de la fonction X>tan’X sur }O;E[ est
Réponse A 1.,
X —tan’ x
3
Réponse B x+>1+tan’ x
Réponse C X x+tanx
Réponse D X —x+tanx
6 Une primitive de la fonction x> +vx+1 sur ]0; +00[ est
Réponse A 2
X I—)S(X+l)\/x+1
Réponse B 1
X ——
2Vx+1
Réponse C 3
X —vx+1
2
Réponse D 3
X I—)E(X+l)\/x+1

Essebil Au Bac
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QCM 2
Choisir la bonne réponse :
1 ®
Soit I = I_’E (sint)"'dt. Alors :
2
Réponse A 0<I<1
Réponse B -1<I<0
Réponse C I=0
Réponse D ="
12
2 La valeur moyenne de la fonction f(x)= cosx sur ’intervalle
I= [%,g} est égale a :
Réponse A J3-1
6m
Réponse B 1-3
3n
Réponse C 3/3-1)
E—
Réponse D J3+1
3n
3 L
Pour tout ne N* on pose U, = _[02 (sint)"dt. Alors la suite (U, )est:
Réponse A croissante
Réponse B décroissante
Réponse C non monotone
Réponse D divergente
Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 13
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4 Pour tout réel x on pose F(x) = JOX V1+t*dt. Alors la fonction F est :
Réponse A positive sur R
Réponse B croissante sur R
Réponse C décroissante sur R
Réponse D paire
5 1 t2n
Pour tout entier naturel n on pose U, = I >dt. Alorson a :
01+t
Réponse A 1
p Un+1 + Un =
2n+1
Réponse B 1
p Un+1 + Un =
n+1
Réponse C 1
p U11+1 + Un =
2n+2
Réponse D 1
p Un+1 + Un =
2n+3
6 Soit f et g deux fonctions dérivables sur R . On a toujours :
Réponse A 1 (! 1
J'O f(t)x g(t)dt = j (f(t)dex jo g(t)dt
Réponse B 1 (! 1
J'o (f(t)+g(t)dt = j (ot + J'O g(t)dt
Réponse C !
P Il £t [ f(vat
0 ~
g(t)
[ et
Réponse D 1 1
jo f(t)dt =,/ jo f(t)dt
Essebil Au Bac Primitives et intégrales Horma Hamoud 14
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Sur un intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes:

f0=5C+2--354+3

3\/; X’

£ = 2Vx" + 3 +4x -1
X

f(x) = L _ 7sin 2x
Cos X

Exercice 2

Sur un intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes:
7 (o8 3000
f(x)=5x"(x"+1)

f,(x) = tan*"*’ x + tan*"* x

6x’ +4x+4
LX) =—7F—5
X' (x+2)
Exercice 3

Pour chacune des fonctions suivantes, montrer qu’elle admet des primitives
sur R et en déterminer une.

f,(x) = cosxv/4—sinx

3sinx

f,(X)=—F/————.
: 8+ 2cosx

Exercice 4

Soit la fonction f définie par: f(x) = cos xsinx(cos"’ x +sin'’ x)

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 15
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1) Déterminer une primitive de f.

2) Calculer I= J.: f(x)dx .

Exercice 5

X +3x>+3x-3
(x+1)

Soit la fonction f définie par : f(x) =

1) Déterminer les réels a ; b et c tels que : Vx € D,,f(x) =ax+b + i)
X+

2) En déduire une primitive de f.

Exercice 6

Soit la fonction f définie pour tout x € R par: f(x)=x++vx"+1.

!x+\/x2+1! 1 1
X :;.J=I dx
Vx?+1 °(x+\/x2+1)\/x2+1

Calculer f'(x); en déduire I et J.

1
On pose 1= L

Exercice 7

T T
On pose : I='[02xsin2 xdx ; J ='szcoszxdx ;

1) Calculer I+J
2) En utilisant une intégration par parties, calculer I-J ,

3) En déduire I et J.

Exercice 8

On pose 1 = I‘: x’(x-1)""dx

1)Déterminer les réels a; b et c tels que : VxeIR, x’>=a(x—1)> +b(x—-1)+c¢

2) En déduire 1.

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 16
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

1) On constate que la fonction fl(x) = 5x" + # - iz + 3 est la somme de
X

X

fonctions continues sur ]0;+oo[ et de primitives usuelles :

f,(x)=5x’ +§XL+5><_—1+3.

Vxox

En consultant la table des primitives on trouve qu’une primitive de f, sur

]0;+00[ est: Fl(x)=§x4 +§x2\/;+5x1+3x.
X

3
2) Pour f, on peut écrire f,(x) = 2x* + 3x 7 +4x-1.

On sait qu’une fonction du type x — ax",n # —1 a une primitive du type

n+1

X X
n+1

Alors une primitive de f, sur ]0;-+oo[ est:

2 3n » 5
F,(x) = X} +—X +—X —-X
3 -
—+1
2
4 > 3
Soit F,(x)=—-x2 —“x*+2x’-x
5 4
4 3
Enfin FZ(X)=—X2\/;— : +2x% —x.
5 4x
Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 17
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3) En consultant la table des primitives on trouve qu’une primitive de la

2

fonction f (x) = L _7sin2x sur —£;+£ est :
3 cos” X 22

7
F,(x)= tanx+5c0s 2x.

Corrigé 2

Dans chaque cas, on procéde a un changement d’écriture pour faire
apparaitre une forme de primitive usuelle :

1) f,(x)=5x"(x* +1)*"
5 7 8 3000
On a fl(x)=§x8x x"+1)
Il est clair qu’on va utiliser la forme u'u" pour obtenir la primitive

5 1
K= 53001

x*+1)"™ de f, sur R.

2) On a f,(x) = tan’” x + tan®* x .

On peut écrire f,(x) = (1+tan® x)tan*"*’ x .

On sait qu’une fonction du type u'u",(n#—1) a une primitive de la forme

1
n+1

n

u

1
Alors on trouve que la fonction F,(x) =
2021

T W
sur |——;+—| .
[l

(tanx)**' est une primitive de f,

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 18
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6x’ +4x+4

3)Ona f,(x)= C(xt2) .

Pour tout réel strictement positif, on peut procéder a une décomposition
d’éléments simples en écrivant:

5x* +x* +4x+4

L= 2y

5% +(x+2)

L= 1)

5x* (x+2)

Le=5 (x+2)  X(x+2)

1
+_
(x+2) x

Enfin, f.(x)=

' -1
On sait qu’une fonction du type u_z a une primitive de la forme —.
u

u
o 6x” +4x+4
Donc, une primitive de f,(X)=———5— sur ]0;+oo[ est:
x'(x+2)
5 1
F,(x)=- ——
2(%) Xx+2 Xx

Corrigé 3

Chacune des fonctions f, et f, est continue sur R . Alors elle admet des

primitives sur R.

1) On peut écrire f,(x) = —(—cosx)v4—sinx

Essebil Au Bac 7D Primitives et intégrales Horma Hamoud 19
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1
f,(x) = —(—cos x)(4 —sin x)?
On sait qu’une fonction du type u'u",(n#—1) a une primitive de la forme

1
n+1

n

u

1 In
Alors on trouve que la fonction F,(x)= —1—(4—sin x)2+ est une primitive

—+1
2

de f, sur R.

Soit F,(x) = —%(4 —sin x)/4 —sinx

—2sinx
2) On peut aussi écrire f,(x) = —3x————— pour faire apparaitre la
? 2/8+2cosx

'

forme 4 dont la primitive est du type Ju.
2u

Alors la fonction F,(x)=-3+/8+2cosx est une primitive de f,sur R.

Corrigé 4

1) On développe I’expression de f(x) :

f(x) = cosxsinx(cos" x+sin'’ x) & f(x)=sinxcos' x + cosxsin' x.
i . 1 . 11

Alors on peut écrire : f(x) =—(—sinx)cos  x+cosxsin x

On sait qu’une fonction du type u'u”,(n # —1) a une primitive de la forme

1
n+1

n

u

. -1 1 . ...
Alors on trouve que la fonction F(x) = Ecos12 X+ Esm12 X est une primitive

de fsur R.
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2)Ona | “foodx =[F() ]
-1 1 -1 1

Donc I=|—cos”nt+—sin"’ 1t |-| —cos” 0+—sin'* 0
12 12 12 12

Enfin 1=0.

Corrigé 5

x’ +3x*+3x-3

La fonction f est définie par: f(x) = 5
(x+1)

x* +3x*+3x-3 _ X +3x*+3x+1-4

1) On peut écrire f(x)=

(x+1) B (x+1)
_(x+1)* -4
fex) = (x+1)?
f0= (x+1)° 4

T (x+1)? (x+1)?

Donc f(x)=x+1- pour tout réel x strictement positif.

4
(x+1)
Donc a=1;b=1;c=—4.

2) On sait qu’une primitive de x—>x+1 sur Dintervalle ]0;+oo[est

L
X —-X +X
2

Une primitive de x > — 5 sur Pintervalle ]0;+o0[ estx -

(x+1) x+1
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1
On en déduit que la fonction F(x)= Ex2 +x+ est une primitive de la

X+

3 2
fonction f(x)= X +?X :;X 3 sur Pintervalle ]0;+oo] .
X+

Corrigé 6

2x

2x% +1

1)On a pour tout xe R, f'(x)=1+

X+\/X +1
Vx* +1

2
ye o 1(x+\/x2+1! ) ]
L’intégrale I = I x peut étre transformée sous la forme :
CoVxT 41

Donc f'(x)=

X+X+

=I T (x+~/x* +1)dx du type 1= j £1(x)f (x)dx .
x“+1

D’oit I=|:%(f(x))2:| . Alors I=B(x+\/x2 +1)2]

0

1

0

1=%(1+\/5)2—%(1)2

I= . Enfin

2+§ﬁ I=1++/2.

1 A .
L’intégrale J = j dx peut étre transformée sous la
(x + \/ x +1 )\/ +1
forme :
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I1x+ x2 + 1

X 2dx
\/X +1 (x+\/x2+1)
d’ou J= j NOF .[Oi 83

fl
f(x) |,

x+vVx’ +1 |,

Enfin J =

1+\/§.

Corrigé 7

) I+J= Ioz(xsinz X + x cos’ x)dx
I+J= J.OE x(sin® x + cos’ x)dx

1+J=j5xdx

1+g= Lt
2 0
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2

I+J=£ .

8
2) On a I—J=j05(xsin2x—xcosz x)dx
I-J= '[05 x(sin” x — cos” x)dx

1-J= _[f(—xcos 2x)dx

On utilise une intégration par parties :

u(x)=—x
On pose :
v'(x) = cos 2x

u'(x)=-1

Alors : 1
v(x) = Esin 2x

Comme I uv'=uv—j u'v

1 2
I-J= |:—X><Esin 2X:|

0

L |
— |2 (==si
IO ( 2sm 2x)dx

1 2
—_J==\2(i
I-J= 2.[0 (sin 2x)dx

I—J=—1cosn+lcos0
4 4

1
I-J=—
2
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1+J="1
On résout le systéme : 8
1-J=1
2
2 2
o 1 n +8
Par addition : 2I=—+—-= 1=
8 2 16

L | 2_8
Par soustraction : 2J = r_Z =J= T .
8 2 16

Corrigé 8

1) On peut écrire pour tout réel x :
X =((x-1D)+1)’=(x-1"+2(x-1)+1 .Donc a=1;b =2;¢c =1
2) On remplace x’=((x-1)+1)’=(x-1)"+2(x-1)+1 dans Pintégrale

1
1= L x*(x—1)*"*dx par son écriture trouvée dans 1) :
1= j;((x—l)z +2(x-1)+1) (x—)*2dx

On développe T= [ ((x= 1™ +2(x—1)™ + (x~1)**) dx
Comme la dérivée de (x—1) est 1, les termes a intégrer sont tous du type

u'u" de primitive n

u
n+1

1

1 2 1
I= x—1)2% 4 x—1)2% 4 X —1)2%
|:2025 ( ) 2024 ( ) 2023 ( )

0

1+2 1
2025 2024 2023 °
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Exercice 1

Sur un intervalle précisé, calculer une primitive de chacune des fonctions
suivantes :

fl(x)=4xs—i—i+3x—1

\/; 3x*

f,(x)=9x"(2x°* + )"
f,(x) = 5xv/3x" +1
f,(x)=7x33x* +1

f,(x)=tan’ x+tan® x

Exercice 2

Calculer une primitive des fonctions suivantes sur I’intervalle ]0; +oo[ :

f,(x)=5xvx+1

X' +3x* +3x+5

L= Jx+1
£ (x) = 3x22—6x+29
2x°(x—3)
Exercice 3
On se propose de calculer I’intégrale | = E xsin Xco; 3X —sin’ Xdx.
6
sin x

1) Calculer la dérivée de la fonction u(x) = .
X
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X sin x cos x — sin” x

X3

2) En déduire une primitive de la fonction f(x) =

3) Calculer ’intégrale 1.

Exercice 4

On se propose de calculer I’intégrale I = Iﬂn xcos xdx par deux méthodes :

1) On considére la fonction suivante : f(x) = xcos x définie sur R.
a) Calculer la dérivée de la fonction u(x) = xsinx.

b) En déduire une primitive de f.
c¢) Calculer intégrale 1= Iﬂn xcos xdx .
2) Calculer P’intégrale 1= Iﬂn xcos xdx en utilisant une intégration par

parties.

3) Comparer les résultats.

Exercice 5

n
On considére Pintégrale I = j sin” x cos” xdx .
0
1) Donner I’expression linéaire de sin’ xcos’ x.

2) Calculer Pintégrale I = I: sin” x cos” xdx .

Exercice 6

X+1°

Soient f et g les fonctions définies par : f(x) = Ll et g(x) =
X+

1) Etudier les variations de f et g et tracer leurs courbes respectives C et
C’ dans un repére orthonormé (O;1, j).
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2) Calculer I’aire du domaine plan limité par C, C’ et les droites
d’équations x=-3; x=-2.

Exercice 7

1 t"dt
01+t>

Pour tout entier naturel n on pose : U, = I

1) Prouver que l'écriture précédente définit bien une suite numérique (U ).
2) Montrer que la suite (U ) est décroissante et positive. En déduire
qu'elle est convergente.

3) Montrer que : limU_ =0.

n—oo

Exercice 8 (Traduit)

2n+1 2n+1
X X

On pose In=.[01\/1+—2dx;n20 ‘“-\ealn=j01\/1+—2dx s
X X

.n=>0

1) En utilisant une intégration par
parties, montrer que pour tout n>1, | JS ¢ i 4 el ddalsa aladiul (1
(2n+ DI, =2 -2nl,_, :cdn>1

2) Calculer I, @2n+DI, =~/2-2nI,_,

)
3) En déduire I, et I,. gy el (2

I, s T, gl (3
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I. RESUME DE COURS

1. Définition et résultats de base

1
1) On appelle logarithme népérien, noté In, la primitive de la fonction x> —

X
sur ]0;+00[ s’annulant pour x = 1.
On en déduit alors que pour tout réel strictement positif x, Inx = J‘:%dt .
2) In(1)=0
3 ne-t
4) Le signe de la fonction In :

Inx<0<=0<x<1 Le signe de Inx est le

Inx=0e x=1 méme que celui de

x—1 pour tout x>0

Inx>0&x>1

5) Pour tous réels a et b de ]0;+o[ ,on a :
Ina=Inb&a=b
Ina<lnb< a<b.
6) Equation : Inx=aox=¢
2. Propriétés algébriques
Pour tous réels a et b strictement positifs, et pour tout entier relatif p :
In(ab) =Ina+Inb ln(%) —Ina—Inb ln(%) =—Inb
In(a®’)=plna ln(ﬁ):%lna In l_[ai =Zln|ai|, a, =0
i=1 i=1
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3. Limites usuelles

limInx=—o0,
x—0*

. Inx
lim — = 0",
X—+o Y

lim xInx=0",
x—=0*

Inx

lim

x—)lx—1=1,

lim In x = 400
X—>+00

Inx

lim

X—>+00 Xn

lim x"Inx =0 ,(pour neN)

x—0*

lim P _
x—0 X

1.

=0" ,(pour neN)

4. Dérivée — primitive

(lnx)':l
X

|
Une primitive de *— sur un intervalle I est In |u .

u

5. Courbe

f(x)=lnx:>f'(X)=l>0
X

In'

f(x) =Inju(x)|=f'(x) = %

—Q0
_2,,
Asymptote verticale x=0
Branche parabolique Direction (Ox)
Tangente en (1,0) y=x-1
Tangente en (e,1) 1
y=-—-x
e
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Il. QUESTIONNAIRES & CHOILX MULTIPLE

QCM 1

Choisir la bonne réponse :

1 1
Soit A=2In5+2In(e”) + ln2—5 . Alors la valeur de A est
Réponse A 0
Réponse B 10+41In5
Réponse C -10
Réponse D —-10+41In5
2 Le domaine de définition de la fonction f(x)=In(x*—1) est
Réponse A ]—oo;—l[ U]1;+oo[
Ré B .
éponse ]1, +oo[
Ré C .
éponse ]0’ +oo[
Ré D .
éponse ]_1’ 1[
3 L’équation (x’ —9)In(x+2)=0 ....
Réponse A admet une unique solution -1
Réponse B admet deux solutions
Réponse C admet trois solutions
Réponse D n’admet pas de solution
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4 La dérivée de la fonction X — In(sin x) est
Réponse A X —tanx
Réponse B X tanx
Réponse C X —cotx
Réponse D X cotx
S Une primitive de la fonction X—=>Inx sur ]0; +00[ est
Réponse A X X(—1+Inx)
Réponse B 1
X>—
X
Réponse C X x+xInx
Réponse D 1 "
x— —(Inx)
2
6 In(x+1
Soit f(x) =¥ .Ona
Inx
Réponse A lim f(x) = +o0
X—>+00
Réponse B lim f(x) =+
x—0"
Réponse C lim f(x)=1
X—>+0
Réponse D lim f(x) = 0*
x—>0"
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QCM 2

Choisir la bonne réponse :

1 elnx
Soit I = I ——dx. Alors :
I x
Réponse A I=1
Réponse B [ 1
e
Réponse C I e
2
Réponse D I 1
2
2 La dérivée de la fonction f(x)=+/Inx
Réponse A 1
f'(x)=
2+/Inx
Réponse B X
f'(x) =
2+/Inx
Réponse C 1
f'(x) =
xvInx
Réponse D 1
f'(x)=———
2x+/Inx
3 € n
Pour tout entier naturel n on pose U, = L (Int)"dt . Alors la suite (U,)
est:
Réponse A Croissante
Réponse B Décroissante
Réponse C non monotone
Réponse D Divergente
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4 o 2 2x+3
La valeur de I'intégrale I = | —————dx est:
I x"+3x+5
Réponse A 15
In(—
( - )
Réponse B 5
In(—
( 3)
Réponse C 7
9
Réponse D 9
In(—)
15
5 2 t2
On pose A=J‘ s dt. Alorsona:
01+t
Réponse A A=1In3
Réponse B 1
P A=—In3
2
Réponse C 2
P A=—-In3
3
Réponse D 1
P A=—In3
3
6 Soit f(x)=In(x+1) avec x& |-1,+[ . Ona:
Réponse A f'(x)=e""
Réponse B f'(x)=e* -1
Réponse C f'(x)=e*"
Réponse D f'(x)=e*+1
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) In(x-3)= In(5-x)

2) In(x—3)+In(x+3)=2In4

Exercice 2

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1) In(2x—5)+ In(x+1)<2In2

2) In(2x*> —3x—-5)<2In2

Exercice 3

Soit f(x)=(x—2)’In(x’ - 8).

Calculer lim f(x).

x—2*

Exercice 4

3In’x—4Inx+1

X—e

Soit f(x)=

Calculer . lim f(x)

X—e
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Exercice 5

1
On se propose de calculer I’intégrale I = IO xln(l + x) dx

1) Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x> —1,
2

c
=ax+b+ .
x+1 x+1

2
X

x+1

dx.

2) Calculer J = Iol

N 1
3) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I = IO Xln(l + x) dx.

Exercice 6

Inx

Soit f la fonction définie sur :|0;+oo|: par: f(x)=

2
X

1.a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Déduire que pour tout entier n > 6, I’équation f(x)=l admet dans
n

Pintervalle [1,\/g:| une seule solution notée a

¢) Prouver que la suite (a,) est décroissante, en déduire qu’elle converge.

Exercice 7

3Inx

La fonction numérique f est définie sur ]0; +oo[ par f(x)=2x-2+

1) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes dont on donnera des
équations.

2) Trouver une primitive de f sur ]0; +oo[ .
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Exercice 8

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x)= 2xv/x —3Inx.

Soit C, sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; f, j).
1) Calculer lim f(x) et lim f(x)
x—=0* X—>+0
2) Dresser le tableau de variation de f.
3) En déduire que pour tout xe ]0;+oo[ sona f(x)>0.

4) A Paide d’une utiliser une intégration par parties, calculer ’aire A du
domaine plan délimité par la courbe C, ; I’axe des abscisses et les droites

d’équations x =1 et x = e. Donner une valeur approchée de A & 10~ preés.

5.a) Etudier les asymptotes et les branches infinies de C;.
b) Donner une équation de la tangente T a2 C, au point d’abscisse 1.

¢) Tracer Tet C, .

Exercice 9

1+Inx

Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=x—-1+

Soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i, j) d’unité

Icm.

1.a) Montrer que lim f(x)=—o0 et interpréter graphiquement.
x—0"
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b) Calculer lim f(x).Montrer que la droite Ad’équation y =x—1est
X+

asymptote a la courbe (C).
¢) Etudier la position relative de (C) et A.
2. On considére la fonction g définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x"—Inx.

1 1+In2
a) Vérifier que g(—) = .
) que g( \/E) 5

b) Calculer g'(x) .

¢) Etudier les variations de g et montrer que pour tout x de ]0,+oo[ ,

g(x)>0.

3.a) Calculer f'(x)et vérifier que pour tout x de ]0,+c[ona: f'(x)= if)
X

b) Dresser le tableau de variation de f .

4.a) Montrer que f réalise une bijection de ]0,+oo[ sur un intervalle J que I’on

déterminera.

b) Montrer que I’équation f(X)=0admet une unique solution o [ . Vérifier

1 1
que —<a<—.
e 2

5.a) Préciser les points de la courbe (C)en lesquels la tangente (T) est

parallele a A.

b) Représenter la courbe (C)et les droites Aet (T) dans (O;1, ).
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¢) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du paramétre réel m, le
nombre de solutions de I’équation (m+1)x—1-Inx=0.

6) Soit n un entier naturel, n > 1. On note U, I’aire du domaine plan délimité
par la courbe (C), I’asymptote oblique A et les droites d’équation respectives

X=nex=n+1.

a) Exprimer U, en fonction de n .

b) Calculer et interpréter graphiquement lim U, .

n—+co

Exercice 10

X2+1

x>+1) x2+3
x?2 -

On considére la fonction f définie par : f(x) = ln[

1) Déterminer D;le domaine de définition de f et étudier sa parité.
2) Calculer lim f(x) , lim f(x)et interpréter graphiquement.
x—0" X—>+0

3) Justifier la dérivabilité de f sur D, et montrer que pour tout x de ]0; +00[
9

2(x=1)(x+1)

P == 1y

4) Dresser le tableau de variation de f.

5.a) Montrer que I’équation f(x) =0 admet dans l'intervalle ]0;+oo[une

unique solution o et vérifier que 0,2 <a <0,3.
b) Que peut-on déduire pour l'intervalle ]—00;0[ ?
¢) Déduire des questions précédentes le signe de f{x) sur D,

6) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;f,j)
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

1) L’équation In(x—3) = In(5-x)

Conditions d’existence : X—3>0 et 5—x>0.

C’est-a-dire : X>3et X<5. D’ou le domaine de définition de I’équation est

D=]3; 5.

Résolution de I’équation : Pour tout X€D,In(x-3)= In(5-x) équivaut a

X —3=5—xc’est-a-dire 2X =8 soit x=4.

Validation des solutions: Cette solution nombre appartient bien a D. Donc

I’ensemble des solutions est S = {4} .

2) L’équation In(x—3)+In(x+3)=1In"7

Conditions d’existence : I.’ensemble de définition D de I’équation est I’ensemble des

réels x tels que
X+

x-3>0

soit D =]3;+00] .

Résolution de I’équation : Pour tout x €]3;+o| ona:

In(x-3)+In(x+3)=2In4 < In((x—3)(x+3))=In16

&S (x=-3)(x+3)=16

&x-9=16
2

Sx =25

S xX=5o0ux=-5
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Validation des solutions: La solution X=-5 est rejetée car —S& D. Alors

I’ensemble de solutions est S={5} .

Corrigé 2

1) L’inéquation In(2x—-5)+ In(x+1)<2In2

Conditions d’existence : L’ensemble de définition D de I’inéquation est ’ensemble
2x-5>0
x+1>0

des réels x tels que { soit D = }%, +oo|: .

Résolution de ’inéquation : Pour tout x e };, +oo{ ona:

In2x—5)+In(x+1)=In((2x-5)(x +1))
=In(2x* - 3x-5)

L’inéquation s’écrit donc In(2x* —3x—5) < In4

La fonction In étant strictement croissante, donc I’inéquation équivaut a
2x* —3x—5<4 Soit 2x’ —3x-9<0.

2
Le trindme 2x” —3X—9 admet dans R deux racines : —— et 3 etil est négatif

2
lorsque x est compris entre ces racines. C'est-a-dire —5 <x<3.

Validation des solutions: Comme 1’ensemble de définition de I’inéquation est

2

D= ];, +oo|: , et —5 <x <3 ; on déduit que I’ensemble de solutions est I’ensemble
5 5

des réels x tels que E <x <3 soit S= 5;3 .

2) L’inéquation In(2x* —3x—5) < 2In2
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Conditions d’existence : L’ensemble de définition D de I’inéquation est I’ensemble

des réels x tels que 2x* —3x—-5> 0.

5
Le trindme 2X° —3X—5 admet deux racines : —1 et E et il est positif lorsque x est
extérieur a ’intervalle de ces racines. C'est-a-dire que ’ensemble de définition D de

I’inéquation est D= ]—oo;—l[ ) :|§;+oo|: .

5
Résolution de ’inéquation : Pour tout x € ]—oo;—l[ W/ ]E;+oo|: , Pinéquation
équivaut 2 2x> —3x—5<4 car la fonction In est strictement croissante.

Soit 2x’ —3x—-9<0.
- 2 . 2 . L
Le trindme 2X" —3Xx—9 admet dans R deux racines : 3 et 3 etil est négatif

lorsque x est compris entre ces racines. C'est-a-dire x € [—5;3:| .

Validation des solutions: En tenant compte de I’ensemble de définition de
I’inéquation, on déduit que I’ensemble de solutions S de I’inéquation est I’ensemble
des réels x tels que

X e ]—oo;—l[ v }§;+oo|:

XG[_E;?{|
3

3 5
Par suite S=|——;—1 U [—;3|.

2 2
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Corrigé 3

f(x)=(x-2)"In(x’ -8)

Une forme d’indétermination se présente lorsque x — 2" . Pour lever cette
indétermination on modifie I’écriture de f(x) pour faire apparaitre des

limites usuelles.
f(x)=(x-2)(x—2)In(x—2)(x* +2x+4)

(x-2)

=i+

x(x=2)(x* +2x+4)In(x - 2)(x* + 2x + 4)

. (x-2) v
D’une partona: lim———————=0".
-2 (X" +2x+4)

D’autre part, en posant t = (x—2)(x’ +2x+4)ona (x > 2") < (t > 0).

Donc lim(x—-2)(x* +2x+4)In(x—2)(x* + 2x+4)=lim tlnt =0~
x—2* t—=>0"

_2
Par suite lim f(x) = lim 2(" ) limtint. Enfin : lim f(x)= 0.
x—2" x—>2* (X —+ 2X + 4) t—>0" x—2*

Corrigé 4

3In’x—4Inx+1

X—e

f(x)=

Pour lever I’indétermination lorsque x — e, on peut appliquer un taux
d’accroissement :

On pose_u(x)=3In’x—4Inx+1.Donc u(e)=3In’e—4Ine+1=0 et par

u(x)—u(e u(x)—u(e
conséquent, £(x) = "X =@ pone limf(x) = lim 2=
X—e x—>e x—e X—e
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6 4
La fonction u est dérivable en x, =e et de dérivée u'(x)=—Inx——.
X X

o U0 —u(e)

u'(e) < limf(x)=u'(e).
X—>e X—e X—e

6 4 2 1
Ona: u'(e)=—Ine——=—.Par suite limf(x)=—-—
e e e xe e

Corrigé 5

x2 _x2—1+1

x+1  x+1

1) On peut écrire pour tout x> —1 .

x> _xz—l 1

= +
x+1 x+1 x+1

Donc a=1,b=-1 et c=1

2

1 1 1
2) On a alors J=j0 dx<::>J=j0 x—1+ 1 dx
X+

X
x+1
1

J={%x2 —x+ln|x+1|}

0

J=—l+m2
2

1
3) Pour calculer I= IO Xln(l + x) dx en utilisant une intégration par parties

on pose :
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- 12
ux)=—-Xx
(x) 3

u'(x)=x
In(1 ; Alors 1 1
v(x)=In(1+x) Vi(x) =
L 1+x
- 1
1 1 1
Donc leln(1+x)dx= —len(1+x) —Il—xzx dx
0 [ 2 0 02 1+x

! 1, Y ¥
j xln(1+x)dx=[—x ln(1+x)} ——
! 2 o 2°01+x

Izlan—lJ

2 2
I=1ln2—l(—l+ln2)

2 2 2
=1,

4
Corrigé 6

. Lpe s Inx
f est la fonction définie sur ]0;+00|: par: f(x)=—
X

1.a) Tableau de variation de f.

1 1
lim £(x) = lim ——- = lim — In x = (+00)(—00) = —
x—>0* x—0" X

x—>0* Xz

Inx 1 I 1
lim f(x) = lim (ﬂ x—) 0" lim 2X= lim —=0*
car

X—>+00 X4\ X X X—=+4 X X=+0 X

f est dérivable sur ]0;+00|: car quotient de deux fonctions dérivables sur

105+ .
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1xxz—Zxxlnx

Vxe:|0;+oo|:, f'(x)=X 3
(<)

Vx e 03+ ,'(x) = %

Or x’>0, donc le signe de f'(x)est celui du numérateur :

f(x)Z0<:>1—21nx20<31nx£%<:>xsx/€

_In(Je) 1
On a f(\/g)— (\/;)2 =2
X 0 \/; +o0
£(x) + 0 ]
1
f(x)
-0 0

1

b) Montrons que pour tout entier n > 6, ’équation f(x)=— admet dans
n

Pintervalle [1,\/5} une seule solution notée a_ :

- La restriction de f sur P’intervalle 1= [1,\/;] est continue et strictement

1
croissante et f(I)=J = [0,2—} .
e

1 1 1 1 1
- De plus Vn26, 0<—<—-<—; ((~==0,167<—=0,184) . Alors
n 6 2e 6 2e
1 1
Vn26,—edJ= |:0,—:| .
n 2e
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Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout entier n > 6,

1
I’équation f(x)=— admet dans I’intervalle [1,\@ } une seule solution notée a,
n

c- Montrons que la suite (a,)est décroissante, et qu’elle converge :

1 1
OnaVvn=26, —> .Or Vn26, l=f(an)et ! =f(a
n n+l n n+1

) donc

n+1

f(a,)>f(a,,,) et comme f est strictement croissante sur [1,\/5 :| alors

a >a

n n+l

et la suite (a ) est strictement décroissante.

D’autre part a e [l,\/g] donc la suite (a,) est décroissante et minorée par 1,

d’ou elle converge.

Corrigé 7

1
1)Ona lim (f(x)—(2x-2)) = lim 311X _ ) . On Alors la droite d’équation

x>+0 X

y = 2x — 2 droite est une asymptote oblique a C,

lim Inx = —o0

, . -0 . 3Inx
D’autre parton a lim(2x—2)=-2 et 3 = lim =—
and lim — = 400 =0T X
=0t X

Alors lim f(x)=—o0.
x—0"

On en déduit que la droite d’équation x=0 est une asymptote verticale a C,

2) Une primitive de la fonction x — 2x—2 sur ]0;+oo[ est X — x” —2x,
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. 3Inx ,, . 1
La fonction x— s’écrit sous la forme x— 3x—xInx
X X

3Inx
X

1
On en déduit que la fonction x — 3x E(ln x)’ est une primitive de x —

sur ]0;+oo[ .

3
Conclusion : La fonction x — x* — 2x+5(ln x)’ est une primitive de f sur

105400 .

Corrigé 8

1) Calcul de limites

lim 2xv/x) = 0*
x—0*

= lim f(x) = 40
lim(-3Inx)=+o00  x>0"

x—>0*

Pour lever ’indétermination en -0 on factorise par x :
1

lim f(x) = lim (X(Z\/x 3 “X)J

X—>+a0 X—>+0

[ 1im (2v/x) = +o0 :
X = lim (Zx/_ 3 nx)

lim (=3 l“—") 0 O

X—)+®

((1im (x) = +o0

X—>+00

3 :> lim f(x) =400
lim (2\/— 3 In X) Xt

x—)+oo

2) Calculons la dérivée :
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£'(x) = 24x + 2x

4x+2x 3

2x

f'x)=

f'(x)=§—§

N

Le signe de f'(x) est celui du numérateur car x ]0; +oo[ .

1
2Jx

soit f'(x)=3

1

3=

X

X~V

On aalors f'(x)>0< x> —/x >0

f'(x)> 0 x> >x
f'x)>20x >x
f'x)20x* —x>0
f'(x)20 x(x>-1)>0

f'x)2 0 x>1

Onaf()=2
X 1 +00
(x) -0 +
+o0 +oo
2
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3) La fonction f présente un minimum absolu en 1 qui vaut f (1) =2

supérieur a zéro. Donc pour tout xe ]0; +oo[ sona f(x)>0.

4) La fonction f est continue et positive sur ’intervalle [l;e] . Donc laire

cherchée est calculée par I’intégrale A = Ilef (x)dx .
Donc A = J':(zx\/; —3Inx)dx.
A= ZIex\/;dx— 3rln xdx
1 1

A= ZLe x%dx - 3!: In xdx

La premiére intégrale est calculée directement par les formules des primitives
usuelles :

e 3 4
2 —_
ZLX dx—s(e

La deuxiéme intégrale 3]: In xdx est calculée en utilisant une intégration par

parties :
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u(x)=Inx

On pose
P {V'(X) =1

u'(x)=l

, ce qui donne X .

v(x)=x

Par suite 3I1e In xdx = 3 ([xln x]:' - Le X X ldx)
X

3]: Inxdx=3 ([xln x]: - Le dx)

3[ Inxdx = 3([x1n x| —[x]j)

3jleln xdx =3 [xln X— x]i

3 Inxdx=3[elne—e—1In1+1];

Enfin A=5,946 ua

Il vient A =

3j1e1nxdx=3

5
2

(e?—1)-3

| &
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5.a) On a trouvé lim f(x)=+o0. Donc admet une asymptote verticale
x—0*

d’équation x=0.

En plus lim f(x) =+oc0. Calculons lim fx) :
X—>+o0

X—>+0 Y

X—>+®© X X—>+®©

llmf(—— lim (2\/_ 3lnxj

Inx

f(x
lim 23X _ 55 lim Jx = 3x lim —

X0 X X—>+0 x>+0 X

. 1
On sait que lim Jx =+ et lim£=0.

X—>+00 X—>+0 Y

f
Par suite lim ﬁ = 400
X—>+00 X

On en déduit que la courbe C,; admet une branche parabolique de direction

(Oy) au voisinage de +o.

b) Une équation de la tangente T a C, au point d’abscisse 1 est
y=f'(H(x-D+f(1).

Soit y=2 car f(I)=2 et f'(1)=0 ;
(Une tangente horizontale).

¢) Courbe de f:
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P

f T I T i .
-2 =i 0 1 = 3 4x

Corrigé 9

1+Inx

La fonction f est définie sur ]0;+oo[ par : f(x)=x—1+

(O) sa courbe représentative dans un repére orthonomal direct d’unité

graphique 1cm.

1.a) Limite et interprétation :

1
* On peut écrire: f(x)=x-1+—(1+Inx)
X
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lim — = +o0

Ona {0 X = lim — (1+lnx)——
liml+Inx)=- "X
x—=0*

Comme lim(x—-1)=-1, lim f(x)=—o0
x—0" x—0*

Interprétation graphique :

la courbe (C)admet une asymptote verticale d’équation x=0, (I’axe des

ordonnées).

1 1
b) On peut écrire : f(x)=x—-1+—+ nx
X X

lim(x—1) =400

X—>+c0

On a Inx = lim f(x) =4

11m(—+—) 0 o

X—>+0 Y

1
D’autre part, lim (f(x)—(x—1)) = lim (—+E) 0

Alors la droite Ad’équation y =x—1 est asymptote oblique a la courbe (C).

¢) Pour étudier la position relative de (C) et A, on étudie le signe de

d(x)=f(x)-(x—1)

1+Inx

d(x)=

Le signe de d(x) alors est celui de 1+Inx, car x est de I’intervalle ]0;+oo].

Onal+lnx=0=Inx=-1<x=¢"!

La droite A coupe (C)au point de coordonnées (e™',e™' —1).
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X 0 e +00

1+Inx |
Position relative de H ‘

(C) et A A/(C) (C)/ A

2) La fonction g est définie sur ]0,+00[ par: g(x)=x"—Inx.
a)Ona:

1

i

2 1
1 1 1 LR
In—=—+InV2==+In(2)  =—+~-1In2
] J2 o2 2 T =51

Done g( L)< 1+In2

2 2

b) Calcul de g'(x) :
2 1
gx)=x"-Inx=>g'(x) =2x——
X

2x% -1

g'(x)=

¢) On constate que le signe de g'(x) est celui de 2x* —1 sur Pintervalle

]0,+oo[.

On a pour tout x de ]0,+oo[ : g'(x)=0<:>2x2—1=0<:>x2=%<:>x=%

\ 1 1+In2
D’aprés 2.a)ona: g(—) = .
VL
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Dressons une partie du tableau de variation de g :

1
0 — +00

¥ V2
g'(x) - 0 +
g(x) \ /

1+In2

2
1+In2

La fonction g présente un minimum absolu g(L) = sur ]0; +oo[ .

V2

1+In2

Comme ~0,85>0, g(x)> 0 pour tout x de ]0,+oo[ .

3.2) On a f(x)=x—14 1 710%

1—(1+1
Done f'(x)=14+ —1F10Y)

2
Soit f'(x)= X X

2
X

g(x)
XZ

On a alors pour tout x de ]0,+00[ : f'(x)=

b) Tableau de variation de f :

Le signe de f'(x) est celui de g(x)
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Donc pour tout x de ]0,+oo[ , f'(x)>0.

X 0 + oo
f'(x) +
+ o0
f(x)
_w

4.a) D’aprés I’étude de f et son tableau de variations on a :

. f est continue sur |0;+oo[ ;
o f est strictement croissante (monotone) sur ]0;+oo[ ;
o lim f(x)=—0; lim f(x)=+c0.

x—>0* X—>+0

Donc f :]0;+0[——> J =] — 03+ réalise une bijection.

b) La fonction f est continue et bijective sur son domaine de définition avec
0eJ=]—oo;+0[. Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires

I’équation f(x)=0 admet une unique solution o dans ]0,+oo[ .

De plus,on a :

)~ —0,63<0
€

.
9

1
f(=-)=+0,11>0
2
L . 1 1
Donc a vérifie —<a<—.
(Y
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5.a) Pour préciser les points de la courbe (C)ou la tangente (T) est

paralléle a ’asymptote Ad’équation y=x—1, on résout I’équation

f'x)=1
Donc : X —zlnx =1
X
X' —Inx=x’
Inx=0
x=1

Alors la tangente (T) a la courbe (C)au point (1,1)est paralléle a la droite

A . Une équation de cette tangente est : y=x

b) Représentation de la courbe (C)

L

y)
54+

XYy

(o) —

A
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¢) L’équation (m+1)x—1-Inx=0 s’écrit mx+x-1-Inx=0 donc

1+Inx

m=-1+
X

1+Inx

x+m=x—-1+
X

x+m=f(x)

{y=x+m
y=1f(x)

Les solutions du systéme sont les coordonnées des points d’intersection de la
courbe (C)et les droites A d’équation y = x+m paralléeles a

I’asymptotes oblique de (C) et a 1a tangente (T), ou m est un paramétre réel.
A noter que :

A_ est I’asymptotes oblique A a (C)

A, est la tangente (T) a (C) paralléle a A

Alors, le nombre de solutions de I’équation (m+1)x—1—-Inx=0 est le méme

nombre de points d’intersection de (C)et A

Les solutions de I’équation (m+1)x—1—1Inx=0 sont les abscisses des points
d’intersection de (C)et A

D’apreés la représentation graphique de f, on déduit le tableau suivant :
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valeurs du | nombre nombre de
parameétre m d’intersection de | solutions
(O)et A,
m< -1 1 1
-1<m<0 2 2
m=0 1 (tangente) 1
m >0 0 0

6.a) La fonction f est continue sur tout intervalle de type [n,n + 1] ou nest

un entier naturel, n>1.
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La courbe (C), est située en dessus de I’asymptote oblique A sur

Pintervalle [n,n + 1] .

Alors I’aire U, du domaine plan délimité par la courbe (C), I’asymptote

oblique A et les droites d’équation respectives x =n et x=n+1 est calculée

par :
U, =" ()~ (x-1)dxxua
Alors :
. =jn+] 1+lnxdx><ua
n X
n+l 1
U, =[""~(1+Inx)dxxua
nox
1 n+l
U, =|:E(1+lnx)2} ua
1 : 1 2
U, = E(1+ln(n+1)) —E(1+ln(n)) ua
1 2 2
U, =E((1+ln(n+1)) —(1+In(n))’ Jua
1
U = E((1n(n +1)—Inn)(2+In(n+1)+Inn)ua
U = l((m(“ L@+ Inm? + n)j
2 n
U, =—|In(1+-) |(@+In(@n’ +n))
2 n
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b) Pour calculer lim U_, on procéde a une transformation d’écriture pour

n—-+oo

lever ’indétermination :

1 1
U, =— ln(l+—))((2+ln(n2 +n))
2 n
In(1+
C1| A D s i + )
2 1 n
n
In(1+ .
1 n( +;) 2 lnn+ln(n+1)
2 1 n n n
n
On a
1n(1+1)
Hm—nzlimwﬂ
n—>-+o 1 x—>0* X
< 1
n
lim(£+lnn+ln(n+l)j=0
\ll—)+00 n n n

Conclusion : lim U =0
n—>+0

Interprétation graphique :

Lorsque n tend vers plus ’infini, ’asymptote oblique A[] coincide avec la
courbe (C). Donc il n y a plus d’espace entre les frontiéres verticale du

domaine d’aire U, ,d’ou U, tend vers zéro .
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Corrigé 10

1) Domaine de définition

x2z0

x2+1

xeD;, & >0

X2
x2+1#0

xeD, &x=0

Alors D =R’

Parité :

—_x)? _v\2
On a VxeD;,—xe D, car Df=R' et f(-x)=1In (x)+1 _( X)°+3
(—x)? (=x)*+1

2 2
f(—x)=ln[x +1]_x +3

x?2 x2+1
f(—x)=1(x)

Donc f est une fonction paire.

2) Calcul de limites

2 2
X +1 X +1 2
lim =+oo:>limln[ ]=+oo et lim— +3=3 d’ou limf(x)=+00
-0  x2 x>0 x2 x>0 x2 41 x—>0

x>+0 X2 X—>-+0 X x40 x2 41 X—>-+0

2 2
+1 +1 2
lim > =1 limln[X . J=0 et lim > +3=1 d’ou lim f(x)=-1
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Interprétation graphique :

La courbe C, admet une asymptote verticale d’équaion x =0 et une

asymptote horizontale d’équaion y=-1.

2

3) La fonction x — — est rationnelle, donc dérivable sur son

x2+1

domaine de définition D, =R".

x2+1

Il en est de méme pour la fonction x — . Cette derniere est

XZ
2

+1 .
est dérivable

X
strictement positive sur D,, donc la fonction X ln[
X

sur D, comme composée de fonctions dérivables.

Enfin la fonction f est dérivable sur D, comme somme de fonctions

dérivables.

2xx x> —2x(x2+1)

4 2x(x2+1)—2x(x2+3)
Py N :
X“+ (X2+1)
XZ
—2x
e 4x
f'(x)=—r—+
x2+1 (X2+1)2
XZ
-2 4
F')=—
x(2+1) (x211)
—2(x2+1)+4x?
f'(x)= 2
x(x2+1)
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2(x2-1)
f'x)=—
) x(x’+1)2

£1(x) = 2(x—1)(x+21)
x(x2+1)

-1 1
4) Le signe de f'(x) est celui de w

X
X —o0 -1 0 1 +o0
x—1 - - - D+
x+1 - + + +
X - - (P + +
£'(x) - n - n

Comme f est une fonction paire, on a lim f(x)=-1= lim f(x)=-1
X—>+ X—>—

On déduit le tableau de variation de f :

D¢ —00 -1 0 1 +00

') S T i 0 =+

f(x) -1 \ +00 +00 /—1v
—2+1In / -

2+1In2

4.a) Sur Pintervalle ]0;1] ; la fonction f est continue et change de signe une
seule fois. Alors I’équation f(x) = 0 admet dans cet intervalle une unique

solution. Sur P’intervalle [1;+oo[ , f est strictement négative. On conclut que

I’équation f(x) =0 admet dans l'intervalle ]0;+oo[ une unique solution o..
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Ona £(0,2)=+0,34 et £(0,3)=-0,34 donc £(0,2)xf(0,3)<0 . Ce qui
démontre que 0,2< a < 0,3, (D’apres le théoreme des valeurs

intermédiaires).

b)Comme la fonction f est paire, on déduit que I’équation f(x) =0 admet
dans l'intervalle ]—00;0[ une unique solution  =—a. Par conséquence

-0,3<p<-0,2.

¢) On en déduit le signe de f(x) :

Pour x & [-o0;—af U o +o0] ona f(x)<0.
Pour x e ]—oc,O[u]O;(x[ ona f(x)>0

Et f(x)=0< x=za.

6) Courbe de f:
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 X
_2,,
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

1. Soit g la fonction définie sur ’intervalle |1; + o[ par : g(x)= ( 21 D’
X(x -

a. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que I’on ait, pour tout x>1 :

=24 ¢
5 x x+1 x-1"

b. Trouver une primitive G de g sur I’intervalle |1; + | .

2. Soit f la fonction définie sur ’intervalle |1;+ [ par: f(x)= X

x*-1)*"

Trouver une primitive F de f sur I’intervalle |1; + o[ .

3. En utilisant les résultats obtenus précédemment, calculer avec une

intégration par parties: 1= I;(zz—xl)zln xdx . On donnera le résultat sous la
x —

forme pIn2+qIn3 avec p et q rationnels.

Exercice 2

e
Pour tout entier naturel p2>1, on pose I, = L x’(Inx)dx.

1) Calculer I, en utilisant une intégration par parties.

3
2) Montrer que: Vp2>1, I = % - pT-l-le . En déduire I,,I,

p+1

3) Montrer que la suite (I)) est décroissante et convergente, (On ne

demande pas de calculer la limite.)
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Exercice 3

On considére la fonction f définie sur ]0;+00[par : f(x)=x-3 _Inx et
X

soit (C)sa courbe dans un repére orthonormé (O;f,j)d’unité 2 cm.

1. Démontrer chacun des résultats suivants et en donner des interprétations
géométriques.

a) lim f(x)=+ow;
x=>0*

b) lim f(x) =+ ;

X—>+o©

) lll}lw(f(x)— (x—3))=0.

2.a) Montrer que pour tout x de Dintervalle ]0;+00[0n a:
To1+1
£ (x)=X : nx
X

Vx2>1; f'(x)=0

b) Vérifier que : .
Vx<1; f'x)<L0
¢) Dresser le tableau de variations de f.

3.a) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans D’intervalle ]0;+oo[

exactement deux solutions oet [. Vérifier que: 0,37<a<0,38 et
3,36<B<3,37.

b) Déterminer les points de (C)en lesquels la tangente est parallele a la

droite d’équation y = xet donner les équations des tangentes en ces points.
¢) Construire la courbe (C).

d) Discuter graphiquement le nombre de solutions de I’équation Inx=mx
ou m est un paramétre réel.
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Exercice 4

On considére la fonction numérique f définie sur D = ]— oo,—l[u ]0,+oo[

par:

f(x) =In(x* +x).

Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;;,;)

d’unité 2cm .

1.a) Calculer les limites suivantes: lim f(x) et lim f(x) puis les interpréter
x=>0*

x—-1"
géométriquement.
- . . f(x) .
b) Calculer les limites suivantes : lim f(x) et lim ——. Interpréter
X— 1o x—>i0  y
géométriquement.

2.a) Calculer f'(x) ou f'est la fonction dérivée de la fonction f et étudier

son signe sur D.

b) Dresser le tableau de variations de f .
. . L 1 o
3. Démontrer que la droite (A)d’équation x = _E est un axe de symétrie
de la courbe (C).

4. Déterminer I’intersection de la courbe (C) avec I’axe des abscisses puis

construire (C).

5.a) En utilisant une intégration par parties, calculer les deux nombres:

I= L Inxdx etJ = Lln(x+ 1)dx.

b) Calculer aire, en ¢cm’, de la surface plane délimitée par la courbe
(O), I’axe des abscisses et les droites d’équation respective x=1 et x=e.
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Exercice 5

On considére la fonction numérique g définie sur ]—1;+oo[ par :
g(x) =2x+1In(x+1).

1.a) Calculer les limites suivantes: lim g(x) et lim g(x).
x—=-1* X—> +00

g(x)

b) Calculer lim =— et lim (g(x)— 2x). Interpréter graphiquement.
X400 X X—> -+

2. Calculer g'(x) ou g'est la fonction dérivée de g. Dresser le tableau de

variation deg.

3.a) Calculer g(0), en déduire le signe de g(x).

b) Tracer la courbe représentative de g dans un repére orthonormé.
4. Pour tout x > —1; on pose u(x)=(x+1In(x+1).

a) Calculer u'(x) et montrer que pour tout x>-1 on a
gx)=u'(x)+2x-1.

b) En déduire la primitive G de la fonction g sur ]—1;+oo[ qui vérifie
G(0)=-1.

¢) Calculer P’aire du domaine plan limité par la courbe (C ), ’axe des
abscisses, I’axe des ordonnées et la droite d’équation x =2.

Exercice 6

Partie A

On considére la fonction g définie sur intervalle ]0;+ [ par :

g(x)=x3—3+21nx
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1.a) Calculer lim g(x), lim g(x).
x—0* X—>+00

b) Calculer la dérivée g'(x)et dresser le tableau de variation de g.

2. a) Montrer que g réalise une bijection de ]0;+c[sur un intervalle J

que ’on déterminera.

b) Montrer que I’équation g(x)=0admet une unique solution o. Vérifier

que 1,3<a<1,4
c¢) En déduire le signe de la fonction g sur P’intervalle |0;+o|.

Partie B

On considére la fonction f définie sur intervalle ]0;+o[ par:

f(x)zx—2+1_x1;lx.

On note T la courbe représentative de la fonction f dans le plan, muni
d’un repére (O ;i, /) orthonormé.

1.a) Démontrer que lim f(x) =+w0, lim f(x)=+0 et lim (f(x)-(x-2))=0.
x—>0* X—>+00 X—>+00

b) Interpréter graphiquement les limites précédentes.

c) Etudier le signe de d(x) = f(x)-(x-2) , résumer dans un tableau et

interpréter graphiquement.

2.a) Calculer f'(x)et justifier que f'(x) a méme signe que g(x).

3a’ -40’ -1 ,

b) Montrer que f(a)=————— et donner une valeur approchée de f(a)
a

a 107 pres.

¢) En déduire le tableau de variation de la fonction f.
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3.a) Donner I’équation de la tangente Ta I' au point A d’abscisse x,=1.

b) Montrer que la courbe T coupe I’axe des abscisses en un deuxiéme point
autre que A d’abscisse B telle que 1,9< <2

¢) Tracer I’allure de la courbe T dans le repére (O;i,)).

4) Soit n un entier naturel »>3.On considére I’aire du domaine E du plan
compris entre la courbe T et les droites d’équations respectives y=x-2,

x=3 et x=n.

a) Justifier que cette aire, exprimée en cm?, est donnée par :

n__

[nZJ‘ 1+lnxdx.

2
30X

"Inx

3X2

b) Calculer J, =I dx al’aide d’une intégration par parties. En

déduire 7, en fonction de n .

¢) Calculer la limite de I’aire 7, du domaine E quand » tend vers +x.

Exercice 7

Partie A
Soit g la fonction numérique définie sur I =]—1;+o0] par:
g(x)=(x+1) =1+In(x+1).
1) Calculer g'(x) ; en déduire le sens de variation de g .

2) Calculer g(0); en déduire le signe de g(x) sur L. (Ia représentation de g
n’est pas demandée).
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Partie B

On considére la fonction numérique f définie sur I =]—1;+oc0] par :

In(x+1)

f(x)=x-1-
x+1

- >
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Osi, j)
d’unité 2cm.

1. a) Calculer lim f(x); puis interpréter graphiquement ce résultat.
x— -1"
b) Calculer lim f(x).
X—>+00
2. a) Calculer lim [f(x)—(x—1)] ; en déduire que la courbe (C) admet une
X—>+0

asymptote oblique (D) dont-on donnera une équation.

b) Démontrer que (C) rencontre (D) en un seul point A dont-on précisera
les coordonnées puis étudier la position relative de (C) et (D).

3. a) Calculer f'(x) puis vérifier que pour tout x de I on a :

f'(X) = g(X) —.
(x+1)
b) Dresser le tableau de variation de f.

4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point B d’abscisse

x, =e—1.

b) Démontrer que I’équation f(x)=0 admet exactement deux solutions a et
B telles que :-0,6 <a < -0,5 et 1,3<p<14.

On donne : In(0,4)~-0,9; In(0,5)~-0,7; In(2,3)~ 0,8 et In(2,4)~0,9.
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- >
5. Construire, dans repére(O;i, j), les deux asymptotes; la tangente (T)

et la courbe (C).
6. Soit m un parametre réel strictement positif.

a) Calculer, en cm?, I’aire A(m) du domaine plan limité par la courbe (C);
I’asymptote (D) et les droites d’équations x =0 et x=m.

b) Pour quelle valeur de m a-t-on A(m)=2cm?? Hachurer cette aire sur
la figure.

7. On désigne par h la restriction de f sur ’intervalle [0 ;+oo] .
a) Montrer que h réalise une bijection de [0;+oo[ sur [-1;+o].

b) Dresser le tableau de variation de h-! (ou h! est la bijection réciproque
de h).

¢) Tracer la droite d’équation y = x et la courbe (C') représentative de

- >
h! dans le méme repére (O;i, j).

Exercice 8

Soit f la fonction définie sur[0;+00[ par: f(x) =2xIlnx—x-1; x>0
f(0)=-1

( C) 1a courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ;1;j) .
1) a) Etudier la continuité de f a droite de 0.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite de 0 .interpréter graphiquement.
2) a) Calculer f’'(x) pour tout x > 0.

b) Montrer que la courbe ( C) de f admet au point d’abscisse % une tangente

horizontale.

¢) Dresser le tableau de variation de f.

3)a) Montrer que I’équation f(x)=0 admet dans [0 ; +oo[ une unique solution xet
que 2 <x< 2.1.

Essebil Au Bac 7D Fonctions logarithmes Horma Hamoud 74

www.rimbac.com

02_Maths SN 2 Inner.indd 74 15/02/21 1:48 pm



b) Tracer la courbe (C).

4) On considére la fonction g définie par g(x) = x%Inx.

a) Vérifier que pour tout x > 0, g’(x)= f(x) +2x+1.

b) En déduire la primitive F de fsur |0 ; +oo[ telle que F(1)=0.

1
5) Pour toutn = 1.Onpose: U = J.l;f(x)dx .

a) InterpréterU,, graphiquement.
b) Démontrer que la suite (U,,) est croissante.

¢) Exprimer U, en fonction de n et calculer lim U .
n—>+00

Exercice 9

o . . f(x)=3x-3-2xInx, x>0
On considére la fonction f définie sur [0;+00|: par : £(0)= -3 .
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;_'f,_j) d’unité 1cm.
1.a) Calculer lim f(x) . En déduire que f est continue a droite de x, =0.
x—>0*
b) Montrer queet interpréter graphiquement. lim -1 _ —o0

x—0" X
¢) Montrer que. xyier f(x) = -0
2.a) Calculer f'(x) pour xe ]0;+oo|: et vérifier que f '(\/E) =0.
b) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
3.a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point A d’abscisse x, =1
b) Montrer que (C) coupe I’axe des abscisses (Ox) en un point B autre que A dont
I’abscisse a est telle que : 2.3<a<24 .

¢) Déduire de ce qui précéde le signe de f(x) sur [0;+oo|: .

1
g(x)=5x2—lenx;x>0

g(0)=0
a) Montrer que pour tout x>0 , f(x)=3x-3+g'(x).

b) En déduire une primitive F de f sur :|0,+oo|: .

4) On considére la fonction g définie par :

5) Pour tout entier naturel n > 1 on pose: U, = J.ll f(x)dx.

a) Montrer que la suite (U,) est décroissante.
b) Exprimer U, en fonction de n.

¢) Calculer lim U, .

n—>-+w0
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Exercice 10 (Traduit)

On considére la fonction f définie sur 5 48 ) £ A0 AN e
10;+00] par : f(x)= ln(l+—)—% it L 05 4]
' f(x)=In(1 +—) —%

Soit (C) la courbe représentative de la i aa3a b (bl Lginda (C) 0Silg
fonction f dans le repére orthonomal Scm A3 (O, V) aliiiag
direct d’unité graphique Scm

1. Montrer que xllgl f(x) =+ et que

lim f(x) =0 puis interpréter ols ¢ lim f(x) = +oo0 of el (1
graphiquement ces résultats Ll ) b o5 Jim f(x) = 0

X—> +o

2. Calculer f'(x). En déduire les

variations de f.

S gl miiiad g £(X) el (2

L s Jgaa e ) (3
3. Dresser le tableau des variations de

f. (C) (siadiall T (ubaal) Lstra 2 51 (4
Xy = 1 Adualdl) ) A A
4. Trouver une équation de la tangente i

T a (C) au point d’abscisse x, =1. . .
(©) aup 0 ]05+00] cxe S £ AN O G (a5

5.a) Montrer que la fonction f réalise oaad il Jlae sad

une bijection de ]0;+c0[ sur un
. ) . A (610 —1+In4 |
intervalle que ’on déterminera. : (f ) —y (b

4 Ol plakiad) (S

b) Calculer (f'l)'(ﬂ) ; on

2

(C) Aiadal) &l (¢
pourra utiliser la question 4.
¢) Construire (C).
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1. RESUME DE COURS

1. Définition et propriétés

La bijection réciproque de la fonction logarithme népérien est appelée
fonction exponentielle de base e .

£ 2 ]0;+00] — ]—005+00] - £~ 2 ]—003+00[ — ]0;+o0[
X Inx X e'

Propriétés

Pour tous réels xetyona:

y>0; e=y< x=lIny et=e¢' o x=y
e >0 e'<e' & x<y
Ine* =x 0<e'<lex<0
x>0=>e" =x ef>1ex>0
e'=1; ¢ =e.

e - 1 _ v
e xe’ =e', — =¥ —=eF (e") —e¥

2. Limites usuelles

lime* = 0", lim e* = +o0,
X—>—00 X—>+00
. e . X o
lim — =+, lim xe* =07,
X+ Y X—>—w
e -1

lim =1,

x—=0 X
lim — = +o0, lim x"e* =0 (pour neN".)
X=—>+00 X X—>—00
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3. Dérivées et primitives

f(x)=e"™

u est une fonction dériable sur I}
=

f(x)=u'(x)e"™

Cas particuliers :

f'(x)=u'(x)e"™

u est une fonction dériable sur I} f est dériable sur I
=

F(x)= e"™ est une

primitive de f sur I

f(x)=e"=>f'(x)=¢"

fx)=e"=>f'(x)=—e¢"

4. Variations et représentation graphique

Soit f(x)=e". La fonction f est définie, continue et dérivable sur R et de

dérivée strictement

f'(x)=e".

positive :

La fonction exponentielle f est
strictement croissante sur R.

La représentation graphique
fonction exponentielle de base
symétrique de celle de
logarithme népérien par rapport a

la droite d'équation y =X.

X —m ] 1 -+
£ 1
f +oo

de la
e est

la fonction

Asymptote horizontale

y=0

Branche parabolique

Direction (Oy)

Tangente en (0,1)

y=x+1

Tangente en (1,e)

y =ex
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5. Croissances comparées de x*,e* et Inx

B
lim (Inx) =0

X—>+0 Xa

lim x"e* =0
X—>+0

Pour tous réels a et B strictement positifs:

lim x*(Inx)? = 0 lim — = +o0
x=0" X—+0 Y

L @) ;

lim =+ (pour tout réel a>1).

X—>+w Xa

Au voisinage de plus I'infini, les puissances d'exposant positif I’emportent
sur le logarithme; et 1'exponentielle I’emporte sur les puissances a
exposant strictement positif.
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II. QUESTIONNAIRES A CHOLX MULTIPLE

QCM 1

Choisir la bonne réponse :

1 Soit f(x)=(e )’ x(e™*) . Alors
Réponse A f(x) =
Réponse B f(x)=e'™
Réponse C 0
Réponse D 1

2 JER!
Le domaine de définition de la fonction f(x) = (")—21 est

e p—

Réponse A ]—oo; _1[ U]l; +oo[
Réponse B ]1;_|_00[
Réponse C ]—oo; 0[ U]O; +oo[
Réponse D ]—oo; _|_00[

3 L’équation (e* +1)(e’* —5¢*—6)=0 ....
Réponse A admet une unique solution
Réponse B admet deux solutions
Réponse C admet trois solutions
Réponse D n’admet pas de solution
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sinx

4 La dérivée de la fonction x> e est
Réponse A X e”"
Réponse B X > cosxxe™™
Réponse C X > —cosxxe™™
Réponse D X > —e™X

5 e_x
Soit f(x)= — -Alorsona:

1+
Réponse A 1
P f(x)=——F¢
1+e
Réponse B X
() =—3—
e T +e
Réponse C e
f(—x)=
(-x) —o
Réponse D f(x)+f(-x)=1
6 e e
1= (x—Dedx
Réponse A I=¢"'-¢”
Réponse B I=e” -3¢
Réponse C I=3¢"
Réponse D I=e'=-3e>
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QCM 2
Choisir 1a bonne réponse :
1 x* +e*
Soit f la fonction définie sur R par : f(x)=—; 0 et ¢ sa courbe
X+
représentative.
Réponse A lim f(x)=1
X—>+00
Réponse B lim f(x)=0
X—>—00
Réponse C La droite D d’équation y =1 est asymptote a C.
Réponse D L’équation f(x)=0 a une unique solution sur R.
2 e_x
Soit f la fonction définie par: f(x)=—,
X
Réponse A lim f(x)=+00
X—>+00
Réponse B lim f(x)=—o0
x—0"
Réponse C lim f(x)=-o
X——00©
Réponse D L’équation f(x)=0 n’a pas de solution sur R
3 . C 2x—
Soit f la fonction définie par: f(x)=— et ¢ sa courbe
représentative.
Réponse A lim f(x)=+o00
X—>+00
Réponse B lim f(x)=+o0
X—>—00
Réponse C La courbe C admet une asymptote horizontale.
Réponse D La courbe C admet une asymptote verticale.
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Soit f la fonction définie par: f(x)=

X

et ¢ sa courbe

représentative:

Réponse A f est une fonction paire

Réponse B f est croissante

Réponse C Le signe de f'(x) est celui de x—1

Réponse D La courbe C admet deux asymptotes horizontales.

5 X
Une primitive de la fonction X+ — sur R est
Réponse A o
X—>In| —
e +1
Réponse B x> In(e* +1)
Réponse C X
Xt>—5
(e'+1)
Réponse D e
XH—=>—
e +1
6 2x 1
Soit f(x)=-——~.Ona
Réponse A lim f(x)=0
Réponse B lim f(x)=+o00
Réponse C
P limf(x) = >
x—0 5
Réponse D
P lim £ (x) =%
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IIl. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) e —e*—6=0

2)  3e*+17e-20=0

Exercice 2

Résoudre dans R’ le systéme :

{Se"—Zey = 4

ex+y — 6

Exercice 3

Calculer les limites suivantes :
1) f(x)=e"In(1+e*); x—> —©

1
2) g(x)=xe¥; x—>0
e -1
X2 +3x’

3) h(x)= x—>0

Exercice 4

x2=2x+1

X

On considére la fonction f définie sur R par f(x) =

Soit C la représentation graphique de la fonction f dans le repére

orthonormal (O i, j) , unité graphique 2 cm.

f
1.a) Calcuer lim f(x)et lim ) puis interpréter graphiquement.
X—>—®© X

X——00

b) Calcuer lim f(x) et interpréter graphiquement.
X—>+©
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2.a) Montrer que : f'(x)=—(x—-1)(x—3)e™".
b) Dresser le tableau de variation de f.
3.a) Tracer la courbe C dans le repére (O; f, j) .

b) Par une lecture graphique, indiquer, suivant les valeurs du paramétre
réel m, le nombre de solutions de I'équation f(x)=m.

Exercice 5

Soit f la fonction définie sur R par : f(x)=(x+2)e*

Soit C sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O;i,j)

d’unité 1cm .

f(x)

1. Calculer lim f(x), lim f(x), lim — et interpréter graphiquement.
X—>—00 X—>+00 X—>+0 Y

2. Calculer f'(x)et dresser le tableau de variation de f .

3. Déterminer les points d’intersection de (C) avec les axes des

coordonnées puis construire (C) dans le repére (O;1,j).

4.a) Vérifier que pour tout réel xon a :f'(x)=f(x)+e*. En déduire une

primitive de f sur R.

b) Calculer I’aire S du domaine plan délimité par la courbe (C) et les
axes de coordonnées.

rpe s s ;e sy 1
5. On définit une suite numérique (U,) par son terme général : U, = f[—)
n

,n>1.

a) Calculer U, ,U,. Montrer que (U,) est décroissante (On pourra utiliser

les variations de f ).

b) Calculer lim U .

n—>+oo
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Exercice 6

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=1e et (C) sa courbe
+e

représentative dans un repére orthonormé (O;f,j) d’unité 1 cm.
1.a) Calculer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement.

b) Dresser le tableau de variation de f.
2.a) Donner une équation de la tangente T a C au point Q d’abscisse 0.

b) Vérifier que le point Q est un centre de symétrie de la courbe (C). Que

peut-on dire de ce point ?
¢) Déduire la position relative de (C) et (T).
3.a) Tracer (C) et (T).

b) Calculer, en centimétre carré, ’aire A du domaine plan limité par la
courbe (C), les axes des coordonnées et la droite d’équation x=1.

4.a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que ’on
déterminera.

b) Donner I’expression de sa réciproque f'(x). On note (C')la courbe de

f~' dans le méme repére.

¢) Déduire de 1.b) le tableau de variation de f™'.

d) Déduire de ce qui précéde les éléments géométriques de la courbe (C') et

la tracer dans un nouveau repére.

Exercice 7

—X

X
Soit la fonction numérique f définie sur IR par :f(x) =—=xe
e

f(x)

1.a) Calculer lim f(x), lim f(x)et lim —— . Interpréter graphiquement.
X—>+© X——0 Xx—-0 Y
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b) Calculer f'(x) ou f' est la dérivée de f et vérifier que f est

décroissante sur [1;+0o] .

¢) Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe dans un

repére orthonormal (O;f,]:) d’unité 4cm .

3 b . r . r r n
2. On considére la suite numérique de terme général U =f(n)=—, pour
e

tout entier naturel n>1.

a) Calculer U, et U,.

b) Prouver que la suite (U )est décroissante et positive (On peut utiliser

1.b)) puis calculer lim U, .

n—-+w

. 1 1
c)Démontrer que : VneIN'; U,=-U+— )
e e

3. Pour tout entier naturel n>1onpose: S =U, +U,+---+U .

-1
a) En utilisant I’égalité (*) prouver que : S_= U, + ¢ 3
e—1 (e-1)

a-1.
¢

b) Déduire de ce qui précéde: lim S, .

n—>-+w

Exercice 8

On considere la fonction numérique f définie par: f(x)=x+2+e". Soit

(C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i,j)d’unité

Icm.

1.a) Calculer lim f(x)et lim f(x).
X—>—00 X—>+00

b) Calculer et donner une interprétation graphique de :

. . f(x

lim (F(x)— (x+2)) et lim O,

X—>—0 X—>+00 X
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2. Dresser le tableau de variation de f .

3. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que I’on
déterminera.

4. Montrer que I’équation f(x)=0admet une unique solution o puis
vérifier que -2,5<a<-2.
5. Construire les courbes(C)et (C') représentant respectivement la
fonction f et sa réciproque f™' dans le repére (O;i, j).
6.a) Déterminer la primitive Fde f qui vérifie : F(0)=0.

b) Soit A(a) I’aire du domaine plan limité par la courbe (C), I’axe des
abscisses et les droites d’équation respectives x=o et x=0.

6-2a-a’

Calculer A(a) en fonction de o . Montrer que A(a)= >

7.a) Déterminer une équation de la tangente (T)a (C)au point d’abscisse
X, =0Q.

b) Vérifier que : (f™)'(0)=——.
a+1

8. On considére la fonction numérique g définie par :
g(x)=In(x+2+e").
a) Déterminer I’ensemble de définition de g.
b) Dresser le tableau de variation de g.

¢) Construire la courbe (I')de g dans un nouveau repére orthonormé

(051, ])-
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

1) L’équation e™ —e* —6=10

Posons e* =t avec t> 0 . Alors I'équation e™ —e* —6=0 se raméne 2 une
équation du second degré: t*—t—6=0 . Les solutions de cette équation
sont t,=3>0 et t,=-2<0. La derniére solution est négative, donc

rejetée car pour tout réel xon a:e*>0 .Ona e =3 x=In3. On en
déduit que I'équation admet une unique solution : x=In3.

2) L’équation 3e*+17e¢™* -20=0

Multiplions par e* ; L'équation devient 3e™ —20e*+17=0.
On pose de méme e* =t avec t>0 .

Alors I'équation 3e®™ —20e*+17 =0 devient3t’ —20t+17=0.

. . . 17
Les solutions de cette équation sont t, =1>0 et t, = 3 >0.

Onat =1lse'=1<x=Inl1=0 et tz=%<:>e"=¥<:>x=ln1—7.

1
D’oul I’ensemble de solutions : S = {0; In ?7} .

Corrigé 2

—2¢’

X+
e)’

S5e* —2¢’

e xe’ = 6

Il
N

. Se L el s
Le systéme s’écrit également

On pose a=e¢" et b=e", avec a et b strictement positifs. Le systéme est

. . S5a-2b = 4
alors équivalent a .
ab = 6
. Sa-2b = 4
Ce qui donne
S5ab = 30
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Par suite (2b+4)b =30
Donc (b+2)b=15
Soit b*+2b-15=0

Cette équation est une équation du second degré. Ces solutions sont b=3
et b=-5. Mais b doit étre strictement positif, donc la solution b=-5 ne
convient pas. On a donc b=3. On remplace pour -calculer a:

Sa—2b=4<:>a=L5+4.D0nc a=w=? soit a=2.

Comme (a,b)=(2,3) = (e",e')=(2,3) ; on en conclut que

(X,y) =(In2,In 3) est I’unique solution du systéme.

Corrigé 3

Pour lever I’indétermination on procéde a des changements d’écritures ou
de variables pour faire apparaitre des limites usuelles.

In(1+e*
1) On écrit f(x)= M et on procede a un changement de variable en
In(1+t¢
posant t = e*. Alors (x = —0) < (t = 0%) et lim f(x) = lim y -1;
X—>—00 t—0"

(limite usuelle).

1

XZ

1

2) On éerit g(x)=—x .
x 1

XZ

. .1 .1
D’une part, on sait que lim —=+o00 et lim —=—c0.
x—0" X x—>0" X

1
D’autre part si on pose t=—-, alors (x - 0) < (t = +) et on obtient :
X

1

Xz t

. € . € . .
lim = lim — = +o0 ; (limite usuelle).
x—0 t—>+w0 ¢
XZ
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Conclusion :

Par produit : lim g(x) =+ et lim g(x)=-.
x—0* x—0"

e —1 e"—l>< 1
x(x+3) X X+3

3) On écrit h(x)=

X

-1 1 1
On a lin(} ¢ =1, (limite usuelle) et lim = E .
X—>

X x>0 X+ 3

1
On en déduit que lin‘} h(x) = 3

Corrigé 4

1.a) Calcul de limites :

X2 —2x+1

eX

lim f(x) = lim

X—>—00 X—>—00

1
= lim —(x* - 2x+1)

X—>-o @
= 400
En effet,
. x o .1
lime' =0" = lim — =+
X—>—® X—>—0 @
et lim (x’ —2x+1)=+o0.
X—>—00
f To2x+1
tim £ _ jjg X = 2241
X—>-—wo X X—»—00 xe

1
= lim — (x> —2x+1)
x—>—0 X@

= —0
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1
En effet, lim xe* =0" = lim —=—0 et lim (x’ —2x+1)=+o.

X—>—00 X——00 Ye X—>—00
Interprétation graphique :

La courbe C admet une branche parabolique de direction (Oy) au
voisinage de —oo.

b) Calcul de lim f(x):
X—>-+00

n

Xx =0"* dans la limite de f

On reconnait les limites usuelles lim e* =0, lim

X—>+00 X—>+00 e
en +oo :
. .o xP=2x+1
lim f(x)= lim ~— "~
X—>+00 X—>+00 e
2
X x 1
= lim (—X—Z—x+—xJ

Interprétation graphique :

La courbe C admet une asymptote horizontale d’équation y =0 au

voisinage de +o0.

2 . , )
e’ ")
2 X
= f'(x)= (2x-2-x +22X 1)e
(e")
2
= f '(X) = w

X

(¢

= f'(x)=—(x" —4x+3)e”*

Enfin : f£1(x) = —(x = 1)(x = 3)e*.

b) Le signe de f'(x) est le signe contraire de (x—1)(x—3).
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Donc f'(x)20<:>xe[l;3].

f'x)=0< (x=1oux=3) etona:

D’ou le tableau de variations de f :

f(1)=0 et f(3)=4e.

x |—m 3
f'(x) = 0 i
+ao 4e
f(x) \ / \
0
3.a) La courbe de f:
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b) Le nombre de solutions de I’équation f(x)=m est le méme nombre de
points d’intersection entre la courbe (C)et la droite horizontale A_

d’équation y=m .

D’apreés la représentation graphique de f, on déduit le tableau suivant :

valeurs du | nombre d’intersections nombre de solutions
paramétre m de (C)et A de I’équation f(x)=m
m<0 Pas d’intersection 0

m=10 Une intersection (tangente) 1 solution double
0<m<d4e 3 intersections 3 solutions différentes
m = 4e”° 2 intersections 2 solutions différentes
m > 4e”° Une seule intersection Une unique solution
Corrigé 5

La fonction numérique f est définie sur R par: f(x)=(x+2)e".
1) Calcul de limites

lim f(x) = lim (x+2)e* = lim xe* +2 lim e¢* =0

X—>—0 X—>—©

Interprétation graphique :

La droite d’équation y = (0 est une asymptote horizontale a la courbe I" de

f au voisinage de —o. (C’est I’axe des abscisses)

lim f(x) = lim (x + 2)e" = (+00)(+00) = +00

lim —= = lim e’ = (1)(4+w©) =+

X—>+00 X X—>+00

f(x) X+2
X

Interprétation graphique :
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La courbe (C) de f admet une branche parabolique de direction (Oy) au

voisinage de +oo.

2) Dérivée et variation de f :

Onaf(x)=(x+2)e" =>f'(x)=e" +(x+2)e"

f'(x)=(x+3)e’

Le signe de f'(x) est celui de(x + 3) car pour tout réel x, e* >0 .

Onaf'x)=0&x=-3 et f(-3)=—e"".

X —00 -3 +00
f'(x) -0+
0 +00
) \ /
_e_3

3) Intersections avec les axes :
Avec (Ox) : On résout I’équation f(x) =0
(x+2)e* =0
Xx=-2

Alors (C) coupe (Ox) au point : (-2;0) .

Avec (Oy) : On calcule f(0), on trouve f(0)=2¢"=2.
Alors (C) coupe (Oy) au point (0;2).
Les points précédents sont placés sur la figure.

Construction de (C):
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XYy

N
\

42a)Ona f'(x)=(x+3)e* = f'(x)=(x+2)e* +e*

Alors, pour tout réel xon a :f'(x)=f(x)+e".

On en déduit que f(x)=f'(x)—e*

D’ou, la fonction F(x)=f(x)—e* est une primitive de f sur R
Soit F(x)=(x+2)e* —e* =(x+1)e".

b) Le domaine plan délimité par la courbe (C) et les axes de coordonnées
est, d’autre part, limité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites

d’équations x=-2 et x=10

Comme f est continue et positive sur DPintervalle [—2,0], P’aire S du

domaine en question est calculée par :
s={"f(x)d
= I_Z (x)dxxua
S=(F(0)—F(-2))xua
S=(e"-(—e?))xua

S=(1+e’)xua
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L’unité de longueur est lcm, donc ’unité d’aire est ua=1cm’. Donc

S=1+¢? cm?

5) La suite numérique (U,) est définie par son terme général : U, = f[ l) ,
n

Sur Pintervalle [0, +oo[ , la fonction f est strictement croissante.

i) )

<l . Alors f(

Pour tout entier naturel n > 1, on sait que N
n+ n

Donc U, ,, < U, . D’oula suite (U,) est décroissante.

b) En posant t=l ,0na (n—>+0)(t—>0")et:
n

t—>0*

lim U = lim f(l) =lim f(t) =f(0) =2 car f est continue en 0*.
n— -+ n—»+ow n

Corrigé 6

La fonction f est définie par f(x)= " ¢ .
+e

X

=0" car lime*=0"

X——®

1.a) lim f(x) = lim
x>0 —=]4e

X

X

lim f(x)= lim
X—>+0

x>0 ] 4 e*

= lim T

e
=1
.y N S
car lime* =+00= lim —=10
X—>+w© X—>+0© e
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Interprétation graphique :

xll)l!lw f(x)=0" = (C)admet une asymptote horizontale d’équation y=0au
voisinage de —oo .

XILIPOO f(x)=1= (C) admet une asymptote horizontale d’équation y=1 au
voisinage de +oo .

b) f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables.

X

X 1 X\ _ X X .
e'(l1+e’) “; X€  soit fv(x)=e—2. On constate que f'(x)>0 pour
(1+e") (1+e")

tout xeR. Donc f est strictement croissante sur R.

£1(x)=

X —o0 400

P +
/ 1

0

2.a) Une équation de la tangente T a C au point Q d’abscisse 0 est du type

y=1'(x))(x=x,)+1(x,)

1 1
Donc T : y =f"(0)(x)+f(0) soit y= ZX+E.
. . , 1
b) Le point Q d’abscisse 0 a pour ordonnée f(0) = rh

Vérifions une égalité du type f(2a—x)+f(x)=2b avec (a,b)= (0,%)

Comme a=0,0ona: 2a—x=-xeD,;;VxeD, car D, =R, et
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f(2a - x) = f(-x)

e
1+e™

e’ e’
= X5
1+e e

1

e +1

Donc, f2a—x)+f(x)= ce qui donne

X+ X
1+e* e +1

X

1+e
e +1

f(2a—x)+f(x)=

=2b

1 .
D’ou Q(O’E) est un centre de symétrie de la courbe (C).

. 1 o X
Le point Q(O’E) est un centre de symétrie appartenant a la courbe d’une

fonction dérivable. Donc Q(O’E) représente aussi un point d’inflexion de
cette courbe.

¢) La tangente a C a son point d’inflexion traverse cette courbe. Alors la
position relative de (C) et (T) change au point Q .

=8 gy = S0+ 20 At e
(1+eY) (1+e")
2f"(x)=m
d+e*)
" _ex(ex_l)
== ey

Le signe de la dérivée seconde est celui de (e* —1)
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pour x<0 on a e¢*—1<0, donc la courbe C est au dessusde T :(C/T) ;

pour x>0 on a e* —1>0, donc la courbe C est en dessous de T : (T /C).

3.a) Courbe de f:

Ui

d) L’aire A du domaine plan limité par la courbe (C), les axes des

coordonnées et la droite d’équation x=1 est exactement limitée par la
courbe (C), I’axe des abscisses , et les droites d’équations x=0 ( I’axe Oy),
et x=1.

La fonction f étant continue est positive sur I’intervalle [0,1] .

Par conséquent, I’aire A est calculée par I’intégrale : A = I; f(x)dx

A}

On reconnait dans 1'écriture de f(x)le modéle : f(x)= u( :
u(x

, avec

u(x)=e*+1. Or, pour tout x réel, e*+1> 0 donc la fonction

F(x) =In(e* +1) est une primitive de f.
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A= J'Olf(x)dx

A=[In(e +1)]

1
0

A=In(e+1)—1In2

A= 11{11}
2

A =0,62 unité d’aire.
On a H;H = H]H =1cm, donc une unité d’aire est Hf”x H]H =1lcm’.
Par suite A =0,62 centimétre carré.

4.a)Ona:

f est continue et strictement croissante surR, avec f(R)= ]0;1[
Alors f:R — J est bijective avec J=]0,1].
b) Pour exprimer f'(x), on pose y=f(x) avec ye]0,1]

Ona:

y= oy(d+e')=e’

1+¢*
Sy+ye =e'
oye —e =-y
< (y-De' =-y

<:>e"=—y
1

D’ou =f‘1(x)=ln(1 X

j, xe]o,1]

¢) Le tableau de variation de ' se déduit directement de celui de f :
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X 0 1

() +

£! / +og
—0

d) La courbe (C'") est symétrique a (C) par rapport a la droite d’équation

y=X . En effet :

La courbe (C) La courbe (C°)

Admet une asymptote | Admet une asymptote
horizontale d’équation y =0 , | verticale d’équation x=0 ,
(I’axe (Ox)) (’axe (Oy))

Admet une asymptote | Admet une asymptote

horizontale d’équation y =1 verticale d’équation x =1

1 1
Coupe (Oy) au point Q(O;E) Coupe (Ox) au point Q '(E;O)

1 1
Admet leu point Q(O;E) Admet leu point Q'(E;O)

comme centre de symétrie comme centre de symétrie
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y
3,,
x:
ol C y=x
: y=I
-2 -1 6 1 2 3 X
_l,,
_2,,
Corrigé 7
X
La fonction f est définie par : f(x)=—=1xe™".
e
1) Calcul de limites :
X 1
lim f(x) = lim —= lim —=0"
X—>+00 x>+ @ X—+0 @
X
e e
lim f(x)=-lim —=-lim —=-o
X——0 X—>—0 —Y t>+o
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f
lim ﬂ= lim l= liml= +00
x>0 X x>0 ¥ 50" t

X

. . e
(On reconnait les limites usuelles lim e* =0", lim — = 4o0).

X—>—00 X+ Y

Interprétation graphique

La courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation

y = 0 au voisinage de 100, et une branche parabolique de direction (Oy) au
voisinage de — .
b) La dérivée :

X X

e —Xe
frx)=> o
(X) (eX)Z
i) = L0

e Xe
frx=1%
e

Le signe de f’(x) est celui de son numérateur (1-x), car e¢* > 0 pour tout

réel x.

Comme pour tout x de ’intervalle [1; +oo[ ,onal-x<0 ;doncsur cet

intervalle f'(x)<0.

On en déduit que f est décroissante sur [1; +oo[ .
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¢) Tableau de variation de f

I |-om 1 + oo
'ix) + 0 e
ﬂé) / E_' \
Courbe de f:
y)\
3__
Py
it
T ey ;'I] T T Ail X

2) La suite (U,) est définie pour tout entier n > 1 par son terme général

n
Un = f(n) =
(Y
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a) Calcul de termes :

b) Nous savons d’aprés la question 1.b) que f est strictement décroissante

sur [1; +oo[ . Alors pour tout n>1,0ona:
n<n+1= f(n)>f(n+1) car la fonction décroissante inverse I’ordre.
C'est-a-dire que pour tout n>1ona U >U_,,.

Alors la suite (U, ) est décroissante.

D’autre part U_ > 0 car rapport de deux positifs : U = n .

n n

(¢

On peut remarquer aussi, d’aprés le tableau de variations de f, que pour
tout x>0, f(x)>0.Comme U =f(n) etn>0, U >0.

lim U, = lim f(n) = 0. (Limite calculée au 1.a)

n—>+00 n—>+wo

¢) Pour démontrer que pour tout neN" : U, =-U +— (%)
e e

ona: U, =f(n+1)

1 1
Un+1 =_(Un+_n)

¢ ¢
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1 1
Un+1 =_Un+

(¢ (¢

n+l1

3) Pour toutentier n>1;S, =U,+U,+...+ U,

D’apres I’égalité (*) on a:

1
IJ2 =—U1-|-—2
(S (S
1
IJ3 =—U2+—3
(S (S
1
3 U4 =—U3‘|'—4
(S (S
1 1
Un:_Un—l n
€ €

En sommant membre 2 membre ces égalités :

1 1 1 1
U,+U,+..+U, =—(U +U,+...+U,_ )+ 5+5+ -+
(Y € (Y ¢

r

€ €

soit

n

1 1 1
S,-U, =;(Sn —Un)+e—2+—3+---+

1 1
Comme la partie — + —-+---+— représente la somme de (n—1) termes
e e e

1 1
consécutifs d’une suite géométrique de premier terme — et de raison —,

02_Maths SN 2 Inner.indd 107

e e
donc:
1 1
l.,.i_,_ _,_l_lxl_ n-1 l_en—l
e’ e e" e 1 e
e
1
1 11 1= i
Or U, =—,donc S,——=-,-U)+—;
e e e e —e
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1 1 1 n-1
a--8,=——-U, +—°¢
e e e e —e
1
e-=1. e-1 1. 17ga
(_)Sn_ __Un 2
e e —e e e —e
e 1
1 1 en !
¢S, =—-U, +—©
e e —e
1
e—1 1 =
—)S,=—U_+
e e—1
1
e 1 e l_eT
Sn:_ o—U °
e—1e e—1 e—-1
-1 1
Sn=— n+ ¢ 2(1__n)
e—1 (e—1) e
b) On sait que || <1 .
N . 1
Cela entraine que lim(1-—)=1
n—+o0 e
1
et lim —— (1-—)=—
>+ (e —1) e" (e-1
Or lim U, =0, donc lim S ¢
niToo n T noto (e_l)z.
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Corrigé 8

La fonction numérique f est définie par : f(x)=x+2+e*. (C) sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O;1i, j) d’unité 1cm .
l.a)On a:

lim(x+2)=—00 et lime*=0". Alors lim f(x)=—o0.

X—>—00 X—>—0 X——©

lim (x+2)=+c0 et lime* =+c0. Alors lim f(x)=+c0.
X—>+0 X—>+0

X—>+00
b) On a: lim(f(x)—(x+2))= lim e* =0"

Interprétation graphique :
La courbe (C) admet une asymptote oblique d’équation y=x+2 au
voisinage de —o.

. f(x . X+2+e" . 2 ¢
lim Q= lim ———=lim(1+—+—)=+o0.
X—>+© X X—>+®©0 X X—>+00 X X

Interprétation graphique :

La courbe (C) a une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage

de +oo.

2. Tableau de variation de f

f'(x)=1+e€". Donc f'(x)>0 pour tout x de R. Alors f est strictement

croissante sur R.
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3. La fonction f réalise une bijection de R sur R car:

° f est continue sur R ;
° f est strictement croissante sur R ;
° f(R)=R.

4. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, puisque :

° f est continue sur R ;

. f change de signe sur R.

Alors I’équation f(x)=0admet une solution o dans R .

Cette solution est unique car f réalise une bijection de R sur R .

En utilisant la calculatrice on trouve f(-2,5)~-0,418 et f(-2)~0,135.
Donc f(-2,5)-f(-2)<0.D’ou -2,5<a<-2.

5. Construction :

Les courbes (C) et (C"')sont symétriques par rapport a la droite d’équation

y=X:
La courbe (C) La courbe (C°)
Admet une asymptote oblique | Admet une asymptote oblique
d’équation y=x+2 au | d’équation X=y+2 au
voisinage de —oo voisinage de —oo
Admet une branche | Admet une branche
parabolique de direction (Oy) | parabolique de direction (Ox)
au voisinage de +oo. au voisinage de +oo.
Coupe (Oy) en (0,3) Coupe (Ox) en (3,0)
Coupe (Ox) en (a.,0) Coupe (Oy) en (0,a)
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. 1 .
6.a) Comme les fonctions x+— EXZ +2x et x> e’ sont respectivement des
primitives sur R des fonctions x> x+2 et x> e* ; on déduit que la
. . 1 x ; .
fonction F définie par F(x)= Exz +2x+e" +k ou k est un réel quelconque,

est une primitive de fsur R.

Si F(o)=0,alorsona 1+k =0,d’ou k =—1 et on obtient :
1 2 X
F(x)=5x +2x+e —1

b) Soit A(a) I’aire du domaine plan limité par la courbe (C), I’axe des

abscisses et les droites d’équation respectives x=o et x=0.

Pour calculer, en fonction de o, I’aire A(a) du domaine plan limité par la

courbe C, I’axe (Ox) et les droites d’équations x=0 et x=0o ou o est la
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solution de I’équation f(x)=0; on constate que f est continue et positive

sur Pintervalle [a;0]. Alors : A(a) = _[Of (x)dx

A(a) = F(0)— F(a) = —F(a)
donc : A(a) = %az +20+e*—1.

Puisque a est la solution de I’équation f(x)=0; on a a+2+e* =0, alors

e =—a—-2.
1 1 4+ 20—
F(@)= 0’ +20+(-a-2)~1=_o’ +a-3 dob F(a)=%a6
2
Comme A(a)=-F(a), on trouve A(oc)=62#.

7.a) Une équation de la tangente (T)a (C)au point d’abscisse x, =a est

donnée par : y=f"(a)(x—a)+f(a).
Ona f'(a)=1+e* et f(a) =0, d’ou I’équation de T :
y=(0+e*)(x—a) soit y=(1+e*)x—o(l+e").

Comme e” =—a —2, on obtient I’équation suivante de T :

y=—(1+a)x+o(l+a)

1
b) O it fyx)=—— .
) On sait que (f)"(x) f'(f“(x))

Donc (f“)'(0)=;

f'(f7(0))
Comme f(a)=0,0na (f")(0)=ca.Donc (f)'(0)=

f'(a)
Comme f'(a)=1+e*,0ona (f')'(0)= L =
1+e

Mais f(a) =0 implique a+2+e“ =0, donc (aa+1)+(1+e%)=0.
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1

Alors 1+e* =—(a+1) et =
1+e* —(a+1)

-1
Conclusion : (f)'(0)=——.
a+1

8. La fonction numérique g définie par : g(x)=In(x+2+e"),
a) On remarque que g(x) = In(f(x)).
Donc g est définie si f(x)>0.

D’aprés le tableau de variationde fona: f(x)>0< x> a.
D’ou ’ensemble de définition de gest D, = ]a, +oo[ .

b)Ona:

lim f(x)=0" = lim g(x)=limInt =—o0
x—at t—>0*

x—at

lim f(x) =400 = lim g(x) = lim Int = 4o
X—>+0 X—>+00 t—+0

Comme f est dérivable et strictement positive sur D, = ]a, +oo[ , la fonction

- _ , f'(x)
g est dérivable sur D, = ]oc, +oo[ ,et g'(x)= .

f(x)

On sait que f'(x)>0 et f(x)>0 sur D, = ]oc,+oo[. Alors g'(x)> 0. Donc
g est strictement croissante sur D, = ]oc, +oo[ .

Remarque :

On peut remarquer que la fonction g est l1a composée de deux fonctions
croissantes : x> f(x) et x> Inx.

Donc g est croissante.
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Tableau de variation de g :

(04 + og
g |l +

g |l + o
-Ho/v

¢) Pour la construction de la courbe (I')de g , on a:

lim g(x) =—c0, donc la courbe I admet une asymptote verticale
X—>o

d’équation x=a .

2 2
On peut écrire : g(x) = lne"(ix+—x+ 1)= X+ln(ix+_x+1)
e e e e

2
lim (g(x)—x) = lim In(—x + —+1) =0
X—>+00 X—>+00 e e

Alors la courbe I' admet une asymptote oblique d’équation y=x au

voisinage de +oo.

Essebil Au Bac 7D Fonctions exponentielles Horma Hamoud 114

www.rimbac.com

02_Maths SN 2 Inner.indd 114 15/02/21 1:48 pm



Essebil Au Bac 7D Fonctions exponentielles Horma Hamoud 115

WWW.rimbac.com

02_Maths SN 2 Inner.indd 115 15/02/21 1:48 pm



V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

X
e -1

Soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;f,j)

On considére la fonction numérique f définie sur R” par : f(x) =

d’unité lcm.
1.a) Calculer lim f(x), lim f(x), lim f(x) et lim f(x).
x—0* x>0~ X—>—00 X—>+00

b) En déduire que la courbe (C)posséde trois asymptotes dont on
donnera des équations.

2.a) Calculer la dérivée de la fonction f et vérifier que pour tout x non

—f

nul : f'(x)=ﬁ.

e —1

b) Dresser le tableau de variation de f.

3.a) Montrer que la fonction g restriction de fsur I= ]0, +oo[ réalise une

bijection de I sur un intervalle J que I’on déterminera.
b) Déterminer I’expression de la réciproque g~' de g.
\ . 1
4.a) Montrer que la courbe (C)possede le point Q(O’E) comme centre de
symétrie.

b) Construire les courbes (C)et (C') représentatives des fonctions f et

g™ dans le repére (O;i, j).
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Exercice 2

On considére la fonction f définie sur R par f(x)=2x+(x—1)e*. Soit (C) sa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O;i,j).

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x)=2+xe*.

1) Dresser le tableau de variation de g.
2) En déduire le signe de g (x) pour tout réel x.

Partie B : étude et représentation de la fonction f
1.a) Calculer lim f(x).

b) Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a la courbe
(C) au voisinage de —©
¢) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

f(x)

2) Calculer lim f(x) , lim — et interpréter graphiquement.
X—>+00 X—>+00 X

3.a) Calculer f’(x) puis, a ’aide de la partie A, dresser le tableau de
variation de f.

b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que ’on
déterminera.

¢) Montrer que I’équation f(x)=0admet une solution unique xo dans R.

Vérifier que 0,4 <xo <0,5.

4.a) Déterminer les coordonnées du point A de la courbe (C) ou la tangente
T a la courbe est paralléle a I’asymptote (D). Donner I’équation de T.

b) Tracer (C), T et (D).

¢) Discuter graphiquement le nombre de solutions de I’équation

x—1-me™* =0.
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Exercice 3

On considére la fonction f définie sur R par f(x)= XL . On note (C) sa
e

courbe représentative dans le plan rapporté au repére orthogonal
(0;1, ), ’unité graphique est 2 cm sur ’axe des abscisses et 5 cm sur

I’axe des ordonnées.
Partie A
Soit g la fonction définie sur R par g(x)=e'—x-1.
1. Etudier les variations de la fonction g sur R . En déduire le signe de g.
2. Justifier que pour tout x, e* —x>0.
Partie B
1. a. Calculer les limites de la fonction fen +oo et —oo.
b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
2. a. Calculer f'(x), f désignant la fonction dérivée de f.
b. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

3. a. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point
d’abscisse 0.

b. A I’aide de la partie A, étudier la position de la courbe (C) par rapport a
la droite (T).

4. Tracer la droite (T), les asymptotes et la courbe (C).
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Exercice 4

On considere la fonction numérique f définie par: f(x)=2x-1+2e¢*. Soit

(C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1,j) d’unité

lcm .
1.a) Justifier que lim f(x) = - et lim f(x)=+o.
X—>—0 X—>+00

b) Calculer et donner une interprétation graphique de : lim (f(x)—(2x-1)) et

lim @

X+ Y
2.a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que ’on
déterminera.

¢) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans R une unique solution o

puis vérifier que -0,3<a<-0,2.

3) Construire les courbes (C)et (C') représentant respectivement la

fonction f et sa réciproque ' dans le repére (O;i,j).

4.a) Déterminer une équation de la tangente (T)a (C)au point d’abscisse

X, = 0.

b) Vérifier que : (f)'(0)= a3
—«00

5) On considére la suite numérique (U,)définie pour tout entier naturel n
par : U, =f(n)
a) Montrer que (U,) estla somme de deux suites : une arithmétique et une

géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.
b) On pose S, =U,+U, +...+U, . Donner ’expression de S, en fonction de

n. Calculer lim S .

n—>+co
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Exercice 5

Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x)=e¢ "' +3x-1.
Soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;1i,j).

1.a) Calculer lim f(x) , lim (f(x)—(3x—1)) et interpréter graphiquement.

f(x
b) Montrer que lim f(x)=+o et lim ) = —00 interpréter
X—»—00 X—>—o X

graphiquement.

2.a) Calculer la dérivée f'(x)et étudier son signe.
b) Dresser le tableau de variation de f.

3.a) Montrer que I’équation f(x)=0admet exactement deux solutions o et
p . Vérifier que -1,3<a<-1,2 et 0,2<B<0,3 .

b) Représenter la courbe (C).

4) On définit les suites (U )et (V) pour tout entier naturel npar :
U, =e™' ,V =3n-1.

a) Démontrer que la suite (U, )est géométrique décroissante.

b) Démontrer que la suite (V,)est arithmétique croissante.

¢) Les suites (U _)et (V) sont- elles adjacentes ? Justifier.

S) Pour tout entier naturel n on pose: S, =f(0)+f(1)+f(2)+...+f(n).

a) Calculer S_en fonction de n.

S
b) Calculer lim S et lim —- .
n—+oo n—-+w n
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Exercice 6

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (x* +2x+1)e*

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormal (0si,j) d’unité

Icm .

1.a) Montrer que lim f(x)=0. Interpréter graphiquement.

b) Montrer que limf(x)=+o et calculer lim @. Interpréter

X—>+0 Y

graphiquement.

2.a) Calculer f'(x) et vérifier que la courbe C admet deux tangentes

horizontales que I’on déterminera.
b) Dresser le tableau de variation f.

3) Déterminer D’intersection de C avec les axes des coordonnées puis

construire C dans (O;i,j).
4) Soit g la restriction de f sur Pintervalle [0;+od .

a) Montrer que g réalise une bijection de |:0;+oo|: sur un intervalle J que

I’on déterminera.

b) Donner une équation de la tangente T a C au point d’abscisse 0 et
calculer (g™")'(1).

S5.a) Déterminer les réels a, b et c¢ tels que la fonction définie
par F(x) = (ax’ +bx+c)e* soit une primitive de f sur R.

b) Calculer I’aire du domaine plan délimité par la courbe C , I’axe des
abscisses et les droites d’équations respectives x=-1 etx=0.
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Exercice 7

Soit f la fonction numérique définie par : f(x)=In(e?* —e* +1)
Soit (C) 1a courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O ; f, j) .

1) Montrer que pour tout réel x on a : ¢ —e*+1> 0, En déduire le
domaine de définition de f.

2.a) Calcuer lim f(x) et interpréter graphiquement.
X—>—0
b) Calcuer lim (f(x)—2x) et interpréter graphiquement.
X—>+00

3) Dresser le tableau de variation de f.

4.a) Donner une équation de la tangente T au point de (C) d'ordonnée
nulle.

b)Tracer la courbe (C) dans le repére (O ; f, j) .

5) Déterminer le nombre de solutions réelles de 1'équation d'inconnue x :
2x X 7 I4
e’ —e +1= 3 par deux méthodes :

a. par le calcul,

b. en utilisant la courbe (C).

Exercice 8

1. On considére la fonction numérique g définie sur R par :

g(x)=xe" —e* —1.

a) Calculer lim g(x)et lim g(x).
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b) Calculer g'(x).
¢) Dresser le tableau de variation de g.

d) Montrer que I’équation g(x)=0admet une unique solution o dans R et

que 1,2<a<13.
e) En déduire le signe de g(x)sur R.

2. On considére la fonction numérique f définie sur R par:
f(x)=(x—2)(e* —1) et soit (C)sa courbe dans un repére orthonormé (O;i,v)

d’unité 2cm .

a) Calculer les limites suivantes et en donner des interprétations
graphiques :

lim 1)

X+ X

et lirp f(x)—(-x+2)).

b) Calculer f'(x) et en déduire les variations de f on utilisera 1.e).

2-o)
1

¢) Montrer que f(a)= puis en déduire une valeur approchée a

107 pres de f(a).

d) Déterminer les points d’intersection de (C)avec les axes des

coordonnées.

e) Construire la courbe (C).

f) En utilisant une intégration par parties, calculer en cm’, I’aire du
domaine plan délimité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites

d’équations respectives x=0et x=2.
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Exercice 9(Traduit)

Soit f la fonction définie sur IR par:
f(x)= (x> -2x+1)e*

Soit C sa courbe représentative dans le

repére orthonormal (O;f,j) d’unité

lem.
l.a) Calculer lim f(x), interpréter
X—»—00
graphiquement ;
f
b) Calculer lim f(x)et limﬂ,
X—>+w X—>+0 Y

interpréter graphiquement.

2. Calculer f'(x) et vérifier que C admet

deux tangentes horizontales que I’on
déterminera.

3. Dresser le tableau de variation f

4. Déterminer DP’intersection de C avec
les axes des coordonnées puis construire

C dans (O;f,j) .

5.a) Déterminer les réels a, b et c tels
que la fonction définie
par F(x) = (ax* +bx+c)e* soit une primitive
de fsur IR.

b) Calculer P’aire du domaine plan
délimité par la courbe C, D’axe des
abscisses et les droites d’équations
respectives x=0 et x=1.

L IR (A5 48 jall £ 4aml) D)) ol
Ax)=(xF=2x+1)e* b

Led Jhaal) Al (Hadal) (C) ¢Sy
g (03, ) pliidey ailh aa e b
Jdcm

Lty pedy lim f(x) el (a.l

X—>—00

lim @
X—>+a© X

3 lim f(x) @—al (b

X—>+00

Ll by

Giad g £ Al £(x) ddidall Gual (2

by ¢l Cpulas Sy C (adall ¢
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1. RESUME DE COURS

A) Introduction

e Une équation différentielle est une équation dans laquelle I’inconnue
est une fonction f. De plus, cette équation fait intervenir la fonction f
ainsi que ses dérivées, d’ou le terme différentiel.

o Les équations différentielles apparaissent naturellement dans de
nombreux domaines : physique, électricité, biologie, évolution des
populations, modélisation informatique....

B) L’équation y'+ay =0, (a réel).

1.Définitions

L’équation différentielle y'+ay =0, (a réel) est appelée équation
différentielle homogéne du premier degré.

Une fonction f est solution de 1'équation différentielle y'+ay=0 sur un
intervalle I si f est dérivable sur I telle que f'(x)+ af(x) =0, pour tout x de
L.

2. Solutions générales
Les fonctions solutions générales sur un intervalle I de I'équation

différentielle y'+ay = 0 sont les fonctions définies sur I par y(x)=Ae ™ ou
A est un réel quelconque.

3. Solution particuliére
Il existe une unique solution de I'équation différentielle y'+ay =20

satisfaisant la condition initiale y(x,)=y,. C’est la fonction

—a(x-x;)

y(x)= Y€
Cette fonction est appelée solution particuliére de I’équation.

C) L’équation y'"+ay'+by=0, (a, b réels).
1. Définitions

L'équation différentielle y"+ay'+by =0 ou a et b sont des réels est appelée équation

différentielle homogene de second ordre sans second membre.
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L’équation caractéristique de I'équation différentielle y'+ay'+by =0 est I’équation

r’+ar+b=0, d’inconnue reRou C.

2. Solutions générales

La solution générale de I’équation différentielle (ED) : y"+ay'+by=0 est donnée

suivant les solutions de son équation caractéristique (EC) comme I’indique le
tableau suivant (A,B réels quelconques) :

A=a’-4b Solutions de I'(EC) Solution générale de I'(ED)
A>0 r,r,eR;r #r, y(x) = Ae"™ + Be™*

A=0 reR y(x) = (Ax+ B)e™

A<0 o+if,a—-iBeC ;a,peR y(x) = e** (A cos Bx + Bsin 3x)

3. Cas particuliers

Equations différentielle Solution générale de I'(ED), A , Be R
y"=0 y(x)= Ax+B

y'"-— wzy =0 y(x)= Ae™ +Be ™

y"+wly=0 y(x) = A cos wx + Bsin wx

4. Résolution avec des conditions initiales

Théoréme
Il existe une unique fonction solution de 1'équation différentielle y'+ay'+by =0

satisfaisant les conditions initiales :  Y(X))=Y,, Y'(X,)=Y¥,'s  X,,¥,et

Yo

' étant des réels donnés.

D) Equations a second membre

1. Définitions
L’équation différentielle (E) : y'(x)+ay(x)=u(x) ou a est un réel constant et

u une fonction, est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre
avec second membre.
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L’équation (EO) : y'(x)+ay(x)=0 est appelée son équation différentielle

homogeéne associée (sans second membre).

L’équation différentielle (E) ! y"(x)+ay'(x)+by(x)=u(x) ou a et b sont des

réels constant et u une fonction, est appelée équation différentielle linéaire
du deuxiéme ordre avec second membre.

L’équation (EO): y"(x)+ay'(x)+by(x)=0 est appelée son équation

différentielle homogéne associée (sans second membre).

2. Solution générale de 1'équation différentielle avec second membre

Théoreme
La solution générale de I’équation différentielle linéaire du premier ou du

second ordre (E) a coefficients constants et avec second membre, est
obtenue en ajoutant une solution particuliére de (E) a la solution générale

de I’équation différentielle homogéne (EO) associce.

Méthode de résolution
Pour résoudre une équation différentielle linéaire du premier ou du second

ordre (E) a coefficients constants et avec second membre, on procédera

donc en trois étapes " :

1) Résolution de I’équation sans second membre associée (EO) H
2) Détermination d’une solution particuliére de I’équation (E),
3) Conclusion : la solution générale de (E) , c’est la solution générale de (EO)

plus une solution particuliére de (E) .
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Choisir la bonne réponse :

1 L'équation différentielle y'+ 7y = 0 admet pour solutions
générales les fonctions f définies sur R par
Réponse A Ae™ ; AeR
Réponse B Ae* ; AeR
Réponse C Te ™ ; AeR
Réponse D 7e* 3 AeR
2 L'équation différentielle 3y '+ 5y =0 admet pour solutions
générales les fonctions f définies sur R par
Réponse A Ae™ ; AeR
Réponse B Ae ™ ; AeR
Réponse C _3,
Ae 5 ; AeR
Réponse D _5
Ae ? ; AeR
3 Parmi les fonctions laquelle est solution de 1'équation
différentielle y'+y=2x+2 ?
Réponse A f(x)=e " +2x+1
Réponse B f(x)=e " +x+3
Réponse C f(x)=e"—2x
Réponse D f(x)=e *+2x
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4 L'équation différentielle y'+16y = 0 admet pour solutions
générales les fonctions f définies sur R par
Réponse A y(x)=Ae ', AeR
Réponse B y(x)=Ae'*+Be"'™, A, BecR
Réponse C y(x)=Ae" +Be™, A,BeR
Réponse D y(x)=Acos4x+Bsindx, A, BeR
5 L'équation différentielle y'"—4y =0 admet pour solutions
générales les fonctions f définies sur R par
Réponse A y(x)=Ae™, AeR
Réponse B y(x)=Ae™, AeR
Réponse C y(x)=Ae*+Be™*, A,BeR
Réponse D y(x)=Acos2x+Bsin2x, A, BeR
6 La fonction f définie sur R par f(x)=xe" estsolution de
I'équation différentielle :
Réponse A y'-y=e"
Réponse B y+y=2e"+x
Réponse C y'+y=(x+1)e*
Réponse D y'=(x+1y
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QCM 2

Choisir 1a bonne réponse :

1 La solution particuliére de 1'équation différentielle
y'—2y =0 telle que y(3)=4 est

Réponse A y(x)= 4o * 2

Réponse B y(x)= 42

Réponse C y(x)=4e°

Réponse D y(x)= 43

2 La solution particuliére de I'équation différentielle
y'+3y =0 dont la courbe représentative passe par le point de

coordonnées (4,5) est

Réponse A y(x) =4e>?
Réponse B y(x) =4e°
Réponse C y(x)=5e>*
Réponse D y(x) = 5e 1
3 La solution particuliére de I'équation différentielle
y'"+4y =0 telle que y(0)=0 et y'(0)=2 est
Réponse A y(Xx) = cos 2x + sin 2x

Réponse B y(x) = cos 2x

Réponse C y(x) =sin 2x

Réponse D y(x) = —sin 2x
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4 L'équation différentielle y'= 3y +2 admet pour solutions
générales les fonctions f définies sur R par
Réponse A y(x)=Ae™ -2, AeR
Réponse B y(x)=Ae™ +2, AeR
Réponse C 2
P yx)=Ac™+3, AcR
Réponse D 2
P y(x)=Ae3"—§,AeR
5 L'équation différentielle y"—y'=1 admet pour
Réponse A équation caractéristique : r’ —r—1=0
Réponse B équation homogéne associée : y'"-y'-1=0
Réponse C solution particuliére : y(x)=2e*+2x+1
Réponse D solution générale :
y(x)=Ae*+B—x, A,BeR
6 L'équation différentielle y” + 9y = x+1 admet comme solution
générale
Réponse A 1
f(x)= 9 (x+1)
Réponse B f(x)=Acos(3x)+Bsin(3x), A, Be R
Réponse C . 1
f(x)=Acos(3x)+ Bs1n(3x)+§(x+1), A,BeR
Réponse D 1
P £ = Ac™ + Be™ + (x+1)
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IIl. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Montrer que la fonction f est solution de I’équation différentielle E sur R
dans chacun des cas suivants :

L’équation différentielle E | La fonction f

y'(x)+sinx=0 f(x)=cosx
y'-Sy=0 f(x) = 3e™
y'"-2y'+y=0

f(x)=(Ax+B)e", ol A et B sont des
réels

Exercice 2

Donner la solution générale de I'équation différentielle dans chacun des cas
suivants :

1) y'+5y=0
2) y'-2y=0
3) Sy'+3y=0

Exercice 3

1) Donner la solution générale de I'équation différentielle y'+3y =0.
2) Donner la solution particuliere satisfaisant la condition initiale y(1)=2.

Exercice 4

Compléter le tableau suivant par I’équation caractéristique :

Equation différentielle (ED) Equation caractéristique (EC)

y"+3y'+2y=0

y'—-4y'+4y=0

y'"'+4y'+5y=0
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y'+9y=0

y"'-4y=0

y"+3y'=0
Exercice 5

Compléter le tableau suivant :

Equation Equation
différentielle caractéristique
(ED) (EC)

Solutions
de I'(EC)

Solution
générale
I'(ED)

de

y"-Sy'+6y=0

y'"'—-6y'+9y=0

y'"+4y'+13y =0

Exercice 6

Compléter le tableau suivant :

Equation différentielle (ED) Solution générale de I'(ED)

y'"'-25y=0

y'"+9y=0

y'"=3y=0

y'+7y=0

Exercice 7

1) Donner la solution générale de I'équation différentielle :
y'"+4y'-12y =0.

2) Donner la solution particuliere qui vérifie les conditions :
y(0)=7 et y'(0)=2.
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Exercice 8

Soit (E) I’équation différentielle : y'—y = —e* et (E,): y'-y=0.

1) Vérifier que la fonction définie par f (x)=(3—x)e" est solution de (E) .
2) Résoudre I’équation différentielle (EO) .

3) Montrer que la fonction f est solution de (E) si et seulement si f —f,
est solution de (EO) .

4) En déduire les solutions générales de (E) .

Exercice 9

Compléter le tableau suivant par I’équation homogéne :

Equation différentielle avec second  Equation homogéne associée :

membre (E) (EO)
y'+2y=e'
y'=3y=7

4y'+5y=x"+2x+3

y'"—4y'+ Sy =2x+¢’

y''-9y=cosx

Exercice 10

On considére ’équation différentielle (E) : y'-3y=x’

1) Résoudre sur R I’équation différentielle (EO) : y'-3y=0.

2) Trouver une solution particuliere de (E) du type y,(x)=ax’ +bx+c ou
a,b,ceR.

3) Résoudre sur R I’équation différentielle (E)
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Exercice 11

Soit (E) I’équation différentielle : y''—4y'+ 4y =2 —8sinxcosx.
1) Vérifier que la fonction définie par f,(x) =sin’ x est solution de (E) .
2) Résoudre I’équation différentielle homogéne (EO) associée.

3) En déduire les solutions générales de (E) .

Exercice 12

On note f(t) le nombre d’atomes de carbone 14 existant a I’instant t dans un
échantillon de matiére organique. On montre que la fonction f vérifie pour
tout réel t : f'(t)=—kf(t) et f(0)=N, ouk est un réel strictement positif
(constante radioactive de I’élément).

1) Donner I’expression de f(t) en fonction de N, Kk et t.

2) On appelle période (ou demi-vie) de I’élément radioactif le temps T au
bout duquel la moitié des atomes se sont désintégrés. Sachant que
k =1,238x10"*et que t est évalué en années, déterminer la demi-vie du

carbonel4.

3) Le carbonel4 est renouvelé constamment chez les étres vivants ; a la mort
de ceux-ci ’assimilation cesse et le carbonel4 présent se désintégre. Des
archéologues ont trouvé des fragments d’os dont la teneur en carbonel4 est
40% de celle d’un fragment d’os actuel de méme masse, pris comme témoin.
Calculer I’age de ces fragments.

Exercice 13

La population y d’une ville évolue a une vitesse proportionnelle a elle-méme.
On sait que cette population double tous les dix ans. Combien de temps lui
faut-il pour tripler ?
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

1) La fonction f(X)=c0SX est dérivable sur R et on a pour tout xeR :
y(x)=cosx=y'(x)=—sinx=>y'(x)+sinx=0, d’ou la fonction
f(x) = cos X est solution de ’équation différentielle E sur R.

2) Si f(x)=3¢™, alors f est dérivable sur R et pour tout x de R,
f'(x)=3x5¢e>* =15¢>".

Dans 1'équation différentielle y'—5y = 0, on remplace y par f(x) et y' par
f'(x) :

On obtient f'(x)—5f(x) = 15¢** —15¢°* = 0 ce qui montre que I’équation est
vérifiée. Alors la fonction f(x)=3e™™ est solution de I'équation différentielle
y'-S5y=0 sur R.

3) Toute fonction du type f(x)=(Ax+B)e" ou A et B sont des réels est
dérivable sur R et si on remplace y(X) par f(X), y'(x) par f'(X) et
y"(x) par £'"'(X) ; ’équation est vérifiée.

Alors la fonction f(x)=(Ax+ B)e" est solution de I'équation différentielle
y"(x)—Zy'(x)+y(x) =0 sur R.

Corrigé 2
Equation différentielle Solution générale
y'+5y=0 y(x)= Ae™™* , A réel quelconque
y'-2y=0 y(x)= Ae’™, A réel quelconque
Sy'+3y=0 Sy
y(x)=Ae? , A réel quelconque
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Corrigé 3

1) Solution générale de I'équation différentielle y'+3y=0 : y(x)=Ae™*
2) Solution particuliére satisfaisant la condition initiale y(1)=2 :

y(x) =2e>,
En effet, y(1)=2= Ae” =2=>A=2¢’ = y(x)=2e’e™* =2’ =27

Corrigé 4

Complétons le tableau par I’équation caractéristique :

Equation différentielle (ED) Equation caractéristique (EC)
y"+3y'+2y=0 r’+3r+2=0
y"—dy'+dy=0 r’—4r+4=0
y"+4y'+3y=0 r’+4r+5=0
y"+9y=0 r’+9=0
y"'-4y=0 r’—4=0
y"+3y'=0 r’+3r=0
Corrigé 5

Complétons le tableau :

Equation équation A Solutions deSolution générale de

différentielle caractéristique I'(EC) I'(ED)

(ED) (EO)

y"-5y'+6y=0 ?—5r+6=01 |r,=2;r,=3y(x)=Ae™ +Be™
A,BeR

y"-6y'+9y=0 |y’ —6r+9=00 |r,=r,=3 y(x)=(Ax+B)e’,
A,BeR

y'+4y'+13y =0y’ + 4r +13=0 361, =2+3i y®= ¢”*(A cos 3x + Bsin 3x)

r,=2-3i »A,BeR
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Corrigé 6

Complétons le tableau

Equation Solution générale de I'(ED)

différentielle (ED)

y'"'-25y=0 y(x)=Ae™+Be™, A, BeR

y'"+9y=0 y(x)=Acos3x+Bsin3x, A,BeR

y"-3y=0 y(x)=Ae +Be ™, A, BeR

y'+7y=0 y(x)=Acos(x\/7)+Bsin(X\/7), A,BeR
Corrigé 7

1) L'équation différentielle y'+4y'+13y =0 a pour équation

caractéristiquer’ +4r+13=0.
Le discriminant : A=16—52=-36.

. o s —4+ 6i .
Les solutions de I’équation caractéristique : r, = =—2+3i,et
—4 - 6i )
r, = =-2-3i.
2

La solution générale de 1'équation différentielle :
y(x)=e*(Acos3x+Bsin3x), A, BeR.

2) Si y(x)=e*(Acos3x +Bsin3x), alors
y'(x) = —2¢ >*(Acos 3x + Bsin 3x) + e >*(—3Asin 3x + 3B cos 3x).

y(0)="7 A=7 A=T7
= =S 16 -
v'®=2"|-24+38=2" |B=""

Donc ’unique solution de 1'équation différentielle qui vérifie les conditions

16
initiales est y(x)=e>*(7cos3x+ 3 sin 3x).
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Corrigé 8

1DOna f(x)=3-x)e" =>f,'(x)=—e"+(3-x)e" = f,'(x) =(2—x)e".
On remplace dans I’équation différentielle compléte (E) :
On obtient : f,'(x)—f,(x)=(2-x)e* —(3—x)e* =—¢".

Alors la fonction f(x) = (3 —x)e” est bien solution de I’équation différentielle
(E) ty'-y=-e".
2) L’équation différentielle y'-y=0 est une équation différentielle

homogéne de premier ordre ayant pour solution générale les fonctions du
type : x> Ae*, ou A est un réel quelconque.

3) Si f est une solution de I’équation compléte, alors :

f'—f=—e
{fo P =1, '—f+f,=0=(f-f,)'-(f-f,) =0

Donc f —f, est solution de (EO) .

Réciproquement, si f —f, est solution de (EO) alors (f —fo)'—(f—fo) =0.

Donc f'—f =f,'-f,. C'est-a-dire que f'-f =—e" car f, est une solution de
I’équation différentielle (E) :y'-y=-e".Ce qui montre que f est une
solution de I’équation différentielle compléte (E) .

Conclusion : Une fonction f est solution de (E) si et seulementsi f—f, est

solution de (EO) .

4) D’apres ce qui précede, on déduit que f est solution de (E) si et
seulement si f(x)—f,(x)= Ae", ou A est un réel quelconque.

Donc f(x)=f,(x)+ Ae’

f(x)=(3—x)e" + Ae*

f(x)=(A+3—x)e’

f(x)=(B-x)e*, ou B est un réel quelconque.
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Conclusion :

Solution générale de I’équation différentielle (E) : x> (B-x)e*, ou B est

un réel quelconque.

Corrigé 9

Complétons le tableau :

Equation différentielle avec second

Equation homogéne associée :

membre (E) (EO)
y'+2y=e" y'+2y=0
y'-3y=7 y'-3y=0
4y'+5y=x"+2x+3 4y'+35y=0
y'"'—4y'+ 5y =2x+e* y'—4y'+3Sy=0
y'"-9y =cosx y'"-9y=0

Corrigé 10

L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a

coefficients constants, avec second membre.

1) L’équation homogéne associée est(Eo)

:y'—-3y=0

La solution générale de (EO) est ’ensemble des fonctions du type:

x> Ae* ou AeR.

2) Déterminons les réels a, b et ¢ tels que la fonction y,(x) = ax’ + bx + ¢ soit

une solution particuliére de (E) :

Ona y,(x)=2ax+b.

y, est une solution particuli¢re de (E) si et seulement si pour tout réel x on

a:y,(x)-3y(x)=x’

< 2ax+b-3(ax’ +bx+¢)=x’

< —3ax’ +(2a-3b)x+b-3c=x"
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&<2a-3b=0
b-3c=0
( 1
a=——
3
2
&S ib=——
9
__2
L 27
.. 1, 2 2 )
Ainsi, on trouve que y,(x)= _EX — Ex —— convient.

3) Les solutions de I’équation différentielle (E) avec second membre sont

obtenues en faisant la somme de la solution particuliére
1

2
Yo(x) = —gxz ~9X " et de la solution générale x — Ae’ ol AeR,de

I’équation homogéne (EO) . Donc, ce sont les fonctions du type :

1 2 2
y(x) = —EXZ —BX—E+ Ae’ oul A est un paramétre réel.

Corrigé 11

1) Si f,(x) =sin’ x, alors :
f,(x) = 2cosxsinx . Soit f;(x)=sin2x, et f/(x)=2cos2x soit
f,(x) = 2(1-2sin* x).
(On rappelle que sin2x = 2cosxsinx et cos2x =1—2sin” x).
Remplacons dans I’équation (E) :
f,(x) — 4f) (x) + 4f, (x) = 2(1 — 2 sin* x) — 4(sin 2x) + 4sin* x
£/(x) — 4f!(x) + 4f,(x) = 2— 4sin’ x— 4sin 2x + 4sin’ x
£/(x) — 4f!(x) + 4f,(x) = 2 — 4sin 2x
£/(x) — 4f!(x) + 4f,(x) = 2 — 8sin x cos x

Alors f, est bien une solution de (E) .
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2) L’équation différentielle homogéne (EO) associée est y''-4y'+4y =0.

Son équation caractéristique est r* —4r+4 =0 a un discriminant nul. Elle
admet une solution double r =2.

Donc la solution générale de I’équation homogene est du type

x - (Ax + B)e’™ ou A et B des réels quelconques.

3) On en déduit que les solutions générales de (E) sont les fonctions

y(x) = (Ax+B)e** +sin’x, A,BeR.

Corrigé 12

1) La fonction f est solution de I’équation différentielle : y'+ky = 0. Elle
est de la forme f(t)= Ae™ . A linstant t=0: f(0)=N,= Ae ™’ =N,
donc A =N, . Par suite : f(t)=N,e™ :.

1
2) La demi-vie du carbone 14 est le temps T tel que f(T)= ENO

1 1 1
Donc N,e ™" = ENo. Alors e = 3= —kT = 1nE

Soit — kKT =—-In2. Donc T=m:>T=L4.
k 1,238x10”

Enfin T =5599 ans. (5600 ans environ).
3) Pour calculer I’age de ces fragments :
f(t)=0,4xN, & N,e ™ =0,4xN,
& —kt =1In(0,4)

_In(0,4)
—k

ot

& t=7401 ans, (environ).
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Corrigé 13

Par hypothése, la population y d’une ville évolue a une vitesse y’
proportionnelle a elle-méme. Donc on a y'=ayou a est le coefficient de

proportionnalité. Notons t le temps (en années). On sait que les solutions de
I'équation différentielle y'= ay sont de la forme : y(t)= Ae™ ou A est une
constante (non nulle, sinon y serait nulle).

Comme la population double tous les dix ans, on a: y(t+10) =2y(t).

Donc

Aea(t+10) — 2Aeat
ea(t+10) _ Zeat

elOa =2
10a=1In2
D'ou : a=m.
10

In2
—t
On a donc : y(t)=Ae! .
Cherchons maintenant le temps T pour lequel, on a : y(t+T)=3y(t)

y(HT) Mt
Ae! =3Ae! .
In2 In2

On simplifie par A puis par eﬁt, on obtient e* =3
el =3
In2

—T=In3
10

Soit T=15,85.
Il faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (au jours prés) pour que
cette population triple.
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

Compléter le tableau suivant:

Equation différentielle Solution générale
y+7y=0
y'—-4y=0
Sy'+7y=0
Sy'-2y=0
y'=9y
2y'=Ty
y'=0
Exercice 2

1) Donner la solution générale de I'équation différentielle y'+ 6y =0.
2) Donner la solution particuliére qui vérifie la condition y(5)=8.

Exercice 3

Compléter le tableau suivant:

Equation équation A | Solutions | Solution
différentielle (ED) caractéristique de I'(EC) générale de
(EC) 1'(ED)

y"-7y'+10y =0

y'+6y'+9y=0

y"-6y'+10y =0

y'"+5y'+4y=0
yn_8y1=0
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Exercice 4

Compléter le tableau suivant :

Equation différentielle (ED) Solution générale de 1I'(ED)

y''-16y =0

y'+4y=0

y"=Sy=0

I9y'"+y=0

Exercice 5

Vérifier que la fonction y(X)=(2x+3)e ™ est une solution de I’équation
différentielle y''(X)+2y'(x)+y(x)=0.

Exercice 6

1) Donner la solution générale de 1'équation y'"—7y'+10y=0.

2) Donner la solution particuliére qui vérifie la condition y(0)=3 et
v'(0)=5.

Exercice 7

1) Donner la solution générale de 1'équation différentielle y''+4y'+4y=0.

2) Donner la solution particuliére dont la courbe admet au point A (0;4)

une tangente paralléle a la droite d’équation y =2x+5.
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Exercice 8

On considére I’équation différentielle (E) ly'ty=e".
1) Résoudre I’équation sans second membre (EO) ty'+ty=0
2) Chercher une solution particuliére de (E) sous la forme y(x)=axe™™.

3) En déduire la solution générale de (E) .

Exercice 9

On considére I’équation différentielle (E) :y'—y=cosXx.
1) Résoudre I’équation sans second membre (EO) ty'-y=0

2) Chercher une solution particuliére de (E) sous la forme

y(x)=acosx+bsinx.

3) En déduire la solution générale de (E) .

Exercice 10

Soit (E) I’équation différentielle : y''+y=cosx .
1) Vérifier que la fonction définie par f (x) = Exsm x est solution de (E) .

2) Résoudre I’équation différentielle homogéne (EO) associée.

3) En déduire les solutions générales de (E) .
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Exercice 11

On considére I’équation différentielle (E) y'"-2y'+y=e".
1) Résoudre I’équation sans second membre (EO) .

2) Chercher une solution particuliére de (E) sous la forme

y(x) = (ax’ + bx + c)e*.

3) En déduire la solution générale de (E) .

Exercice 12

Soit (E) I’équation différentielle y'—y = —e*et (Eo) : y'-y=0.
1) Vérifier que la fonction définie par f(x) = (3 —x)e" est solution de (E).
2) Résoudre I’équation différentielle (Eo).

3) Montrer que la fonction u est solution de (E) si et seulement si u—u, estsolution
de (Eo).
4) En déduire les solutions de (E).

5) Déterminer la solution f de (E) qui s’annule en 1

Exercice 13

La loi de refroidissement de Newton s'énonce ainsi : "la vitesse de
refroidissement d'un corps inerte est proportionnelle a la différence de

température entre ce corps et le milieu ambiant"'.
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On suppose que la température de I'air ambiant est constante égale a 25°C.

Dans ces conditions, la température d'un corps passe de 100°C a 70°C en 15

minutes.

Au bout de combien de temps se trouvera-t-il a 40°C ?

Exercice 14 (Traduit)

Dissolution d'une substance dale lagd

Une substance se dissout dans I'eau. On | 4« O Jiiy slall b Bala qugli
admet que la vitesse de dissolution est | -4 n& LS aa cuulill Lgily sd
proportionnelle a la quantité non encore el (GBI ¢y ) £= 0 Alaall b
dissoute. A I'instant 7= 0 (f en minutes), | ; < L b 5alall 038 (e LS 20
on place 20 grammes de cette substance " slall oy

dans une grande quantité d'eau. Sachant . . )
A A B —dall cilal & G Lale

bl Jc céﬁ&é Gead DA LQJ\_.IJS
AN f(7) ol Al Al 4t

que les dix premiers grammes se
dissolvent en cinq minutes, donner une
expression de la quantité dissoute f(7), en

grammes, en fonction de
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1. RESUME DE COURS

A) Probabilité sur un ensemble fini

1)Vocabulaire

Expérience aléatoire Une expérience liée au hasard pouvant
conduire a plusieurs issues

Eventualités Issues d’une expérience aléatoire

Univers L’ensemble de toutes les éventualités d’une
expérience aléatoire. En général, on le note Q)

Evénement toute partie de univers . Un événement A
est inclus dans ’univers Q (on note A c QQ)

Cardinal de A: cardA nombre d’éventualités qui composent A

, 1 r . événement réduit 2 une seule éventualité
Evénement élémentaire

Evénement impossible : | événement qui ne se réalise jamais

A=0
Evénement certain : événement qui se réalise toujours
A=Q

C est la réunion de A et | C est ’ensemble des éventualités réalisant A
deB: C=AUB ouB
(onditAouB )

; . PP RTRT
C est Pintersection de A C est ’ensemble des éventualités réalisant A

etdeB:C=ANB et B en méme temps.

A et B ne peuvent pas se réaliser en méme

A et B sont disjoints ou
temps ;

incompatibles A "B =

A et B sont contraires ou | B est I’événement constitué par les
complémentaires. B=A | éventualités de ’univers qui ne réalisent pas

A.
ANB=J etAuUB=Q
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2) Définition

Définir une probabilité sur un univers Q={o,,®,,...,0,}, c’est associer a
chaque résultat o, un nombre p, ( appelé probabilité de l’issue o,)

compris entre 0 et 1 de telle facon que :

* > p=p,+p,tetp, =1

i=1
= La probabilité d’un événement A, notée p ( A ), est la somme des
probabilités p,des éventualités (événements élémentaires) qui

constituent A.

3) Propriétés
Soit A et B deux événements d’un univers Q, alors :

* Pour toute éventualitét wiona: 0<pi<l1
= La probabilité de I’événement certainest1; p(Q)=1

= La probabilité de I’événement impossible est 0 ; p(¢)=0
* AcB=p(A)<p(B)
= p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
* AnB=¢=p(AUB)=p(A)+p(B) A et B sont incompatibles.
. p(X) =1-p(A) , (I’événement contraire de A).
4) Equiprobabilité

Lorsque tous les événements élémentaires d’un univers ont la méme
probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité. Dans ce cas, si I’univers Q est

, , oyr 1 1
composé de n éventualités wi,on a : p, =p(w,) = =—
card2 n
, dA
On a alors, pour tout événement A : p(A)= car
cardQ
nombre de cas favorables
p(A) = .
nombre de cas possibles
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B) Probabilité conditionnelle - indépendance
1) Définitions

¢ Soit A et B deux événements d’un univers tel que p(A)=0. La
probabilité conditionnelle de B lorsque nous savons que A s’est produit :
Probabilité de B sachant A : p, (B)= pANE)
p(A)
oA et B sont indépendants si la réalisation de ’événement A est
indépendante de celle de ’événement B .
oA et B sont indépendants dans chacun des cas suivants (équivalence):
p.(B)=p(B) Ps(A)=p(A) p(ANB)=p(A)xp(B)

2) Propriétés

«  P.(B)p(A)=py(A)p(B)
« P,(BUB)=p,(B)+p,(B")-p,(BNB)
« BNB'=¢=p,(BUB)=p, (B)+p,(B")

Pa (E) =1-p, (B)

C) Variables aléatoires discrétes
1) Définitions
Soit Q={®1,®2 ... ®n} ’ensemble des résultats d’une expérience aléatoire.

= On appelle variable aléatoire discréte toute fonction X de QQ dans R qui,
a tout élément de Q, fait correspondre un nombre réel x.

= L’événement de 2, noté { X = x }, est ’ensemble des éléments de Q qui
ont pour image x par X.

L’ensemble Q° = { x1, X2 ... ,Xm} image de Q) par X est ’ensemble de toutes

les images des éléments de Q par X . C’est I’ensemble des valeurs prises par

la variable aléatoire X.
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2) La loi de probabilité de X est la fonction définie sur Q’, qui a chaque xi
fait correspondre le nombre p, =p(X=x,)

P, P, P.

On a alors : 2P = PP, +e+p, =1

i=1

3) L’espérance mathématique de X :

E(X)= inpi =Xx,p, +X,p, +...+X,p,

i=1

E(X) =X,p, +X,p, + ...+ X,P,

4) La variance de X :

V(X)= Z“:(xi —E(X)'p,

v(X)=E(x*)-[E(X)] = gxizpi - [gxipijz

5) L’écart type de X :

o(X) = V(X)

6) Loi de Bernoulli

Soit E une épreuve comportant deux issues (Succes et Echec). On note p la
probabilité de Succes.

Soit X la variable aléatoire qui est égale a 1 en cas de Succes et 0 sinon. Alors,
on dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétres p.

On note alors p(S)=p, p(E)=q=1-p.Ona X(Q)={0,1}

Esperance : E(X)=p Variance : V(X)=p(1-p)
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7) Schéma de Bernoulli

Soit ne N". Lorsqu’ on répete, de maniére indépendante, n fois une méme
épreuve de Bernoulli de paramétre p, on dit que 1'on fait un schéma de
Bernoulli.

8) Loi binomiale

Soit E une épreuve de Bernoulli On note p la probabilité de Succés.

Dans un schéma de Bernoulli, on note X la variable aléatoire égale au
nombre de succes. On dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale
de paramétre n et p.

On a X(Q)={0,1,2,...n}

Loi de probabilité de X : p(X=k)=C!p*q"™, ke{0,1..n}

Esperance : E(X)=np Variance : V(X)=npq
Propriétés
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale :
P(X<k)=P(X=0)+P(X=1)+..+P(X=Kk)
p(X2k)=p(X=k)+p(X=k+1)+..+p(X=n)
p(X>k)=1-p(X<Kk)
D) Variables aléatoires continues

1) Densité de probabilité et espérance mathématique

Définition:

Soit I un intervalle de R. On appelle densité de probabilité sur I toute

fonction f telle que :
1) f est continue sur I.

2) f est positive sur L.

3) L f(t)dt = 1

Essebil Au Bac 7D Probabilités Horma Hamoud 153

www.rimbac.com

02_Maths SN 2 Inner.indd 153 15/02/21 1:48 pm



Propriétés :
v Pour tout intervalle J =[o;B] inclus dans I,ona: p(XelJ) = '[ﬁf(t)dt

Autrement dit, p(a < X<P) = '[ﬁf(t)dt

v p(Xel) =[ ftydt=1
v" Pour toute loi continue, pour tout réel ¢, p(X=c)=0, donc la
probabilité que X prenne une valeur isolée est nulle, alors :
p(c<X<d)=p(c<X<d)=p(c<X<d)=p(c<X<d).
v" Comme la fonction f est continue et positive sur I, la probabilité
p(X eI) correspond a I’aire sous la courbe C, de f. Elle vaut alors 1

u.a.
v La probabilité p(X e J), avec J =[a;B], correspond a I’aire du

domaine délimité par C,, ’axe des abscisse et les droites d’équation
x=o0 etx=p.
Définition 2 : g

L’espérance mathématique d’une variable
aléatoire continue X, de densité f sur un

intervalle I, est définie par :

O
E(X)=[ tf(t)dt

2) Loi uniforme

Définition

Soit [a,b] un intervalle de R . On dit que la variable aléatoire X suit une

loi uniforme sur [a,b] si sa densité de probabilité est une fonction

- 1
constante égale a b
—a
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Propriétés

1. Pour tout intervalle I=[c,d] inclus dans [a,b],on a:

a1 d-c
p(1)=p(c<X<d)=] dt=—
2. La probabilité est donc proportionnelle a la longueur de ’intervalle
considéré.
3. L’espérance Mathématiques de la loi uniforme de densité fsur
b+a

[a;b Jest : E(X)= J"’ t(t)dt =

3) Loi exponentielle

Définition

La loi exponentielle de paramétre A (k > 0) est la loi continue dont la

densité est définie sur |:0; +oo|: par : f(t)=2re™

Une variable aléatoire X a valeurs dans R * suit la loi exponentielle de
parameétre A si, et seulement si,

pourtoutt > 0, P(X <t) =1-¢ ™
Propriétés:

lim p([0;x]) = lim [ Ae™dt=lim (1-¢™)=1

1) X+ X—>+®

( L’aire sous la courbe sur [0 ;+oo] est égale a 1).

2) Si a et b sont deux réels positifs tels que a<bon a

a) p([a b]) . heMdt=e ™ — e

b) p([0;a])=[ re™da e et
c) p([a; +oo|:) =1- p([(]; a:|) =e
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3) Probabilité conditionnelle : Soient t et h deux réels positifs on a :

Pixog (XZt+h)=p(X2h)=e™

(Cette probabilité ne dépend pas de t et permet de calculer la durée de
vie sans vieillissement d’un objet)

4) L’espérance Mathématique de la loi exponentielle de densité fsur

[0; +oo|: est:

E(X) =lim [ 0" tf(t)dt = %
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Il. QUESTIONNAIRES A CHOLX MULTIPLE

QCM 1
Choisir la bonne réponse :
1 On lance un dé bien équilibré de faces numérotées de 1 a 6.
La probabilité d’obtenir un diviseur de 6 est
Réponse A 1
6
Réponse B 1
2
Réponse C 2
3
Réponse D 1
3
2 On lance deux fois de suite un dé bien équilibré de faces
numérotées de 1 a 6. La probabilité d’obtenir un double 6 est
Réponse A 1
3
Réponse B 1
2
Réponse C 1
6
Réponse D 1
36
3 Deux événements A et B vérifient p(A)=0,3; p(B)=0,4 et
p(ANB)=0,12 . Alors
Réponse A A et B sont indépendants
Réponse B A et B sont incompatibles
Réponse C p(AuUuB)=0,7
Réponse D p(AuB)=0,88
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4 On lance simultanément quatre piéces équilibrées a Pile ou Face.
Quelle est la probabilité d'obtenir au moins trois Pile ?
Réponse A 5

16
Réponse B 3
16
Réponse C 1
16
Réponse D 3
4

5 On lance successivement deux dés équilibrés a six faces. Quelle
est la probabilité d'obtenir deux fois le méme résultat ?
Réponse A 1

36
Réponse B 1
6
Réponse C 1
4
Réponse D 1
2

6 On donne p(B)=0,1; p,(B)=0,4 et p(A)=0,2. Alors, p;(A) =
Réponse A 0,08
Réponse B 0,5
Réponse C 0,4
Réponse D 0,8
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QCM 2

Choisir 1a bonne réponse :

1 La probabilité de tirer simultanément 2 boules blanches dans
une urne qui contient 3 boules rouges et 4 boules blanches est :
Réponse A 2

7
Réponse B 1
2
Réponse C A;
A3
Réponse D C;
2
7

2 Soient 2 événements A et B tels que
p(A)= 0,7, P(ANB)=0,4 et P,(A)=0,8 . Alors p(B) =
Réponse A 0,5
Réponse B 0,2
Réponse C 0,4
Réponse D 0,1

8 Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [2, 20] .
La probabilité p, ,(5<X<10) estégalea:

Réponse A 1
2
Réponse B 5
18
Réponse C 1
4
Réponse D 5
16
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4 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de
paramétre A >0 et p=E(X) son espérance. La probabilité
que X soit supérieure a son espérance E(X) est
Réponse A 1
e
Réponse B 1 1
e
Réponse C 1
2
Réponse D 1
e)»
5 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
Pintervalle [14; 16]. p(X <15,5) est égal a :
Réponse A 0,25
Réponse B 0,50
Réponse C 0,75
Réponse D 0,97
6 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de
parametres n=10et p=0,4:
Réponse A p(X=5)=0,4°x0,6°
Réponse B p(X>1)=1-0,6"
Réponse C p(X>1)=1-0,4"
Réponse D p(X>2)=1-0,4*
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IIl. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Parmi les 80 filles qui étaient en classe de Terminale au lycée il y a dix
ans :

36 sont aujourd’hui salariées ; 39 sont méres de famille ; 15 sont salariées
et méres de famille.

On choisit au hasard une de ces 80 femmes.
Considérons les événements

A : «la femme choisie est salariée »

B : «la femme choisie est mére de famille ».

Quelle est la probabilité pour que la femme ne soit ni salariée ni mére de
famille ?

Exercice 2

Une réunion rassemble 20 personnes : 12 femmes et 8 hommes. On sait que
20% des femmes portent des lunettes ainsi que 40 % des hommes.

1) Une personne prend la parole. Quelle est la probabilité que cette personne
porte des lunettes ?

2) Une personne qui porte des lunettes prend la parole. Quelle est la
probabilité qu’il s’agisse d’une femme ?

Exercice 3

Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de dépistage
donne les résultats suivants :

Chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5% négatifs.
Chez les individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99% négatifs.
On choisit un individu au hasard.

1. Construire ’arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Quelle est la probabilité :

a. qu’il soit malade et qu’il ait un test positif ?
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b. qu’il ne soit pas malade et qu’il ait un test négatif ?
c. qu’il ait un test positif ?
d. qu’il ait un test négatif ?
3. Calculer la probabilité :
a. qu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ?
b. qu’il soit malade, sachant que le test est négatif ?

4. Interpréter les résultats obtenus aux questions 3. a. et 3. b.

Exercice 4

Une étude médicale a montré que 1% d’une population sont atteint d’une

maladie M.

Un échantillon de n individus (n > 2) a été choisi d’une facon aléatoire dans
cette population pour étre soumis a des tests de dépistage relatifs a la
maladie M (on suppose I’équiprobabilité).

Soit Xla variable aléatoire égale au nombre d’individus, de cet ensemble,
atteints de la maladie M .

1. Déterminer la loi de probabilité de X

2. Calculer en fonction de n la probabilité de chacun des événements
suivants :

A « Aucun individu de cet ensemble n’est atteint de la maladie M »

B « Un seul individu de cet ensemble est atteint de la maladie M »

C « Au moins un individu de cet ensemble est atteint de l1a maladie M ».

3. Soit P la probabilité d’avoir au moins un individu de cet échantillon

atteint de la maladie M donc p = p(C).

a) Calculer lim p et interpréter le résultat.

n— +o

b) Quel est le plus petit nombre nd’individus a tester afin d’avoir
p 209°?
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Exercice 5

Un comité se compose de 4 hommes et de 3 femmes ; on constitue, de
facons aléatoire et simultanée, une équipe de travail composée de trois

personnes. On supposera I’équiprobabilité.

1. Quel est le nombre d’équipes que I’on peut constituer ?

2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : L’équipe est constituée uniquement d’hommes.

B : L’équipe est constituée uniquement de femmes.

C : L’équipe est constituée de personnes de méme sexe.

D : L’équipe contient une femme au moins.

3. On appelle X la variable aléatoire réelle qui associe chaque tirage par le

nombre d’hommes qui sont présent dans cette équipe.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer son espérance mathématique E(X).

Exercice 6

Soit f la fonction définie sur [0;1]parf (x)=2 x. Montrer que f définit

bien une fonction de densité sur [0;1].
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Exercice 7

Soit f la fonction définie sur [0;1]parf (x)=kx’.
1) Déterminer k pour que f définisse une fonction de densité sur [0;1] .

2) Soit X une variable aléatoire de densité f, calculer alors p([O;O,S]) .

Exercice 8

On choisit un nombre réel au hasard entre -3 et 5.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre strictement inférieur a 1?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir le nombre supérieur ou égal a 3?

¢) Quelle est 1a probabilité que le nombre choisi soit strictement inférieur a
1, sachant qu’il est strictement positif ?

Exercice 9

Abdellahi et Brahim se donnent rendez-vous entre 12h et 14h. Proche du lieu
fixé, Brahim arrivera assurément a 12h30. Quant a Abdellahi, son arrivée
dépend des conditions de circulation routiére : il arrivera entre 12h et 13h.

1) Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire donnant
I’heure d’arrivée de Abdellahi?

2) Calculer la probabilité que Abdellahi arrive avant Brahim.

3) Calculer la probabilité que Brahim attende Abdellahi plus de 10 minutes.

Exercice 10

La durée de vie, en heures, d’un composant électronique est une variable
aléatoire T qui suit une loi exponentielle de paramétre 0,00005.

1) Déterminer la probabilité que ce composant :

a) tombe en panne avant 10000 heures,

b) fonctionne au moins 15000 heures,

¢) tombe en panne entre la 10000°™¢ heure et la 15000°™¢ heure .

2) Quelle est la durée de vie moyenne du composant électronique ?
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Exercice 11

Le temps, en heure, nécessaire pour réparer un ordinateur portable suit la

loi exponentielle de parameétre A=1.

a) Quelle est la probabilité que le temps de réparation dépasse deux

heures?

b) Quelle est la probabilité qu’une réparation prenne au moins quatre

heures, étant donné que sa durée a déja dépassé trois heures ?

Exercice 12

La durée de vie T, en heure, d’un transistor suit une loi exponentielle telle

que :

p(T<1000)= 0,095

a) Déterminer le paramétre A de la loi exponentielle T en déduire sa valeur

moyenne E(T).
b) Calculer la probabilité conditionnelle : p.__,,, (T > 2000)

¢) Déterminer, a 1h prés, la durée t,, telle que : p(T<t,)=0,5.
2

Essebil Au Bac 7D Probabilités Horma Hamoud 165

www.rimbac.com

02_Maths SN 2 Inner.indd 165

15/02/21 1:48 pm



IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

Meéthode 1 :

Utilisons le diagramme ci-contre appelé diagramme de Venn.

Le premier nombre placé est 15 qui B
constitue le cardinal de ANB.
On en déduit ensuite 21 =36 — 15 et e

24 =39 - 15. La somme de ces trois nombres

(15 + 21 + 24 = 60) constitue le cardinal de AUB.

On en déduit enfin que le nombre de femmes qui ne sont ni salariées ni
meres de familles est 80 — 60 = 20.

Comme nous sommes en situation d’équiprobabilité, la probabilité

. 20_1
demandée est 30 4

Méthode 2 :

On peut remarquer que I’événement « la femme choisie n’est ni salariée ni
meére de famille » est I’événement contraire de AUB.

36 .39 15_60 3

Or P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB) = 30 + 30 80 804

On en déduit que P( AUB )=1-P(AUB)=1 -

FNTM

1
7
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Corrigé 2

1) On note les événements suivants :
H : La personne est un homme
F : La personne est une femme

L : La personne porte des lunettes

On sait que L=(HNL)U(FNL). Alors ¥ = {H,F} est un systéme

complet d’événements de I’univers €2. L est un événement de cet univers.
D’apres la formule des probabilités totales :

I WU NP

P(L)="P,(L)P(H)+P,(L)P(F) =030 " 100 <30 =

_p(FAL) _0,2x0,6 _ 0,12
p(L) 0,28 0,28

2) Probabilité recherchée : PL @) ~0,43.

Corrigé 3

1. Construction de I’arbre pondéré :

Positif ,0285

0,0015

0,0097

2. On note M P’individu est malade et 7 le test est positif et utilisons I’arbre
précédent:

a. POM NT)=P(M )xPy, (T)=0,03%x0,95=10,0285,

Essebil Au Bac 7D Probabilités Horma Hamoud 167

www.rimbac.com

02_Maths SN 2 Inner.indd 167 15/02/21 1:48 pm



b. AM N T) = P(M) x P (?) ~0,97 x0,99 = 0,9603 .
¢. (T)=P(MNT)+P(MNT)=0,0097 +0,0285 =0,0382.
d. (T)=P(MNT)+P(MNT)=0,0015+0,9603 =0,9618.

_P(TAM) 10,0097 _

P.(M) = = ~ 0,25
3. a. T( ) P(T) 0,0382 ’
P(TAM 1
P.(M) = ( Q )= 0,0015 ~0,00155.
P(T) 0,9618
Corrigé 4

1) La variable aléatoire X est la variable aléatoire de Bernoulli donc la loi de
probabilit¢é  de Xest la loi Binomiale de  parameétres
1 99

,——) car:
100 100

(n,p, q) = (n,

* Le test d’un individu donne I’une de deux issues :

e L’individu est atteint, que I’on appelle succés, avec la probabilité
1

P~ 100

e L’individu n’est pas atteint, que I’on appelle echec, avec la

99
robabilité q=1-p=——
P q p 100

* Le test est répété n fois de facons identiques et indépendantes (le nombre
d’individus de I’échantillon a tester).

Alors la loi de probabilité de la variable aléatoire X égale au nombre
d’individus atteints de la maladie M est donnée par la formule :

1) (9" .
p(X=k)=Ct (m) (W) ou ke{0,1,...,n} .

2.a) La probabilité de I’événement A «Aucun individu de cet ensemble n’est
atteint de la maladie M » est la probabilité de I’événement X=0 :
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o LY[(99Y (99,
p(A)—p(X—O)—Cn[IOOJ (mj donc p(A)—(mO] ;

b) La probabilité de I’événement B « Un seul individu de cet ensemble est
atteint de la maladie M » est la probabilité de I’événement X =1 :

1) 99" n (99 )"
B)=p(X=1)=C!| — | | = donc B)y=—+o| — ;
P(B)=p( ) “(100) (100) P(B) 100(100)

¢) Remarquons que I’événement C « Au moins un individu de cet ensemble
est atteint de la maladie M » est I’événement contraire de I’événement A
«Aucun individu de cet ensemble n’est atteint de la maladie M » donc la
probabilité de I’événement C est :

99 \"
p(C)—l—p(A)—l—(mj .

3. Soit pnla probabilité d’avoir au moins un individu de cet échantillon

atteint de la maladie M donc P = p(C).

a) lim p, = lim (1—(%) \J=1 ; car (19090

L’interprétation:

Si le nombre d’individus a tester est suffisamment grand; alors I’événement
est presque certain (de probabilité 1).

b)Ona: p ,20,9<1- 2 >0,9
100

p. 20,9 - 2| >-0,1
100

p,20,9< 2 <0,1 < In 2 <In(0,1)
100 100
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<nln 9 Sln(O,l)@nzm;car In 9 <0
100 99 100
In| —
100
< n > 229,13 <n2>230; car neIN.

Donc le plus petit nombre nd’individus a tester afin d’avoir p 2 0,9 estde

230 individus.

Corrigé 5

1) Le nombre d’équipes que I’on peut constituer est le nombre des sous-
ensembles de 3 éléments dans un ensemble de 7 éléments (Tirage simultané
de 3 boules d’une urne qui contient 7 boules indiscernables au touché):

7! _ Tx6x5x%x4!
4130 46

C’ =7x5=35

2) Calcul des probabilités des événements A, B, C :

A : “L’équipe est constituée uniquement d’hommes*’ (Le comité contient

4 hommes).
Cc 4
A —_ —4 —_
P(A) c 35

B : ’L’équipe est constituée uniquement de femmes > (Le comité contient
3 femmes).

c o1
B =—3=—
P(B) Cc 35

C : “L’équipe est constituée de personnes de méme sexe’’

p«3=(2+cgz4+1 5 1

C 35 35 7

Remarquons que I’événement C est vérifié si I’équipe est constituée
uniquement d’hommes ou uniquement de femmes. Alors C=AUB
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4 1 5 1
PC)=p(AUB)=p(A)+p(B)= __+ ==

D : L’équipe contient une femme au moins’’
Méthode 1 :

L’événement D se réalise si I’équipe est constituée de : (une femme et zéro
homme) ou (deux femmes et un homme) ou (trois femmes) et sa probabilité
est:

CixCl+CxCy+C)  18+12+1 31

D)= -
p(D) c 35 35

Méthode 2 :

Remarquons que I’événement contraire de I’événement D est : ¢’I’équipe
ne contient aucune femme’’. Alors ¢’I’équipe est constituée uniquement
d’hommes”’. Soit I’événement A. D’ou :
— 4 31
D)=p(A)=1-p(A)=1-—="
p(D)=p(A) p(A) 35 35
3. La variable aléatoire réelle X associe a chaque tirage le nombre d’hommes
dans cette équipe a) Loi de probabilité de X : I’ensemble de valeurs de X

est : X(Q)={0,1,2,3}

La loi de probabilité de X:

x. |0 1 2 3

p. |1 12 18 4

b) Espérance mathématique :

EX)=0x - t1x 242518 5, 4 _60_12
35 35 35 0 35 35 7
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Corrigé 6

Sur [0;1], 1a fonction f est continue et positive.
De plus L:f(t)dt =[], =1.

Donc f définit bien une fonction de densité sur [0;1].

Corrigé 7

1) Sur [0;1], 1a fonction f est continue et doit étre positive avec

jol f(t)dt =1 donc

jolktzdt =1

1
k
t3i| =1 d’ou 3° 1. Donc f définit une fonction de densité sur [0;1] si

2) p([0;0,5]) = j0°’5f(t)dt

p([0;0.5]) = jﬁ"’s 3tdt

=[¢]"
=05’
=0,125

Corrigé 8

a) Le fait de choisir un nombre au hasard entre -3 et 5 est une loi uniforme

1 1
de densité f défini pour tout te[-3;5]par f(t)= =—.
5-(-3) 8
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b) La probabilité d’obtenir le nombre supérieur ou égal a 3 est

p(X [3;5]) = jj%dt =5L83 = 0,25,

¢) La probabilité que le nombre choisi soit strictement inférieur a 1,
p(-3;1[ N ]o; 5])
p(J0;5))

sachant qu’il est strictement positif est p,_ (X <1) =

) r(J0;1)
p(]0;5])

Py (X<1 donc p,. ,(X<1) =

=0,2

co\u:lco\»—

Corrigé 9

1) La variable aléatoire T donnant I’heure d’arrivée de Abdellahi suit une

loi uniforme de densité f défini pour tout pour tout te[12;13]par
1 —

13-12

f(t)=

2) La probabilité que Abdellahi arrive avant Brahim est :

p(T €[12;12,5)) _j 1dt = 1 =0,5

3) La probabilité que Brahim attende Abdellahi plus de 10 minutes est :

2
13—(12+7)

ol [12+2%.13 = ["1at ¥ 1

60 1242 1 3

Corrigé 10

1.a)  p(T<10000)=p(T<10000)=1-e "1 - ¢, 49
b) p(T 2 15000) 1- p(T < 15000) 1- ( et 00005x15000) 0,47

©)
p(10000 < T< 15000) =p (T <15000)—p(T <10000) = 0,47 —0,40 = 0,07
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2) On a E(X)= m =20000 . On peut donc en conclure que la

durée de vie moyenne du composant électronique est de 20000 heures.

Corrigé 11

On note X cette variable (temps) qui suit une loi exponentielle

a) La probabilité que le temps de réparation dépasse deux heures est :

p(X22)=1-[ e dx=e? =0,135.

b) La probabilité qu’une réparation prenne au moins quatre heures, étant
donné que sa durée a déja dépassé trois heures est :

Pyos(XZ4)=p,..(X23+)=p(X=21)=¢" =0,368

Corrigé 12

a) Déterminons le paramétre A de la loi exponentielle T en déduire sa
valeur moyenne E(T).

Ona P(T<1000) = 0,095 équivaut a 1—e " =0,095 équivaut a

_ —In(0,905) o
1000

b) La probabilité conditionnelle :
P.. o0 (T >2000) =P, 00 (T >1000+1000) = P(T >1000) d’ot

>1000

P

_ (1071000 _ _(-107*)x1000 __ 0,1 _
1000 (T >2000) = ¢ =c =e"'=0,9

c¢) Déterminons, a 1h prés, la durée t,, telle que : p(T <t, /2) =0,5.0n a

1/2

p(T<t ,)=0,5 équivaut a

1-e "™ 20,50 " 20,5 < -0,0004x t,, =1n(0,5) donc
—In(0,5) \ \
=———>=1,733 donc t,,, = 2h a 1h pres.
27 0,0004 12 P
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

1 1
Soient A et B deux événements tels que p(A) = o et P(AUB)= >

1. Supposons que A et B soient incompatibles. Calculer P(B) .
2. Supposons que A et B soient indépendants. Calculer P(B) .

3. Calculer P(B) en supposant que I’événement A ne peut étre réalisé que

si ’événement B est réalisé.

Exercice 2

Une classe de 30 éleves agés de 16, 17 ou 18 ans comprend 21 garcons dont 3
agés de 16 ans, 15 agés de 17 ans et 3 4gés de 18 ans; on dénombre d'autre
part S filles agées de 18 ans, 3 filles 4gées de 17 ans, et une seule de 16 ans.

1) Reproduire et compléter le Sexe | Gar¢ons | Filles | Totaux
tableau d'effectifs ci-contre :

Age

16 ans
2) On choisit un éléve au hasard

17 ans

parmi les 30 éléves. Tous les éleves
ont la méme probabilité d'étre | 18 ans
choisis.

Totaux

Dans ce qui suit, les résultats
seront donnés sous forme de fraction irréductible.

a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A: « L'éléve choisi a 17 ans » ;
B « L'éléve choisi est une fille » ;

C « L'éleve choisi est une fille de 17 ans ».
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b) Définir par une phrase en francais les événements : AN\B et AUBpuis
calculer p(ANB) et p(AUB).

Exercice 3

Parmi les éléves d'un lycée, 64 % aiment le thé, 28 % aiment le café et 15%
aiment les deux.

On interroge un éléve au hasard, quelle est la probabilité qu'il :
A) Aime le thé mais pas le café ?

B) Aime le café mais pas le thé ?

C) Aime un seul des deux ?

D) N’aime ni le thé, ni le café ?

Exercice 4

Une boite contient 5 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules jaunes. On tire
simultanément 3 boules de la boite et on suppose que tous les tirages sont
équiprobables.

Calculez la probabilité d’obtenir :
a. Les trois boules ont la méme couleur.
b. Les trois boules sont deux a deux de couleurs différentes.

c. Le tirage contient exactement deux couleurs.

Exercice 5

Une expérience aléatoire est représentée par I’arbre

L e B
pondéré ci-contre : A <
0, B

On donne p(B)=0,38.

1) Compléter les pondérations.

0.4__p
2) Calculer p(ANB) et p(AUB). —< __
5]
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Exercice 6

Un livre contient 5 erreurs, numérotées de 1 a 5, et est relu par une suite de
relecteurs pour correction. A chaque relecture, chaque erreur est corrigée

avec une probabilité 3 Les erreurs sont corrigées de maniére

indépendante les unes des autres, et les relectures sont indépendantes les
unes des autres.

1. Quelle est la probabilité que I’erreur numéro 1 ne soit pas corrigée
a Pissue de la n-ieme lecture ?

2. Quelle est la probabilité que le livre soit entiérement corrigé a
P’issue de la n-iéme lecture ? Combien faut-il de relectures pour que
cette probabilité soit supérieure a 0.9 ?

Exercice 7

On considére une urne contenant 5 boules blanches et 3 boules noires. On
tire une a une et sans remise 3 boules de I'urne. Quelle est la probabilité pour
que la premiére boule tirée soit noire, la seconde blanche et la troisiéme
noire ?

Exercice 8

Un fabricant d’ampoules posséde deux machines, notées A et B. La machine
A fournit 75 % de la production, et la machine B fournit le reste. Certaines
ampoules présentent un défaut de fabrication :

- a la sortie de la machine A, 7% des ampoules présentent un défaut ;
- a la sortie de la machine B, 3% des ampoules présentent un défaut.
On définit les événements suivants :

- A : « ’ampoule provient de la machine A » ;

- B : « Pampoule provient de la machine B » ;

- D : « Pampoule présente un défaut ».
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1) On préléve une ampoule au hasard parmi la production totale d’une
journée.

a) Construire un arbre pondéré représentant la situation.

b) Montrer que la probabilité de tirer une ampoule sans défaut est égale a
0,94.

¢) L’ampoule tirée est sans défaut. Calculer la probabilité qu’elle provienne
de la machine A.

2) On préléve 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée a
la sortie de la machine A. La taille du stock permet de considérer les
épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a des tirages avec
remise. Calculer la probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut.

3) Dans cette question, la durée de vie en heures d’une ampoule sans défaut
est une variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle d’espérance 10000.

a) Déterminer la valeur exacte du parameétre A de cette loi.

b) Calculer la probabilité p(T > 5000).

¢) Sachant qu’une ampoule sans défaut a déja fonctionné pendant 6000
heures, calculer la probabilité que sa durée de vie totale dépasse 12000
heures.

Exercice 9

La durée de vie d’un appareil électronique est une variable aléatoire X ,
exprimée en heures, qui suit une loi exponentielle de paramétre 0.00026.

1) Quelle est la probabilité que la durée de vie de ’appareil soit de 1000
heures au maximum ?

2) En déduire la probabilité que la durée de vie de ’appareil soit d’au
moins1000 heures.

3) Sachant que la durée de vie de I’appareil a dépassé 1000 heures, quelle est
la probabilité que sa durée de vie dépasse 2000 heures ?

4) Sachant que D’appareil a fonctionné plus de 2000 heures, quelle est la
probabilité qu’il tombe en panne avant 3000 heures ?
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Exercice 10

Un groupe de 100 candidats ont passé un test d’inscription dans un centre
de formation professionnelle.

Le test est composé de deux épreuves obligatoires : une écrite et une orale.

Les résultats ont montré que : 60 candidats ont réussi I’épreuve écrite
dont 45 ont réussi aussi I’épreuve orale.

Parmi ceux qui ont échoué dans I’épreuve écrite 25 % ont réussi I’épreuve
orale.

On choisit au hasard un candidat de ce groupe et on considére les
évenements suivants :

A : «le candidat a réussi I’épreuve écrite» ; B : «le candidat a réussi
I’épreuve orale».

Pour chacune des questions de cet exercice, une seule des trois réponses
proposées est correcte.

N° | Question iéponse Eéponse Réponse C
1 | La probabilité p(A) est 0.6 0.45 0.25

2 | La probabilité p(ANB) est | 0.6 0.45 0.25

3 | La probabilité p,(B) est 0.75 0.45 0.25

4 | Laprobabilité p_(B) est 0.75 0.45 0.25

5 | la probabilité p(B) est 0.75 0.55 0.1

La durée de I’épreuve écrite varie de 20 a 60 minutes. On suppose
que le temps X, exprimé en minutes, mis par un candidat avant de
remettre sa copie, lors de cette épreuve, est une variable aléatoire qui
suit une loi uniforme.

6 La fonction de densité de X £(x) = i £(x) = i £(x) = i
est 20 40 60
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La probabilité que ce
candidat remet sa copie
apres 30 minutes est

O\ | -

N | =
S| w

Recopie sur la feuille de réponse et
compléte le tableau ci-contre en

Question
nO

choisissant la bonne réponse.

Aucune justification n’est
demandée :

Réponse

Exercice 11 (Traduit)

Dans une usine deux ateliers fabriquent
les mémes piéces. L'atelier A fabrique
en une journée deux fois plus de piéces
que l'atelier B. Le pourcentage de
pieces défectueuses est 4% pour
I'atelier A et 5% pour l'atelier B. On
préléve une piéce au hasard dans
I'ensemble de la production d'une
journée. Déterminer la probabilité de
chacun des évenements suivants :

A: La piéce provienne de 'atelier A;
B: La piéce provienne de I'atelier B;
D: La piece est défectueuse ;

C : La piéce provienne de I'atelier A
et est défectueuse ;
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Anra
E : La piéce provienne de I'atelier B
sachant qu'elle est défectueuse.
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Accompagnement au Bac

Dans les ouvrages de la collection ESSEBIL AU BAC- Mathématiques vous
trouverez :

ESSEBIL AU BAC - Mathématiques

v Des résumés de cours pour réviser rapidement et mémoriser les formules

v Des QCM pour I’entrainement et la maitrise des notions du programme

v Des exercices corrigés variés et progressifs pour tester et approfondir vos
connaissances

v Des exercices de synthése et des problémes non corrigés pour préparer
éfficacement I’épreuve du Bac.

v" Quelques traductions pour améliorer le niveau d’acquisition.
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