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Preface

Collegues Educateurs,
Chers éleves,

Dans le cadre des efforts visant a améliorer la qualité du systeme éducatif national
et en accompagnement de la révision des programmes de I'enseignement secon-
daire opérée en 2020 et des innovations nationales et internationalesy, I'Institut Pé-
dagogique National cherche a concrétiser cette tendance a travers I'Xration et

la publication d’ un manuel scolaire de qualité qui occupe une place

oix dans le

développement et 'amélioration des pratiques pédagogiques

Dans ce contexte, nous sommes heureux de mettre entr ins des éléves de la

5¢me dy secondaire , le manuel de mathématiqu Nsa rsion expérimentale .

)
Nous espérons que ce manuel constituera une i cieuse pour améliorer |'effica-

cité de construction des savoirs chez les éleves .

Tout en souhaitant recevoir de la part colfegues enseignants, toute observa-
tion, suggestion ou proposition de ndture a améliorer la version finale de cet ouvrage,

nous ne pouvons qu’adresser nos\vifs gfemerciements aux concepteurs :

|
L)

Mohameden O/ Bah Inspecteur de ’Enseignement Secondaire
Inspecteur de I'enseignement secondaire
Professeur de I’enseignement secondaire

Professeur de I’enseignement secondaire

Professeur de I’enseignement secondaire

Cheikh Ahmedou







AVANT - PROPOS

Chers collegues professeurs, Chers éleves,

L’institut Pédagogique National a le plaisir de présenter a la famille scolaire un projet de manuel de
I’éléve pour la 5éme année secondaire ; -séries C et D - conformément aux nouveaux programmes
réécrits selon la vision holistique.

Ce document a été réalisé dans des conditions marquées par 'urgence afin qu'’il soit disponible dés la
rentrée 2020 - 2021. Il sera ensuite amélioré, corrigé et mis a niveau dans sa prochaine version en
tenant compte de vos remarques et suggestions.

dans le programme suivant une approche pragmatique qui privilégie les aspects p etles

Il a été procédé a I'adoption d’'une méthodologie particuliére mettant I'accent sur les points essentiels
%ﬁ
savoir-faire.

Ce choix est traduit par la segmentation du programme en terme de chapitres (16) mise en

ceuvre d’une structure de chapitre permettant aux différents utilisateurs d'en
Cette structure est ainsi congue:

orme de résumé des points

* “ Faire- savoir” : permet de déterminer I'essentiel du chapitre so
essentiels et incontournables.

* “Savoir - faire ”: permet a I'éléve de mettre ses capacités
traitant des applications directes du cours et dans un de
de niveau avancé.

xercice, dans un premier temps, en
ieme temps en passant aux Exercices

Une revision de ce manuel a été réalisée en 2023, Jhs apres sa parution elle a assurée par :
Mohameden O/ Bah Mohamed Yahya 0/ Mohamed Abdallahi
Inspecteur de 'Enseignement Secondaire Inspecteur de 'Enseignement Secondaire

L’'IPN souhaite que les utilisateurs,de ce ptej &e manuel leur fassent parvenir leurs remarques et
suggestions constructives pour qwilfuisse en tenir compte dans la prochaine édition.

—

Les auteurs

Mohamed Yahya 0/ Mohamed abdallahi
ent Secondaire Inspecteur de 'Enseignement Secondaire

Mohame
Inspecteur de I'Ensei

den / El hadi Mohamedene / Meyne

Inspecteukd seignement secondaire Professeur de I'enseignement secondaire

Yesleck / Bamba / Tiyib Taregh / Ahmedou Salem
Professeur de 'enseignement secondaire Professeur de I'enseignement secondaire

Maquettiste:
Oumry Ahmed Bebba Maquettiste I.P.N
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Activité 1 :
a) Trouver la nature de chaque nombre en spécifiant le plus petit ensemble de nombres N; Z; D; Q et R

auquel il appartient :
5 5++/2
3v64; —; 4—-10; ——
4 442

b) Y a-t-il des nombres égaux dans cette liste ?

8 -36
; 2,6666; 3315 107

Solution :
a) N|Z|DQR| wive e~ \
3vei=3x8=214|C|E|E|E|E N
am-i-b® |dlglelele
4-10=—6 g € |ele|E
— €\ |/
z,ﬁgﬁﬁ ZlZlele|e
3 ¢ |Z
%:—24 e’ € 7
10-'=0,0001 |Z|Z|E D

b) Il n'y a pas de nombres égaux dans cette liste
Résumé de cours :
a) L’ensemble des entiers naturels N :

N = {0; 1;
L’ensemble N — {0}est ’ensemble des entier
b) L’ensemble des entiers relatifs Z:

;3;4;5;06;7;8;10;11;12; ...}
non nuls et se note N*

B 1.0 414D
£ 2;—1;0;+1;+2; ...}

Avec;
O Z, I'ensemble des entie
A Z_l'ensemble des entie

tifs positifs : Z, = {0; +1; +2; +3; ...}
latifs négatifs : Z_ = {...; —3; —2; —1; 0}
Et;

Z=17,UZ_etZ, nZ_ = {0}
est 'ensemble des entiers relatifs, non nuls et se note Z*
le Z, — {0} des entiers relatifs strictement positifs.

L )
O L’ensemble

QO 7Z; estlens

O Z estlen le Z_ — {0} des entiers relatifs strictement négatifs.
c) L’ensemble ges imaux relatifs ID:
D ={.;*¥548;...;0;..;2,127; ...; 3,4; ... JouD = {a X 10%; telqueaetn € 7}

O D, I'ensemble des décimaux relatifs positifs : D, = {a X 10"; telquea € Z,etn € Z}
O D_ I'ensemble des décimaux relatifs négatifs : D_ = {a x 10"; telquea € Z_etn € 7}

D=D,uD_etD, nD_ = {0}
O L’ensemble D — {0} est I'ensemble des décimaux relatifs, non nuls et se note D*
(O D} estl’ensemble D, — {0} des décimaux relatifs strictement positifs.
QO DI estl’ensemble D_ — {0} des décimaux relatifs strictement négatifs.
d) L'ensemble des rationnels relatifs Q:

Q={a/p telquea € Zetp € Z*}




Avec ;

O Q. I'ensemble des nombres rationnels relatifs positifs : Q, = {a/p; telquea €Z,p EZ’etaxXp = 0}
O Q_ I'ensemble des nombres rationnels relatifs négatifs : Q_ = {a/p; telquea €Z,pEZetaxXp < 0}
Q=Q,UQ et Q;NQ_= {0}

O Lensemble Q — {0} est 'ensemble des rationnels relatifs, non nuls et se note Q*
O Qj estl'ensemble Q, — {0} des nombresrationnels relatifs strictement positifs.
O QX est’ensemble Q_ — {0} des nombresrationnels relatifs strictement négatifs.

Exemple 1 :
13 13 -
- € Q car; - = 1,857142857142 ... = 1,857142
Remarque 1 :
Les nombres réels n’appartenant pas a Q sont appelés nombres irrationnels.
Caractéristique \

un nombre est irrationnel lorsque son développement décimal est illimité et non périodique
Ecriture fractionnaire d’'un nombre rationnel :

Exemple 2 :

Donner 'écriture fractionnaire des nombres rationnels ; x = 4, ﬁety =—-0,1928.
Réponse :

x = 4,735 = 1000x = 4735,735 = 4731 + 4,735 = 4731 + x = 1000x — x

1577
= 999x = 4731 = x = 4731 +999 = x = 233 \
y=-0,1928 = 10000y = —1928,1928 = -1 928 + (—O,?ﬁ) M928+y

= 10000y — y = —1928 => 9999y = —1928

e) L’ensemble des nombres réels R;

L’ensemble des nombres rationnels et des nombres irrationels stitue 'ensemble des nombres réels, noté R
O R, = I'ensemble des réels positifs L)

O R_ = l'ensemble des réels négatifs

Et;
R=R,UR_etR, NnR_ = {0}
O L’ensemble R — {0} est¥enséwmble de res réels, non nuls et se note R*
O R} estl’ensemble R, — {0}des hombres réels strictement positifs.
O RI estl’ensemble R_ — { nombres réels strictement négatifs.
Exemple 3 :

016887242097 ... € R ;est

périodique(n’est pas odique).
Et 7w = 3,1415926685897932384626433832795...€ R; b est Z)y by Q R

périodique
Ona: N c Z c D cQc R(le symbole C signifie inclus dans... ou sous-
ensemble de...).
f)Repérage sur la droite numérique

N 0 I M A

3} 0 1 X a

Soit la droite (D) munie du repére(0; I). L'ensemble des nombres réels permet de repérer la totalité des points
de la droite(D). Autrement dit ; il existe une correspondance exacte appelée bijection, entre chaque point d'une
droite graduée et unnombre réel unique. Ainsi, on peut donc définir Rcomme 'ensemble des abscisses des points
d’une droite graduée.




2) Avec les racines carrees &

Définition :

2
Soit a un nombre réel positif, on note va le seul nombre réel positif dontle carréestégalaa:(Va) =a

a.Régles de calcul :
Pour tout réels positifs aet b, on a;

NOVa? = (\/_)2 = qet\a® = (\/E)n (nentier)
OVa x b =+ax+Vb

mg=ﬁ

OWVa+b<va++Vb

OWa? = |a| (pour tout a € R)
b.Expression conjuguée : \
Exemple 4 :

L’expression conjuguée de : V2 + 1 estv/2 — 1

L’expression conjuguée de : 3 — 4+/5est 3 + 4v/5

L’expression conjuguée de : V5 + v7est\5 — /7

L’expression conjuguée de : 5v/3 — 3v/2est 5v3 + 32

cL’équationx* = a:

Sia > 0;il yadeux solutions; va et — va

Sia = 0;ilyaune solution; 0 . \

Sia < 0;1l n'y apas desolution. L
Exemple 5 :

1°) Simplifier : §; = 5v45 — /80 + 2v/180;S, = 5v/48 —

2°) Ecrire sans radicaux aux dénominateurs :

ot 23 4\/_ 3
Bz’ V-V’
Réponse :

1°) S; = 5vV45 — /80 + 2v/180 = 5V9 x 5 < V1 +2vV36 x5 =5x3V5—-4/5+2x6V5
— 4VSNG2\B = (15 — 4 + 12)V5 = 2375
—2V25x3+V9X3=5x4/3-2x%x5V3+3V3
~ 10V3 +3vV3 = (20 — 10 + 3)v/3 = 13V3

aux aux dénominateur son multiplie le numérateur et le dénominateur par

52=5m—2x/ﬁ+x/ﬁ=5

V3 +2 V3-2) ikt

23 3(V7+v3)  2V21+6 2V21+6 V2143
TVT-BA\(VABT ) 7-3 4 2

_ 42-3 —3)(5\/_ 3) _40-12V2-15V2+9 49— 27\/_
T 5V2+43  (5vV2+3)(5v2-3) 50-9 41

3) Intervalles et encadrements

a. Notion d’intervalle :

Définition :
Soita et b deux réelstelsque a < b ;
Un intervalle est un sous-ensemble de R caractérisé par des inégalités ( voir tableau ci-dessous)




Inégalité Representaion Intervalle
a<z<b |¢ [ ] —> z € [a; b
alz<b |* [ [ —> z€la; b[
a<z<b |e ] ] > z €la; b]
a<z<b |< ] [ > z €la; b]
] L
T>a (¢ [ »> z € [a; +oof
T>a |< ] » z €la; +oof
r<a |< [ > T €]—o00; al \
r<a |+ ] = rE€]—o00; al
rER |e > x € |—o0; +0o[

b. Centre et rayon d’'un intervalle :
Soit a un nombre réel, et soit r un réel positif. Pour tout nombre réel x on a;

x—a|<re-r<x—-as<rea-r<x<at+r&s
a est appelé centre de l'intervalle et r son rayon et, plus généralement ;

a<x<be|x-22 <2t
a+b b—a
CentrezT ; Rayon = >

c.Intervalles a branches extérieures :
a+b b—a
| >
2 2

;a+ 1]

xSaoux2b=>|x—

d. Distance et intervalles dans R :
a—+ b) - b—a

M. i

anSb(:)d(

a+b b a
a<x<b<=>d( )<

e. Interprétation géométri ue .
Smt a et b deux réels quelconq
Soit A et B les points d’abscisses
la distance AB.Ona:d(a;b) =

En particulier, si M est un p01nt

a‘g_ b) sur une droite graduée (d) munie d'un repere(0 ;).
tlves a et b. Par définition, la distance des réels a et b, notée d(a; b) est

—b|=|b—al.
isse x (x € R) alors, d(x;0) = |x — 0] = |x| = OM.

(La figure suivant eca> betx <0). M 0 | B A
Exemple 6 : t i — ;
Ecrire a l'aide d’inte . de la valeur absolue les X 0 1 b a
inégalités suivantes:
a)l<x<6; b)— x<-=3;¢)-2<x<5;d)-11<x<-1;e)-7<x<8;f)5<x<16
puis exprimer rme de distance
Réponse :
Disx<s6orellole -2 <e|r-<ido d(x )<
-5+ (-3 -3-(- /
b)—5£x$—3=>x€[—5;—3]=>|x— 2( )S 2( )<=>|x+4|£1d01‘1, d(x; —4) <1
2<x<5eoxe€] 2-5[<:>| _2+5| 5_(_2)4:)| 3 <7 d d( 3)<7
©) x x ' e X—g| =7 dot 2) =2
—11+(-1)| -1+11 10
d)-1ll<x<-l1loxel]-11; —-1[< [x — 3 < 3 <:>|x+6|<7=>d(x;—6)<5
7<x<8& e[7-8]<=>| _7+8‘<8_(_7)=>‘ 1|<15 d(-1)<15
e)-7sx<8=x ' SR ) *T31=7 ¥2)=7




fls5<x<16 = xe€l[5 16]<:>|x—5+216|§£_5<:>|x—22_1|g%@d(x; E)slzi.

2 2

4 rldvra .

Définition :

Soit a et b deux nombres réels.

a < bsignifie que b — a = 0 (b — a est un réel positif).

a < b signifie que b — a > 0 (b — a est un réel strictement positif).
a = b signifie que b — a < 0 (b — a est un réel négatif).

a > b signifie que b — a < 0 (b — a est un réel strictement négatif).
b. Ordre et opérations :

Propriétés :

Pour tous réels a,b,c,x ety,ona:

Na<bethb<ae=a=bh
Aa<beth<c=a<c
ONa<0et0<b=a<bh
Ax<yox+a<sy+a(aceR)
Ax<yox—a<sy-—a(a€R)
Nx<yeoxxa<yxa(a>0)
Nx<yoxXa=yXa(a<0)
Ax<yox+tasy+a(a>0)

x<yoSx+azy+
0<x<yet0<as<b=WI'ax < by
a<bhbs0e=0<-b<

0<a<beo0<ic<

ODDD DDDD

5) Avec la valeur absolue
Définition :

Soit x un nombre réel :

e

A |x| = x si et seulement six =0
A |x| = —x siet seulement six < 0

Régles de calcul :
Soient x,y,aetb desréels:

O lx[=0 x| = I Qx| = |x|"
Nljx|=0=x=0 y 64! N |x|<aes —-a<x<a
A x| = |—x| A _ u A |x]|z2ae= x< —aoux =a
O Vx? = |x| x| =yl —‘—y N |x—al<be=a-b<x<a+b
O Bl x Iyl =<yl | SNONY < 1+ b
Exemple7 :
Résoudre, dans I'ensemble de n res réels, les équations et inéquations suivantes :
a)|x| =7; b)|x| x—Al=1; d)|1-2x|=3; e)|x—5|<2; f)lx+1]=7.

Réponse : T}
aAlx|=7=x=-
b)|x| = —4:impo

x=7)=S={-77).

le = § = ®(il n’existe pas de solutions).

Jlx—4|=1 & 4=—-1oux—4=1)dou,x=30oux=5=85={3;5}.

d)|1-2x| = —2x=-30ul—-2x=3)dol,x=20ux=-1=S5={-1;2}.
e)x—5] <2 (2<x—5<2)dol,3<x<7=S=]3;7[
lx+1]|27x+1<-Toux+1=7)dou,x < —-8oux=>6=5 =]—00; —8] U [6; +0o].
Exemple 8 :

V12-4
Ecrire sans valeur absolue |3 — \/13| ; s_vaal’

Réponse :

Comme; 3 <13 =3 -+13 < 0.

Comme opp(3 —V13) =vV13-3> 0= [3 - V13| =V13 -3,
Comme;\/ﬁ—4<0€t5—m>0=>|\/ﬁ—4|=4—\/ﬁet|5—\/ﬁ|=5—m
_|Viz-4| _[Viz-4 _4-Vi2

5—v24| |5-v24| 5-+24




)
{ Exercices Généraux |

Ensembles de nombres

1.a) Les nombres rationnels suivants sont-ils décimaux ?
21 216 497 17 1

i (5t

b) Donner dans chaque cas, si la réponse est négative,
I'écriture sous forme de fractions irréductibles

2.Les nombres réels sont-ils rationnels ?
Décimaux ?  Entiers relatifs ? Entiers naturels ?

4 37 /50 2 5
— ;104009 ; —; — ; (V2—-1) ; —
25 10 \/8 ( ) V0,01

Calcul sur les puissances
3.0n pose a, b, ¢ des réels non nuls. Simplifier :

-2 -3.5 a“2p=5 &b (a‘2>_2_ (azb)3bzc3

suivants

a"*a3a

313Y( 251
—— (@) (a*h) ™, —; = | —
a~*a3a?’ " a3a~?’ a®\a~*
Mettre les résultats sous la formea™, a™b?Poua™b? c1.

4. Calculer et simplifier :

11 7\% /11 74°
=(5+5) -(F-5)
5.Sans calculatrice, simplifier :

2\ 1\3 (4x1073)?
A=(§) X181 B=(E) X T0,025
6.Effectuer les calculs suivants en donnant les résultats
sous forme de produits de puissances de nombres
premiers, simplifiés :

A= 43 _ 83 x(—45)7 _ 22x375x25
T(=2)57 T T (-15)6x103 © T T 10x32x53 "’
1 3y 1 16 X 1078 x 81 x 1075
p-(2-Fxt 6o i
3 4)715 2,43 x 103 X 256 x 10-12

Calculs sur les nombres premiers

7.Donner la décomposition en produit facteurs pre
140;2500;1 728 000 ('
8.a) Décomposer 84 et 630 en pro wteurs L
premiers,

b) En déduire le PGDC(84; 630)

2°) Ecrire sous forme i

3°)a) Trouver le Plus P,

PPCM (1624 ; 70);

b) En déduire 13 val
-3 4 -f - réductibl

B = 1624 + 70 (sous forme irréductible)

4°) Ecrire V1624 sous la forme avh

(a et b naturelseta > 1);

Ecriture scientifique

10.Donner I'écriture scientifique des nombres :

593,7; —0,051;35 x 10™*;-73,000

Identités remarquables et équations

11.1°) Montrer que :

Multiple Commun

exacte de :

2
3 est une solution de I'équation 3x% + x — 2 = 0,

y a — t — il une autre solution pour cette équation ?

" azc(bc?)3

a)x?=5;b)x?=-3;
3°) Résoudredans R:  4(2x — 1)? = 25(5 — x)%;
4°) Résoudre dans R : x+1)B—-x)=x+1.
12.1°) a et b sont des réels, développer :

A= (2a+3)*; B=(5b—-4)3
2°)x et y sont des réels, factoriser :

C=x3+8; D=y3-27

3°) x et y sont des réels, factoriser :
E=8x3+12x*+6x+1; F=27y%—54y” + 36y — 8.
Développement - Réduction - Factorisation -
équations produit-nul
13.1°) Développer et réduire :
A=43-2x)2—(2x - 7)(1-5%)

2°) Résoudre dans R :

x=2-+3
3°) Soit: € = —2x%+ 11x —

—16(x+1)=0;
x—2)(3—5x)=03x*—x=10

s quotients

16iRésoudre dans R les équations suivantes :

2 -3 bx2+2x_0_
a)x+1_x—2' )x+2 T
2x—5 x+1
)

x+1 2x-5

Mettre un probléme en équation et le résoudre

16.1°) Montrer que pour tout x € R:
x*=2x-3=(x+1(x—-3)

{x2—6x+5 =(x-1Dx-5).

2°) Trouver trois entiers consécutifs qui soient les mesures

des cotés d’un triangle rectangle.

17.Trouver deux réels dont la somme est égale a 22 et la

différence de leurs carrés est égale a 88.

Forme adaptée au probléme posé

18.0n donne P(x) = 5(x2 — 9) — (x — 5)(6 — 2x).

1°) Développer et réduire P (x).

2°)Factoriser P(x).

3°) Trouver la forme convenable pour résoudre les

équations : a)P(x) = 0;b)P(x) = —15;c)P(x) = 7x + 5.

19. Soitd = —x? + 4x + 21 (forme 1).

1°) Montrer que pour tout x, 4 = (7 — x)(x + 3)(forme 2).

2°) Montrer que pour tout x, A = —(x — 2)? + 25(forme 3).

3°) En choisissant la bonne écriture de A:

a) Calculer la valeur exacte de Apour x = 2 + 2.
b) Résoudre A = 0.

c) Résoudre 4 = 21.

e)Résoudre A = 7 — x.




20.Soit :
3xZ2+5x+2 o
= a1 (forme 1), définie pour x € E
=R\ {-2;2}.
1°) Montrer que pour tout x € E, A
5x + 14
=3+ 24 (forme 2).
2°) En choisissant la bonne écriture de A, résoudre
2
T x2—4
Calcul avec les quotients
21.Simplifier :
3 5 2
PR S
.1 01,1 4
4 + 3 2 + 3
22.Simplifier :
1 1 1

x—1 x+1 x2-1
23.Soienta, betc trois réels non nuls.

1 1 1 .
a) Ecrire — + 3 + — sous forme d une seule fraction
a c

1 1 1
b) Mont i —+—-+-—=0, alors:
) Montrer que si a+b+c alors

(@+b+c)?=a?+b?+c?
Le vérifier poura = 2, b = 3etc = —1.

c) La réciproque est -elle vraie ?
5

1—
24.Vérifier légalité 11+ x + x* +x% + x* = —
1
successivement pour x = 0,x = —1 etx = 3
Le démontrer pour x quelconque différent de 1.
25.Donner I'écriture fractionnaire de A = ;LZ + St
—x  x+1

26.Donne r la fraction correspondante au quotie

rationnel dans chaque cas : Y
x=2,ﬁ ;y=0,m ; Z= 4 .
Calcul sur les racines carrées

27.Simplifier :
a)(V2-3)(V2+3) ;

oOV32++V42 ; d)

28.Ecrire chacun des
dénominateurs :

V2-1

res suivants sans radicaux aux

2 1 V2 +43
S N PNy

29. a) Ecrire sans radicaux au dénominateur la fraction :
1

Vx+1+Vx

b)En déduire une expression simple de la somme :
1 1

1 1
N=-—+ + o ————
1 V2+vV1 V3++2 V100 + /99

1+/5

30.Le nombre : est appelé nombre d or, on le note ®

a) Comparer ¢ —let 5

b) En déduire que ¢ est une solution de I'équation x? =
x + 1, puis calculer ¢?

c) Montrer que pour tout entier natureln, gest une
solution de I'équation :x™*2? = x"*1 + x™

d) Calculer alors ¢2 et p*

Valeur absolue

31.Calculer chacun des nombres suivants :

|3 1|+ 1 1 t|5+1| |1 2|

5 3173721272 T 573

Et donner le résultat sous forme d’une fraction.

32.Ecrire sans valeur absolue les réels suivants :

2
33.Résoudre dans R les équations sui
a)lx+2|=5 ; b)|x+2|=-5

o2x -1 =3 ; d)|2x
34.Résoudre dans R les iné

-1 <3;
1

- §X >1
Calcul sur les inter
35.E s forme d’intervalles chacun des ensembles
suivants :
a) ]!m
b) L le I, des x telsque 0 < x < 51

ble I; des x tels que 2 < x
ble I, des x tels que x > —3
emble I; des x tels que —4 > x
3&0n appelle intersection de deux intervalles I et/
I'ensemble des réels qui appartiennenta / etaj.Onla
notel NJ.
On appellelaréunion de deux intervalles I et/ 'ensemble des
réels qui appartiennenta / ouaj.Onlanote I U J.
1°) Soit I = ]—5; 4] et J = [2; 7[. Déterminer I N J et U J.
2°) Soit K = ]—o0; 3[et L = [4; +oo[. Déterminer K N Let
KU L.
37.ATaide d’'un schéma adéquat, déterminer l'intersection
etla réunion des deux intervalles donnés :
a)l =]—o0;1[ et] = [—3; +o0[
b)I =]-5; +oo[ et] = [4; +oo[
)l =]—o0;1[et] =]1; +oo[

38.Donner sous forme d’intervalles ou de réunion
d’intervalles, les ensembles des réels x définis par les
conditions suivantes :

a)x < 3etx > -—1;

b)x >2oux<1

1
d)xsietx>—1;

e)x <3etx #—1;

fix eR\ {—\/E;\/E} cx €R.

39.Dans chacun des cas suivants,
intervalles I et ] sur une droite graduée.
Déterminer ensuite I N JetI U J:

représenter les




a)l =1-5;1[et] = [—;;6[
2
b)I = ]—2;—§[et] = [-2; +oo[
Q) = |—o0;v2[et] =]1,413;1,415]

Ordre dans R

40.Comparer les nombres réels suivants :

23 231 99 990 23 239

a) ﬁetﬁ ; b)ﬁetm, c)%et@

d)31et9% ; e) 2v3et 3VZ ; f)(V5) et5s

9) V3 —V2etV2 —V3 ; h)V13 —V8etV14 +V7
1)) ﬁetﬁ i )7 —3V5etV14 + 7
41.Dans chacun des deux cas suivants, ranger par ordre
croissant les réels :
28 25 27 28 28 26
%9 22826 25 ' 28
b)V17 +3V2 ; 4+V19 ; V5(vV3+2)
42.Soienta et b deux nombres réels de ]0; 1[
a) Quel estle signe de (1 — a)(1 — b)

b)C 1+1 t1+1
) Comparer 7 be ab

43.a,b et c sont des réels strictement positifs.
a+c

b et b+c
b) Comparer par les applications :
3 3+42 V7 N7 +V11
Doet—— ; 2)—=et————
7 7+42 V5 V5411
44.xet y sont deux nombres réels strictement positifs.

Démontrer les inégalités suivantes :

Xy
—+=2>2; b)six <yal , < <
a) y + e )six < yalors, x <. xy <y

1 1 1

<-+-; d)Jx+y<+vx+
©) x+y x y )Jx+ysx ﬁ
45.Démontrer que pour tous nomb¥es r aetb. | )
(a+ b))% =a®+3a%b + 3ab? + b3
On suppose de plus que, a et b son
qu'alors :
(a + b)3 a® + b3

<

2 2

a) Comparer

s. Démontrer

Valeur absolue s
46.a et b sont deux nom
a) On suppose que |a
En élevant l'égalité
que:la| X |b| = -
Que pouvez-vous d& signesdeaeth?

b) On suppose que a et b sont de méme signe, démontrer
qu’'alors, I'égalité (1) est vérifiée

c) Résoudre dans R I'équation ;

|x2 —3x + 1| = |x?] + |-3x + 1|

47.Résoudre dans R les équations :

a)|4x + 3| = 2;

réels.
= |a| + |b|(1)
cédente au carré, démontrer

b)—x — 1] = -2;

2x+3 3

3x—5| 11

e)

l2x+1|+|x—5/=6
dB3x+2|—|x-7=3;

48.Voici cinq fagons de décrire un méme ensemble
1°)x € [2; 6] (en termes d'intervalle)
2°)2 < x < 6 (en termes d’encadrement)
3°)|x — 4| < 2 (en termes de valeur absolue)
4°)d(x; 4) < 2 (en termes de distance)
5°)(représentation géométrique)
- +
2 \
Traduire de chaque fagon les ensemblesSuivants :
a)x € [2;6];b)x €11;5[;c)-6 < x
55e)[x+2|<2;f)3—x|<4
g)

positif) ;
Nx —a| <r|x—a|l=roulx —al>r
réels appartenant aux ensembles 4, B, C et D

és geométriquement par :

A
-+

o | PTIRE o - |
pes: | | P |
3 -1 3
-~ b | .
o i | | =y
=2 B S =

50.Représenter graphiquement et écrire sous forme
d’intervalles ou de réunion d’intervalles, 'ensemble des
réels x vérifiant ;
a)[x—2|<3;b)]2x—-1|<2 ; )Ix+2|=1 ; d)|x| >
1;e)]2x—3|=5 ; 1< |3x+1| <3
Calcul approché
51.S0itA(x) = 2x — 5.
Encadrer A(v2) sachant que :
141 <V2 < 1,42.
52.Dans chacun des cas suivants, déterminer des
encadrements de :
. . o2 1 X
Xty ;x—y,; xy,;x°; ; ; ;
a)2,1<x<22 et 33<y<34;
b)-15<x<-14 et 5<y<5]1;
c)-41<x<-4 et -09<y<-08.
53.0n donne 1,732 < +/3 < 1,733 et 2,236 < /5 < 2,237
Donner les meilleurs encadrements possibles de :

25 — 3v3
A=V5+2v3 ; B= %_




Chapitre 2 : POLYNOMES

-
Définition : Caractérisation

On appelle une fonction monéme (ou un monéme), toute fonction de la forme :F(x) = ax™ aveca € Retn € N
a est appelé coefficient du mondme et n le degré du monéme.

Exemple 1:
5
A(x) = 5x?, B(x) = —/3x, C(x) = —7x4;

D(x) = 13, E(x) =—-8x"7,  F(x)=4,85x5.
Les mondmes sont de degrés respectifs:2;1; 4; 0; 7; 3.

2) Les fonctions polynomes : «

Définition :

On considere comme fonction polynéme (ou un polynéme), toute somme algébrique de fonctignsSmondmes.
Exemple 2 :

F(x) = —7x* + 5x3 — 2x? +gx +/3 — 5x5.

2
H(x) = 3x? — 8 + 2x3 —3%- 5v2x°.

Simplification des fonctions polynomes :
Pour simplifier une fonction polynéme, on additionne tous ses mondmes de me

Exemple 3 :
Soit la fonction polynome : \

P(x) = —12x* +8 = 7x — 5x° + 4x* +8x — 16 + x> — 2x°.
Simplifier et ranger par ordre croissant P.

rés entre eux.

Réponse :
P(x) =8—16 — 7x + 8x — 12x? + 4x? — 5x3 + x3 — 2x3
=8-16+ (=7 + 8)x + (=12 + 4)x? — 2x°
=-8+x— B3 — 2x5.

P(x) = —8 + x — 8x% — 4x3 — 2x5.
3) Polynome simplifié et ordonneé .

a) La forme générale d’'une fonctjon poly duite et rangée dans I'ordre croissant :

La forme générale d’une fonc néme*rédilite et rangée dans l'ordre dans l'ordre croissant de ses

puissances est;P(x) = ay + a;x + a,

Exemple 2 :

Dans I'exemple 2, leggpolyndmes F (xJlet H (x) réduits et rangés dans I'ordre croissant de leurs puissances sont ;

—5x5; H(x) = -8 —%x + 3x2 + 2x3 — 52x°.

b) La forme générale ion polyndome réduite et rangée dans I'ordre décroissant de ses puissances :

La forme générale d'un@Tonction polyndme réduite et rangée dans 'ordre décroissant de ses puissances est :

P(x) = apx™+ - 3+ a,x% + a;x + ag ; 0Ua(ps<i<n) € Retn €N.

Exemple 3 :

Dans 'exemple qfolyn(“)mes F(x) et H(x) réduits et rangés dans 'ordre décroissant de leurs puissances

sont :F(x) = —5x° — 7x* + 5x3 — 2x? + gx ++/3; H(x) = =5v2x° + 2x3 + 3x2 — gx —8.

Exemple 4 :

Soit la fonction polynéme : F(x) = —7x + 3x% — 8 + 21x° — 11x + 5 — 7x% + 2x* — 6x5.

Simplifier le polynéme F et ranger-le dans I'ordre croissant puis décroissant des degrés de ses monomes.

Réponse :

Simplification :

F(x) = —7x+3x*—8+21x>—17x + 5 — 7x?

=—8+4+5—7x—17x +3x% — 7x? + 2x* + 21x° — 6x5.

X3 4 a,x™; ol Ai(0<i<n) € Retn € N.




Ordre décroissant :

F(x) = 15x° + 2x* — 4x? — 24x - 3.

QO P(x) = 0 (Mondme nul de degré non défini).

O P(x) = a (a # 0) (Forme particuliére d'un monéme constant de degré0).

A P(x) = ax (a # 0)(Forme particuliére d'un monéme du ler degré).

A P(x) = ax + b (a # 0)(b # 0)(Forme particuliére d’'un binéme du ler degré).

QO P(x) = ax?(a # 0)(Forme particuliére d’'un monéme du 2iéme degré).

A P(x) = ax? + b(a # 0)(b # 0)(Forme particuliére d’'un binéme du 2iéme degré).

QO P(x) = ax? + bx(a # 0)(b # 0)(Forme particuliére d’'un binéme du 2ié¢me degré).

QO P(x) = ax? + bx + c(a # 0)(Forme générale d’un trinéme du 2iéme degré).

A P(x) = ax3 + bx? + cx + d(a # 0)(Forme générale d’'un quadrinéme du 3iéme degré).
Exemple 5 : \
A(x) = % ; B(x) = _T;x ;0 C(x)=-3x+7; D(x) = —4x?; E(x) = —2V/3x* W7

4 1
F(x)=5,3x2—§x; G(x)=ﬁx2—2x+2; H(x) = 2x3 + x% — 5x + 3.

P(x) = ag+ ayx + azx? + azx3 + - + ax™
La suite ordonnée des coefficients : e
(ag; a1; ay; as;...; a,)est appelée la suite caractéristique dés c
Remarque 1 :
Les coefficients des puissances qui n’apparaissent pas dans I'écri
étant des zéros dans sa suite caractéristique.

Exemple 6 :

Soit le polynéme :
2 i
P(X)——1+5x—§x 4 44/3x% — x® — \9

re d'un polynome sont considérés comme

L’écriture compléte de ce polynom sten f:
2
P(x) = —1+5x+0 x x? —§x + +4\/_x —xb —

Et sa suite caractéristique est par équent : (—1; 5:0;— 5; 0; 4V3;—-1; —2)

Exemple 7 :
Soit le polynéme Rfx) =
Donner I'écriture comphig
Réponse :

L’écriture complet

x2=12x% + 9x7 — 2x'° réduit et rangé dans 'ordre croissant.
de ce polyndme, puis extraire sa suite caractéristique.

-0+4x+7x + 0x3 4+ 0x* — 12x5 4+ 0x® + 9x7 4 0x8 + 0x° — 2x10;
Et sa suite caracterlsthue est par conséquent: (0; 4;7; 0; 0;—-12;0;9; 0; 0; —2)

s

a) Somme et différence :

La somme algébrique (ou la différence) de deux polynémes A(x) et B(x)est un polynéme. Il est obtenu par
I'addition (ou la soustraction) des mondémes de méme degrés dans A(x) et dans B(x).




Exemple 8 :
Soient les deux polyndmes :

5 2
F(x)=\/§+§x—2x2+5x3—7x4—5x5 et H(x)=—8—§x+3x2+2x3—5\/§x9

Soit H(x) le polynome tel que : H(x) = F(x) + P(x). Calculer H(x).
Réponse :

5 2
H(x) =F(x) +P(x) = (\/§+ g%~ 2x% 4 5x3 — 7x* — 5x5) + (—8 — 3% +3x2% 4+ 2x3 — 5\/§x9>

5 2
=\/3_’+§x—2x2+5x3—7x4—5x5—8—§x+3x2+2x3—5\/§x9
5

= (\/§—8)+(§—§)x+(—2+3)x2+(5+2)x3—7x4—5x5—5\/§x9

1
=(\/§—8)—§x+x2+7x3—7x4—5x5—5\/7x9.

H(x) =F(x)+P(x) = (V3-8) —%x + %2 + 7x3 — 7x* — 5x5 — 5v/2x°.
Remarque 2 :

On peut aussi utiliser les suites caractéristiques de deux polyndmes pour les additi
obtenir ainsi la suite caractéristique du polynéme somme (ou différence).

Remarque 3 :
Le degré de la somme ou de la différence de deux polynémes de dleére

u les soustraire, et

ui du polynéme ayant le
plus grand degré.

Remarque 4 : g
Le degré de la somme ou la différence de deux polynémes de‘m egré, est inférieur ou égal au degré des
polyndmes.

Remarque 5 :

Deux polyndmes sont égaux, si et seulement si leurs sujtes garactéristiques sont égales.

Remarque 6 : ]
Un polynéme est nul, si et seulement sa suite cafactéristiqie est constituée de zéros.

b) Produit algébrique de deux polynémes :

Soit P(x) et R(x) deux polyndmes, et soit\Q( polynéme tel que Q(x) = P(x) X R(x). Pour obtenir le
polyndme produit Q (x), on mul “Nun deSmoRomes deP(x) par chacun des mondmes de R(x), on simplifie
ensuite en additionnant entre eux, tolis les mondmes de mémes degrés obtenus.

Exemple 4 :

Soit les deux polyn = —5H4x + 7x? 4+ 2x3 et Q(x) =1 —4x + 3x% — 6x3 + 9x*.
Calculer le polynﬁ@eP e :P(x) = R(x) x Q(x).

Réponse :

P(x) =R(x) x Q(x) = +4x + 7x% + 2x%) x (1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x*)
=-51 +3x% — 6% + 9x*) + 4x(1 — 4x + 3 — 6x3 + 9x*) + 7x%(1 — 4x + 3x% — 6x3 + 9x*h)

+2x3(1 — 4x + 3x% — 6x% + 9x*%)

=-5%x1-5 25 X 3x2 45X 6x3 —5X 9x* + 4x X 1 — 4x X 4x + 4x X 3x2 — 4x X 6x3 + 4x X 9x* + 7Tx2 x 1

—7x% X 4x + 7x? x 3x% — 7x2 X 6x3 + 7x? x 9x* + 2x3 x 1 — 2x3 X 4x + 2x3 X 3x? — 2x3 x 6x3 + 2x3 x 9x*

= —5+ 20x — 15x2 + 30x% — 45x* + 4x — 16x% + 12x3 — 24x* + 36x5 + 7x% — 28x% + 21x* — 42x% + 63x° + 2x3
—8x* + 6x° — 12x° + 18x7
P(x) = R(x) X Q(x) = =5 + 24x — 14x? + 16x3 — 56x* + 51x° + 18x7.
Remarque 7 :
Le degré du polyndme produit de deux polynomes est égal a la somme des degrés des deux polyndmes.

Remarque 8 :
Un polyndme peut étre donné sous une forme développée réduite ou non, mais il peut également se présenter
sous une forme factorisée.

Exemple 5 :
P(x) = (=5+ 12x — 6x)(15x% — 3x) ; Q(x) = (7 — 9x? — 4x3)(x + x3 — 4x*).




7) Le zéero d’un nome — Factorisation

a) Le zéro d’'un polynoéme :
Soit P(x) un polyndme. On appelle le zéro (ou la racine) du polynéme P, tout nombre réel a tel que P(a) = 0.

Déterminer les racines (ou les zéros) d'un polynéme P, revient a résoudre I'équation P(x) = 0.

b) Factorisation :

Si a est une racine d’'un polynéme P (x) de degré n > 1, alors P(x) est divisible par le facteur x — «, et il existe un
polyndéme R(x) de degré n — 1 tel que P(x) = (x — a) X R(x).

Remarque 9 :

Siag; aq; az;as;...; ap_q1 sontlesnracines du polynéme P(x); alors celui-ci est de degré supérieur ou égal a n.
Remarque 10 :

SiP(x) = agx™ + -+ ap_px% + a,_1x +ayest un polyndme de degré n, et si ag; ay; az; A3 ;...; Ay_q SONtlesn
racines de P(x), alors P(x) se factorise de fagon unique de la maniere suivante :

P(x) = ag(x —ap)(x —a))(x — az) .. (x — an_4)
Exemple 5 :

Soit le polynéme : P(x) = x3 — 3x — 18.

1. En calculant P(3), montrer que x = 2 est une racine de P.

2. Déterminer les réels a et b tels que : P(x) = (x — 3)(x? + ax + b)
3. En utilisant le discriminant A, factoriser si possible le trindbme du second degré
factorisation du polyndme P.

u, et en déduire une

Réponse :
1. P(3) =3*-3(3)—18=27—-9—18 =27 — 27 = 0.Donc; 3 est une raci
2. Détermination desréelsa et b : \
A°/ Méthode 1 (La division euclidienne) “
x*-3x-18 x—3
T3 +3x2 ¥ +3x+6
3x2—-3x—18
F3x% +9x
6x—18 e
+6x + 18
=0
= PX)E Lk —2)(x?> +3x+6)

B°/ Méthode 2 (Identification) "}
\P(x) = (P-3)(x2 + ax + b)

=%3 +ax? 4+ bx — 3x% —3ax — 3b
=x3+(@-3)x*+ (b —-3a)x—3b
=x3-3x—-18
1=1
a—3=0=a=3
b—3a=-3=>b—9=-3=b=6
—3h=-18= -3 x6=-18
= P(x) = (x—-3)(x?+3x+6)

=

C°/ Méthode 3 nt de Hérner)
PG) = x* — 3x P (x) =x3’—3x—18=x3’—3xz+3xz—3x—6x+6x—18
x—3 x—3 x—3
x*(x=3)+3x(x—3)+6(x—3) (x—-3)x*+3x+6)
= ~—3 = ~—3 =x*+3x+6 = P(x)

= (x- 3)(x2 +3x+6)
Pour factoriser x2 4+ 3x + 6, on résout 'équationx® + 3x + 6,0ona; A= (3)2 —4X1Xx6=9—24 =—13
= A< 0 dong, pas de solution pour I'équation d’ot, x? + 3x + 6 n’est pas factorisable.

Exemple 6 :
Développer, réduire et ordonner le polynéme P(x) = (x — 1)(1 + x + x? + x3)




Réponse :

PO =(x-DA+x+x2+x)=x1+x+x?>+x3)-1xA+x+x2+x3)
=x+x?+x3+xt—-1—-x—-x2—-x3=x*-1

Exemple 7 :

Soit f(x) = x* + 4. En écrivant f(x) = x* + 4x% + 4 — 4x?

Mettre f(x) sous forme d’un produit de deux polynémes du second degré.

Réponse :

fO)=x*+4=x*+4x?>+4—4x% = (x? +2)2 — (2x)? = (x> + 2 + 2x)(x% + 2 — 2x)

=(x2+4+2x+2)(x? = 2x+2).Dou: f(x) = (x? + 2x + 2)(x? — 2x + 2).

8) Courbes algéebriques du second degreé

a°) Types et classement :
Le plan euclidien Pest rapporté a un repere orthonormé.

Définition :

On appelle courbe algébrique du second degré (ou conique) I'ensemblel'des points M (x
coordonnées vérifient une équation générale du second degré du type :

ax? + by? + cx + dy + e = 0 (ou les coefficients réels a, b, ¢, d et e ne sont pas tous nuls).
Les courbes algébriques du second degré dans le plan peuvent aussi définir deux type
Coniques dégénérées : telles que le cercle, une droite, la réunion de deux droites séc
isolé ou I'ensemble vide.

Coniques propres : telles que la parabole, I'ellipse ou I'hyperbole (I'ellipse e
a centre)

Nan, dont les

ou paralleles, un point

sont appelées coniques

Si Conique propre
ab =10 Une parabole Une droite ou la réunion d
ab = 0 Une ellipse
ab < 0 Une hyperbole

b°)Coniquesdégénérées :

Quelques exemples :

Soit I' la courbe algébrique d’équation ax? + by x+dy+e=0

(ot les coefficients réels a, b, ¢, d etyg ne sont\pasdos nuls) dans un repére orthonormé(0;7,7).

Exemplel:(a=b=e=1 et 0)
x2+y?2+1=0& x%+y?=—1ce Qui estimpossible, donc T = & '’ensemble vide, (conique dégénérée)

Exemple3:(a=1, b =07et e =-1)
2 <

x“—-1=0sx=1

d’équations :Aq: x = A,: x = —1, (conique dégénérée)

Exemple4:(a=4fb=—-1et c=d=e=0)

4x2 —y2 =0 y)(2x+vy)=0& y=2xo0uy=—2x,doncT = A; UA,ou A, et Aysont les droites

sécantes d’équabigi® A ;: y = 2x et A,:y = —2x, (conique dégénérée)

Exemple5:(a>0, b>0et c=d=e=0)

ax?+ by? =0 & x =y = 0,donc T = {0} 'origine du repére, (conique dégénérée).

Exemple6:(a=b=1, c=-2,d =4 et e =—20)

x2+y?—2x4+4y—-20=0x>-2x+1-1+y?+4y+4-4-20=0 (x —1)? + (v + 2)? = 25,

donc Test le cercle de centre Q(1; —2) et de rayonr = 5.

c) Coniques propres :
= Parabole:

Définition :
Soit P une courbe dans le plan. On dit que P est une parabole si et seulement s’il existe un repere orthonormé
(0;7,]) dans lequel 'équation de P est de la forme : y? = 2px,ou x? = 2py ; ol p est un réel fixe.




La forme : y? = 2pxou x? = 2py est appelée équation réduite de la parabole P.

Le nombre |p| est le parameétre de la parabole, O étant le sommet et de la parabole.

Propriété 1 :

Si la transformation d’écriture de 'équation ax? + by? + cx + dy + e = Oraméneaune équation du type :

Y — ¥0)? = 2p(x — xo) ou (x — x5)% = 2p(y — yo) ou p est un réel fixe. Alors il s’agit d’'une parabole de sommet
Q(x0; ¥Yo)-

Exemple 7 :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé(0; 7, ). Montrer que la courbe P d’équation :

2y? + 12y — x + 19 = 0 est une parabole puis déterminer le paramétre et le sommet de P.
Réponse :

2y2+12y —x+19=02(2+6y+9-9)—x+19=0
& 2(y+3)2-18—x+19=0

S2(y+3)2=x—-1

o @+3P=a(x—1) = (y +3)?

2
1 X=x-1 2 1
= Z(Z)(x— 1),0npose{Y=y_|_3 = Y° = Z(Z)X
Donc I'équation de P est de la forme Y? = 2pX dans le repére(Q;7,]). D’ou ne parabolede sommet

1
Q(-3; 1) et de parametre 7

Exemple 8 :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé(0;7, ). Montrer §u

est une parabole puis déterminer le parametre et le sommet de P.
Réponse :
x2-2x—4y-3=0x*-2x+1-1-4y-3=0 (x—1
S x-1Dr2=4@y+1).

—4y—-4=0(x-1)2=4y+4

X=x-1
On pose {Y _ ; 1= X = 4Y. D’ou Pest une parabole ofmet Q(1;—1) et de parametre 2.
= Ellipse:
Définition :
Soit E une courbe dans le pla Wue ellipse si et seulement s’il existe un repere orthonormé
2 2
(0;7,]) dans lequel I'équation de E la forme :x—2 + y—z = 1; ouaetb sont deux réels distincts.
a? " p

2 2

y
2

La forme

= 1 est appelé équation réduite de I'ellipse E .

Le point O(0 ; 0) origin

Remarque 11 :
Lorsque a = b I'équati

le centre de l'ellipse E.

e 'ellipse devient celle du cercle de centre O et de rayon a. Mais le cercle n’est pas une

ellipse. C’est une copique dégénérée. aly

Exemple 9 : B

Soit E la courbe @égftation 4x2 + 9y% — 36 = 0 /:“\

4x? +9y? —36 =0 & 4x2 +9y? =36 [T 0 AT e
4x2 9y2 x2 yz x2 yz —5 -4 42 41 0 T 4 5

E est une ellipse de centre 0(0; 0)

et de sommets A(3;0), A'(—3;0), B(0; 2) et B'(0; —2) =

Propriété 2 :

Si la transformation d’écriture de 'équation ax? + by? + cx + dy + e = Oraméneaune équation du type :
(x=x0)*  (=0)°
a? * b?
Alors il s’agit d'une ellipse de centre Q(x; yo)

= 1; ol a et b deux réels distincts strictement positifs.




Exemple 10 :

Soit Ela courbe d’équation 4x? —8x + y2 —4y —8 =0

4x2 —8x+y?—4y-8=0=4(x>-2x)+y*>—4y—-8=0
4(x?2—2x+1)—4+y*—4y+4-4-8=0
4x—1)2+(y—-2)2%-16=0=4(x-1)>2*+(@y-2)2 =16

4x-1?% (y-2)° (x-1)?* (y-2)?

6 16 13 toig ! 5
(x-1)* (y-2) X=x-1

7 + YR 1; on pose {Y _ 5 et a(1;2)

2 2
'équation de E dans le repére (Q;7,)) est )2(—2 + % = 1. Donc E est une ellipse de centre Q(1; 2)

Les sommets de E dansle repére (Q;7,)) sont: A(2;0), A'(—2;0), B(0; 4) et B'(0; —4).
= Hyperbole:

Définition :

Soit Hune courbe dans le plan. On dit queHest une hyperbole si et seulement s’il existe un r orthonormé
.. e x* y? x*  y? X .
(0;7,) )dans lequel I'équation de H est de la forme : i 1 Uz T T et b deux réels

distincts strictement positifs.

X2 2

la forme Z +1 est appelé équation réduite de I'hyperbole H.

Le point 0(0; 0) origine du repére est le centre de I'hyperbole
X2 y?

Les points A(a; 0),A'(—a ; 0) sont les deux sommets de l'hypez 'é uation; = 1
2 2

Les points B(b ; 0), B'(—b ; 0) sont les deux sommets de I'hyper H d'équation— - Z—Z =-1

Les droites d’équations y = é ety = — é sont appelées a ptot de I'’hyperbole H.
Exemple 11 :

Soit H la courbe d’équation 9x2 — 4y? — 36 =
9x% — 4y? — 36 = 0 soit 9x2 — 4y? = 36
9x2 4 2 x2 2 2 2
. AR TN P AR I N A
36 36 4 9 32

Donc H est une hyperbole de cent :0)
Les sommets de H sont A(2; 0), A4 ;0)

3 3
Les asymptotes de —x etly = — 5X

Propriété 3 : Y

Si la transformation re de 'équation ax? + by? + cx + dy + e = 0 rameéne a une équation du type :

(x=x)* (=0
a2

Alors il s’agit d’

Exemple 12 :

Soit H la courbe d’équation 4x2 —8x —y2 —2y —13 =0

4x2 —8x—y?—2y—-13=0=4(x?-2x) - (y*+2y)—13=0

4(x2—2x+1)—4—(y*+2y+1)+1-13=0 gl
Ax-1)2—(+1)2-16=04(x— 12— (y+1)? = 16 M,
4(x — 1)? +1)2 —-1)? +1)2 —-1)? +1)2 #
G- O+ -1 D @-DP gD 7

16 16 4 16 22 42 05
0 X =21 et —1). L'équation de H dans le repere (@ ; 7 Y g

npose-{y y+1et ( ).L’équation de H dans le repére (Q; 7,)) est CPARY / ;3

=1.
H est une hyperbole de centre Q(1;—1)
Les sommets de H dansle repére (Q;7,]) sont: A(2;0), A'(—2;0), ses asymptotes sont d’équations y = 2x.




Exercices Généraux |

1.Soit les quotients réels :

3x+7
Q(x)=x+2

5x% —7x + 4
R(x)——x_1
K()_—4x2+3x—12

Ve A D -2)

3x3-2x2+x—-6

M(x) =

x(x +2)(x —3)
En utilisant les méthodes de l'identification, de la division
euclidienne et du tableau de Horner, déterminer

O Lesréels a et b tels que :

_ b
Q(x)—a+m

O Lesréelsa,b et c tels que :

c
R(x)=ax+b+x—

-1
O Lesréelsa,b etc tels que :
_ b c
K(x) —a+m+x_2
O Lesréelsa,b,cetd tels que :
_ b c d
M(x) —a+;+m+x_3
2. 0n donne I'encadrement :
523 <x<524;
Et on donne :
7x +3 2x2—-3x+8
y= 9—x et z= x—3
Ecrire y sous la forme :
_ b
y=etg—y

Ecrire z sous la forme :

c
z=ax+b+——=
x—3

En déduire des encadrements pour yet
3. 0On considére le polynéme :
P(x) = 9x2

1) Montrer
2) Résoudre

5.5 oit P le polynéme défini par : P(x) = x> —x* —3x+3
1) Calculer P(2)

2) Factoriser P(x) (3 méthodes)

3) Résoudre I'équation P(x) =0

4) Résoudre I'inéquation P(x)<0

6.Reprendre les questions de I'exercice précédent avec

P(x)=x%+8x-9.

7. On considere le polyndme P (x) tel que :
P(x)=x3+6x>+11x+6

1°) Calculer P (—1)

2°) Calculer les réels a et b tels que

P(x) = (x+1)(x*+ax +b)

3°) Factoriser P(x)

8.Développer, réduire et ordonner le polynéme P(x) =
(=D +x+x2+x3).

9.S0it f(x) = x* + 4.

En écrivant f(x) = x* + 4x? + 4 — 4x2,

Mettre f(x) sous forme d'un produityde deux polynomes
du second degré.

10.Soit les fonctions rationnelles ;
—5x3+12x> —x—6

fe) = 2x+3
_B-x*-90)(x+1
90 = (2x — 7)L5x?

existent.

11.Soit Iafonction irfati = V2x—7.
Détermiper Yes valeurs réelles pour lesquelles hexiste.

un des cas suivants.

e type de conique (propre ou dégénérée)
r son équation.
b)Donneér I'équation réduite, préciser la nature et les
éristiques (sommets, centre, asymptotes
yentuelles).
1)4x% + 9y2 — 36 = 0.

2)x*+y?+4y+5=0.
3)x2—y%2 —4y—4=0.

4)9x? —y?2 + 18 = 0.

5)9x% +4y?2 —36x+8y+4=0.
6)y?+4y +5=0.
Nx?+y?—2x+4y+1=0.
8)x2+y?+4x+2y+5=0.
9)4y? — 24y +x + 36 = 0.
10)x% + 5x + 6 = 0.

11)4x2 —y2 +x + 4y — 48 = 0.
12)x2+ 6x +y = 0.
13)2x2—y—4=0.

14) 2x? + 2y? = 5x + 4y — 6 = 0.
15)4x% —y? — 2y = 0.

16)x% +y? + 4x — 6y — 17 = 0.

17)x2+y2 +4x+ 6y — 13 =0.
18)x2 +y?2+4x+9=0.




Chapitre 3 : CALCUL VECTORIEL

==

Définition :

Soient A et B deux points.

1. Si A et B sont distincts, le vecteur 7 = AB est déterminé par;

e Une longueur ; celle du segment [AB] appelée norme de U ;

e Une direction ; celle de la droite (4B) ;

e Unsens; celui de A vers B.

2.Si A et B sont confondus(A = B) le vecteur i = AB est le vecteur nul, il n’a pas de direction ni sens et sa
longueur est nulle

Remarque 1 :
Deux vecteurs u’et ¥, sont égaux s'ils ont :

e Laméme longueur;

e Le méme sens;

e La méme direction.

Deux vecteurs U et U sont opposés s'ils ont :
e Laméme longueur;

e Laméme direction;

e Deux sens contraires.

a) Relations vectorielles :

Pour tout point A du plan P, on a: A4 = 6(Vecteur nul).

Pour tous points A et B du plan P, on a :—AB = BA (ﬁ estl'op Xﬁ).
Exemple 1 : A I B

Sur la figure ci-dessus, donner ;
—_
= Tous les vecteurs égaux au vecteur AM;

= Tous les vecteurs égaux au vecteur Al; L

—_—
= Tous les vecteurs opposés au vecteur AL.

Réponse : P 2

7 = T8 = Wl = 70 = 0] = GR= DK =KC; 4l
= Vecteurs opposés AaAL: —AL DL = !ﬁ=m=ﬁ=ﬁ=ﬁ.

b) Somme de vecteurs :
Pour additionner des vecteurs, o
Pour tous points A4,

Pour tous points 4,
onaAC = MC — MA
Exercice 1 :
Démontrer la deuxig

Exemple 2 :
ABCest un triangle non aplati, P et Q sont deux points du plan définis par :

3?4’—23_C’=4ﬁ’et2Q_A’+§B_c’—4Rj=ﬁ

En utilisant la relation de Chasles, exprimer BP et BQ en fonction BA etBC
Réponse :

3PA — 2BC = 4BP = 3PB + 3BA — 2BC = 4BP = —3BP — 4BP = —3BA + 2BC
. o, 3, 2,
= —7BP = —3BA+2BC = BP = BA—_BC

u plan P, et pour tout pointM € P, A
particulier; 0 € P = AC=0C—0A4A.

écriture de la relation de Chasles.

P

2QA+§BC—4BQ =O=>2QB+ZBA+§BC—4B

S
I
ol
U
0
3|

QO

—_— — 1—)
—4BQ = —2BA —§BC

1 2 1
= —6B( = —2BA—3BC = BQ = -BA+-BC

18




Exemple 3 :
Soient 4, B et C trois points distincts, et soit M un point quelconque du plan tel que ; S5MA = —2MB + 7MC.

En utilisant la relation de Chasles, montrer que les points 4, B et C sont alignés.
Réponse :
SMA = —2MB + 7MC = 5MA = —2MA — 2AB + TMA + 7AC
= SMA = —2MA + 7MA — 2AB + 7AC = 5MA = 5MA — 2AB + 7AC

—

= SMA — 5MA = 2AB + 7AC = 24B + 7AC = 0

—_ e s T s
= 2AB =7AC = AB = EAC = AB et AC colinéaire = A, B et C alignés.

c) Egalités vectorielles et configurations de base :

% Milieu et vecteurs :

= Milieu d’'un segment et vecteurs :
Soit [AB] un segment de milieu I, on a:
> Al =1B = AB

> AB—ZAI—ZIB
> IA+1B=0.

Pour tout point M du plan P, on a:
> MA + MB = 2MI ;
—_— 1, — R p—g
> Mi=_(MA+MB)
Exercice 2 :
Démontrer la derniere propriété.

= Milieux des cotés d’'un triangle et vecteurs :
Soit ABC un triangle. I et ] les milieux respectifs de [

> I_])=%Rz;

> BC = 2I] 5
Exercice 3 : “
Démontrer cette propriété.

» VM € P = MA + MB + MC = 3MG[5]

Exercice 4 :
Démontrer les propriétés précédentes.




< Parallélogramme et vecteurs :
ABCD est un parallélogramme de centre O ;

& AB =DC et AD = BC ;
& AC = AB + BC = AD + DC;
(:)ZZZ=Z§+ZI_));

& A0 = 0C et DO = OB.

Exemple 4 :
Soit ABCD un quadrilatere. I; J; K; L; M; N les milieux respectifs de [AB]; [BC]; [CD]; [DA]; [AC]; [BD].
1°) Démontrer que les segments [IK] ; [JL] et [MN] ont le méme milieu G. C

2°) Démontrer que :GA+GB +GC +GD = 0.

Réponse :

1°) Dans le triangle ABC,ona: ] = %ZZ" et dans le triangle ACD, ona: LK = 0J
LAC;

2

doncIj = LK. Alors IJKL est un parallélogramme. D’ou[IK] et [JL] ontle
méme milieu.

Dans le triangle ACD,on a: LM = %m‘) et dans le triangle BCD,on a: ﬁj =

%ﬁ,donc ;LM = W ; alorsLMJN est un parallélogramme. D’ou[/L] et [MN] on

Par conséquence les segments [IK] ; [JL] et [MN] ont le méme miliey G.
2°) OnaGA +GB +GC +GD = (GA+GB) + (GC +GD)
= 2GI + 2GK = 2(GI + GK) = 2(0) = 0. Donc, GA + GB + GC* &

Exemple 5:
Soit ABC un triangle. M un point n’appartenant ni a (AB), nia (4

1°) Construire les points A" ; B’ ; C’ tels que MABA’ ; MBOB; MCA
parallélogrammes.
2°) Démontrer que M est le centre de gravité du trian 'B%’.
Réponse :

1°) Construction

2°)Ona: MA’ + MB' + MC' = AR
Donc, M est le centre de gravit

nia (BC).
soient des

Exemple 6 :
Soit ABC un triangle quelconque.

milieu de [BC], G le centre de gravité du

triangle ABC, D et els ;ﬁ = gﬁ et BE = %ﬁ
On note I le milieugde [D
1°) Faire une figure i nt les données précédentes.

2°) a) Montrer que %E + %R

3°) a) Démonte points 4, A’ et [ sont alignés.
b) Démonter que le point G est le milieu de [AI].
4°) Prouver que les droites (BC) et (ED) sont paralléles.

Réponse :
1°) Une construction

2°a) Calculonsﬁpar deux chemins :
Al = AB + BE + EletAl = AC + CD + DI = 24l = AB + CD + AC + BE + EI + DI

=>227—Z‘§+1E+A_’C+1R=>227—4E+4R=>ZT—1(4E+4ZE>=>A_I’—ZZ§+ZA_C'
=AB +3 3 =348 +3 =2(348+3 =34B+3

b)AA = - (4B + AC
)AA" = > (AB + AC)




3°a) Al = ZAB +ZAC = §(AB +AC) = AB+ AC = EAI.

—_— 1 — —_ —_— —_—

AA" = E(AB +AC) = AB + AC = 2AA'2]
De[1]e{2]on a ;%A_f =244 = Al = gﬁ = AA’et Al sont colinéaires = A, A’ et ] sont alignés.
b)G est le centre de gravité du triangle ABC et A’ est le milieu de [BC] = AG = %A—A” = A4’ = %ﬁ

comme on a déja Al = §AA’ = AA = ZAI = EAG = ZAI = AG = EAI =6G=A%*1
4°ona;ED =EB+BC+CD = —§AC+BC+§AB =§CA +§AB+BC =§(CA+AB)+BC
= §CB + BC = —§BC + BC = (1 - §) BC = ED = §BC = EDetBC( sont colinéaires = (BC)//(ED)
% Configuration de Thalés-Milet et vecteurs : \

= Premiére version Thales :

Dans le plan P, on donne les deux droites (AA") et (BB") sécante en O de sorte que ;
0A’ = x.04 et OB = y._O?

Alors ; les coefficients de colinéarité x et y sont égaux si et seulement si les droi

paralleles.Dans ce cas; A'B' = x. 4B

Démonstration :

e x=y= AB =0B —0A =x.0B — x.04

= x.(0OB - 04) = x.AB

= (A'B")//(AB).

e (A'B")//(AB) = 3k € Rtel que A'B’ = k.
A'B'=k.(OB — 04) = k.0B — k.0A =5 AB’ #k.OB — k.0A[1]

D’autre part on a déja; A'B’ = x)QB - y. e

x # kouy # k = 04 et OB sonteplMéaires ce qul‘est en contradiction avec les hypothéses. Donck =x =y

Remarque 2:

1°) Si les vecteurs 0A et 0A’ d'u rt, OB et OB’ d’autre part, sont de méme sens, on a;
04’ OB’
. =047~ 0B
oA’ 0B’ .y
Sous ces conditions, @ pourra énoncer : a = E = (AB)//(A B )

2°) De méme, es vecteurs OA et OA’ sont de sens contraires, ainsi que OB et OB’ ;

_ OAI t !
=T 047" 0B
0A" _ 0B’ ;o
Sous ces conditions, on pourra énoncer TOA = OB & (AB) //(A B )

= Deuxiéme version Milet :
Dans le plan P, on donne le point O et les deux droites paralleles D et D' de sorte que 0 € DetO ¢ D'.

Soient AetB deux points de D et A’ et B' deux points de D’ tels que :04’ = x. 04 et A'B’ = y.AB.

Alors les points 0, B et B’ sont alignés si et seulement si les coefficients de colinéarité x et y sont égaux.

. 07 -
Dans ce cas, onaaussi; OB’ = x.0B.




Démonstration :

iD i’
® Supposonsquex =Yy ! H
S, . ! B
Ona:0B'=0A'"+A'B' = OB' =x.0A+x.AB ! -f
SN . — O W
=x.(0A+ AB) = x.0B ,3/-" .....

= 0, B et B’ sont alignés.

¢ Inversement, lorsque O, B et B’ sont alignés, d’apres la version 1 (Thalés), les trois coefficients de

proportionnalité (de oA par rapport a 04, de 0B’ par rapport a OB, de A'B’ par rapport a E), sont égaux.

Exercice 5 : 3
Soit ABCD un parallélogramme non aplati et I le milieu de [BC]. On désigne par

E le point d’intersection de (Al)et (CD). Montrer que C est le milieu de [DE].

Solution :
ABCDest un parallélogramme non aplati, alors (AB)//(CD)etA_B) =D([1]

E € (CD) = (EC)//(AB).

(EC)//(AB) B Al Bi =1IC

= BACE est un parallélogramme = AB = CE|2
Dee@,ona;ﬁfzfﬁﬁCzD*E.

d) Produit d'un vecteur par un réel :

*VI_ZEV=>{ ‘fjﬁ;g «VILTEV,Va,BER= | (a+

—-lu=-u

Exemple 7 : B
1°)Sur la figure ci-contre, compléter ;

ZZ’+W:-~-;W+W:~~-‘IKT=- V4

AM+]JN=-;AD + Al = ;K] ™KL% --; C] + PM = ---. I

2°) Compléter :

Al +BN = ..] AN =Qj,C..+..0=DA.

3°) Compléter parle nompu€’qui convient ; &

DG = DB, 40 = ---

Réponse :
1°) On complete :

AL +AM = AL +LQ = AQ ; AM + DP = AM + MB = AB ; AM + PC = AM + MO = 40,

AM +JN =AM + MA=AA=0;AD + Al = AD + DK = AK,K] + KL = Kj + JI = KI,Cj + PM = CJ + JI = CI.
2°)0On complete :
AI+BN=.]=A+IM=AM =Nj;AN+ - =4C = AN+AQ=AC;+IN=Q = QN +IN =0J ;
C..+..0=DA=Cj+KO =DA.

3°) On complete :

—

4 ., 1
BO;DB=§><DN; CP:—EXAO.

N w

DQZZXDB; A0=§XAP; BQ=




e) Vecteurs colinéaires :

\
Définition . |Exercices Généraux |

Deux vecteurs non nuls # et v s
portés par deux droites paralléles ou par une méme droite.
Autrement dit ; deux vecteurs i et ¥ sont colinéaires si, et seulementssi; ¥ = k.u(k € R).

n. C’est-a-dire, lorsqu'’ils sont

Ona Si et seulement si
= = > > - =
v=ku u et v sont colinéaires et de méme sens
(kE€Ry)
v=ku U et Usont colinéaires et de sens contraires
(k eR.)

L=

___.Jz—-:"'""'"' —

Remarque 3 :

Pour tout vecteur i, on a 0. = 0. Le vecteur nul (6) est colinéaire a tout vect;

Remarque 4 :

Si deux vecteurs sont colinéaires, alors tout vecteur colinéa@ al staussi colinéaire a 'autre.
«+» Combinaison linéaire :

Soientl et ¥ deux vecteurs quelconques de V et soit a et 8 deux Béels.

Le vecteur aii + S est appelé combinaison linéaire des\iecteugs i et ¥ ou a et 8 sont les coefficients respectifs
de U et de 7.

+ Norme d’un vecteur :

On appelle norme d’un vecteur 4, et on la no ||, 1a distance entre -

deux points pris pour origi xtrémit ndant au vecteur . /
C’est-a-dire que, si A et B sont ;X oints du plan tels que AB =1, " '_é

alors ; ||u]| = ||AB|| =AB = k=

gl = l-ll ; ||[ABJP= AB et en particulier ||AB|| = ||BA]|.

Pour tout vectétsi i et tout réel k on a ;|| k. 4| = |k|||d|l .

Pour tous yect detvona;|u+ v < |lull+ 17l

-l
Exercice 6 :
Démontrer cette derniére propriété.

Exemple 8 :

Soientu et ¥ deux vecteurs. On posew = 2u — 37.

1°) Montrer que : ||W|| < 2|[Z]| + 3||7]|.

2°) On suppose quel et ¥ sont colinéaires. Montrer queii, et wsont colinéaires.




Réponse :

1°) Ona:llwll = I12u — 371 < ll2all + |-37]l = [2]. [lall + =3[ W]l = 2[l@ll + 31[v]l = Wl < 2[ull + 31I7]l.

2°)u et ¥ sont colinéaires si, et seulement si,¥ = kilavec k € R.

Donc, w = 2u — 3% = 2u — 3(ku) = 2u — (3k)u = (2 — 3k)uet (2 — 3k) € R. Donc,w et U sont colinéaires.

Donc; les vecteursi, ¥et Wsont colinéaires.
«» Vecteur unitaire :

On dit d’un vecteur % qu'il est unitaire lorsque ; ||d|| = 1.

vecteurs du plan

Définition :

On appelle base de V, tout couple ordonné (7, j)de vecteurs non nuls et non colinéaires.

a) Projection vectorielle :

Soit (7,7) une base et % un vecteur de V.

Il existe un couple unique (U, U,) tels que ; U = U; + Uy, avec U, colinéaire a v

direction de 7.

Définition :

L’application de P dans P, qui au
vecteur U associe le vecteur u; est
appelé projection vectorielle de U

sur U dans la direction de J.

(N plii) a.pl}

En général, on note p une

projection vectorielle, lorsque, aucune confysio
b) Propriété : \

Soit p une projection vectoriell que soient les vecteurs i, U et le réel @, on a :

PGk D) = p@) + p@)Lp(a.®) = a. p(@)[2]

les données n’est a craindre.

Exercice 7 : >

Soit un triangle ABC, , F, D les points définis par : AE = 2AB; AF =3AC; AD = AE + AF

1°) Les paralléles C) passant par E et F coupent (AD) en [et . Montrer que AD =4l + 4]

2°) On désigne point d’intersection de (BC)et (AD). Montrer que AD = 54K.

Solution :

1°) Soit p la projection vectorielle sur (AD) dans la direction de (BC)
Ona;p(AD) = AD; p(AE) = Al; p(AF) = 4J;AD = AE + AF

= p(AD) = p(4E) + p(AF) = AD = Al + A]
2°) AE = 2.AB = p(AE) = p(2.4B) = Al = 2. p(AB) = 24K

AF = 3.AC =>37(ﬁ) = ;7(3.R) =A—]) = 3.;7(2?) = 34K

p

AD = Al + 4] = 2.4K + 3.4K = 54K.




Exercices généraux
7.Soit ABCD un parallélogramme non aplati et / le milieu

Sur la figure ci-dessous, donner ;
A J B

—
L

» Tous les vecteurs égaux au vecteur AM;

» Tous les vecteurs égaux au vecteur ﬁ;

» Tous les vecteurs opposés au vecteur AL.

2.ABC estun triangle non aplati, P et Q sont deux points
du plan définis par :

3PA — 2BC = 4BPet2QA + -BC — 4BQ =0

En utilisant la relation de Chasles, déterminer les
coordonnées de P et Q dans le repere (B; ﬁ, R’))

3.Soit ABC un triangle non aplati, et soit M un point
quelconque du plan tel que ;5MA = —2MB + 7MC

En utilisant la relation de Chasles, montrer que les points
A, B et C sont alignés.

4.Soit ABCD un quadrilatere. I; J; K; L; M; N les milieux
respectifs de [AB]; [BC]; [CD]; [DA]; [AC]; [BD].

1°) Démontrer que les segments [IK]; [JL] et [MN] ont le
méme milieu G.

2°) Démontrer que : GA+GB +GC +GD = 0.

5.S0it ABC un triangle. M un point n’appartenant ni g
(AB),nia (AC),nia (BC).

1°) Construire les points A’; B’ ;C’ tels que MABA ;
MBCB’ ; MCAC’ soient des parallélogr: es.
2°) Démontrer que M est le centre de
A'B'C.

6.1°) Sur la figure ci-dessous, compl
DL +BN = - ;BN + Q@ B

2°) Compléter :
BI + AM = ..N,BM
D..+..0=CB
3°) Compléter pa

de [BC]. On désigne par E le point d’intersection de
(ADet (CD).
Montrer que C est le milieu de [DE]

8.Soient U €t Vdeux vecteurs. On pose W = 2U —3V.
1°) Montrer que :

|w] < 2] +3[v]
2°) On suppose que U €t V sont colinéaires. Montrer
que U ;\7 et w sont colinéaires.

9.Soit un triangle ABC, et soient E
par:
AE = 2AB; AF =3AC; AD = AE
1°) Les paralleles a (BC) passant p

(AD) en Iet/ . Montrer que AD =14
2°) On désigne par K le poi i
(AD).

Montrer que AD =54

N les points définis

t(u, v).
ase orthonormé (7,7) de V on donne les
4N L (—12
(_7)et v( 21 )
U et ¥ sont colinéaires.
ne base (7,/)de V, on donne les deux vecteurs

5 — (=2
(4) etw (_1).
trer que (U, V) est une base de V
29 Donner les coordonnées de Tet j dans la base (i, v)

3°) Donner les coordonnées de W dans la base (U, #)
13.Dans une base orthonormée (7,7)de V, on donne le

u

vecteur U (_35)

Donner la norme de % et les coordonnées de son vecteur
unitaire associé.

14.Soit ABCD un rectangle.

On suppose que AB = 7et BC = 4.

Soient E, F, G et H les points définis par:

AF = 275 BF = 1B¢
_7 ) _4 '

GD = 2CD; DH = 1 FA.

Partie I : Outil analytique

1°) Démontrer que (4; 4B, ;1_5) estun repére du plan P.
2°) Donner les coordonnées des points 4, B, C,D,E, F, G
et Hdans le repére (4; AB; A_ﬁ)

3°) Donner les composantes des vecteurs EFet HG, puis

conclure sur la nature du quadrilatere EFGH
Partie I : Outil vectoriel

1°) Exprimer EF en fonction de ABet AC.

2°) Exprimer HG en fonction de ABet AC.
3°) En déduire la nature du quadrilatére EFGH.




Chapitre 4: GEOMETRIE ANALYTIQUE

Définition : (rappel)

On appelle base de V, tout couple ordonné (i, ) de vecteurs non nuls et non colinéaires.

Etant donné une base (i, 7) de V et un vecteur w, il existe un seul couple (x, y) de réels appelés
coordonnées de W tels que ; W = x.U + y. V.

Exercice 1 :

Démontrer I'existence et I'unicité de ces coordonnées.

Définition :

— — — X
Les deux réelsx et y sont les coordonnées ou composantes du vecteur w dans la base (i, ¥)\et on note ; w (y)

ouw (;)(ﬁﬁ)ou w(x,y) ouw |;

Premieres propriétés :

x
Dans une base (7, J)de V, soitu (y) etv (x

y ) des vecteurs de V,a et f deux réels, on

suivantes :
Ri=17+0j=i(y)Kj=
R-j=0i-1j=-j(°) =0 (

x+x ax + Bx’'

= -i(5) mi+s(5 1Y) Rai(g,) ;|ZIa1‘i+BTz’(ay+B
2) Déterminant de deux vecteurs 4
Définition :

Dans une base (7, }) de V, on appelle déterminant de deux
o |x X
défini par ; det(u, v =| ,|=x "—x'y
p @v) =\, =

Exemple 1 :

X\ . (x N .
u (y) etv (y') et on note det(u, V) le réel

Dans une base (7, J)de V, soit il etv ( 3 ’ler det(u, D).

Réponse :

det(@, 3) = |_67 ‘35| —6x3 X (=5) = 18 — 35 = det (i, %) — 17.
Propriété :

wd x 0 7 0 0 . —_—
Deux vecteurs u (’) etv sont colinéaires si, et seulement si, det (U, ) = 0

Exemple 2 :

Dans une base ort rmé (7,7)de V, on donne les deux vecteurs ﬁ( 4 )et v ( 12).

21

Vérifier quel et ¥ saftcolinéaires.

Réponse :
U et U sont colinéaires si det(u,v) = 0.

det(u,v) = |_47 _2112| = (4 x21) — ((-=7) x (—12)) = 84 — 84 = 0 = #et? sont donc colinéaires.
Changement de base :

- . . Jo] — a - !
* Dans une base (7,)) de V, soit deux vecteurs non nuls et non colinéaires u ( b) etv (a,).

b
Par définition, (%, ¥) constituent une base de V, alors que les coordonnées de 7 et J dans la base (i, ¥) sont
br al
, . 5| det(W; v > det(4; v
données par la relation ;7 ¢ b ) ; a( )

det(d; 9) det(d; 7)




* Si un vecteur w a pour coordonnées (x,y) dans la base (, ), alors les coordonnées de w dans la base

b'x—a'y
- > , . = det(u; V)
(u, v) sont données par la relation ;w ay—bx
det(U; V)
Exemple 3 :
- - _7 - 5 e _2
Dans une base (Z,]) de V, on donne les deux vecteurs ( 3 ), v (4) etw (_1).

1°) Montrer que (U, V) est une base de V.

2°) Donner les coordonnées de 7 et j dans la base (i, V).
3°) Donner les coordonnées de w dans la base (U, V).
Réponse :

4 5

1°) det (3, ¥) = |‘37 Z| = (=7)x4—3%x5=-28—15 = —43 # 0. Donc ; (&, ) estu% de V.

2°)Les coordonnées de 7 et j dans (i, ¥) sont [ .2 |; 7| ** ).

EN R W
43 43
4x(-2)-5%(-1)
o I3 — - > __) _4'3
3°)Les coordonnées de w dans (u, V) sont: W —7x(~1)-3%(~2)
—43

Exercice 2 :

Démontrer les deux résultats énoncés dans présent paragra
3. Base orthogonale, base orthonormale :
Définition :
La base (7, ) est dite orthogonale si les vecteurs 7 et J sont orth

.

gonaux (de directions perpendiculaires).

=}
=y

b) Vecteur uni aﬁdioint aun vecteur :

- s — X
Dans une base orthonormale (7, ), soit le vecteur non nul 1 (y)

x X _x

s 7»_[ 7 . . .. — ﬁ_’ —_— lx2+y2
Le vecteur u’ "y” est appelé vecteur unitaire adjoint au vecteur u : u’ ”y” =u’ y .

12l [ Jx2+y?
Exemple 4 :
, (3
Dans une base orthonormée (7,7) de V, on donne le vecteur .
5

Donner la norme de % et les coordonnées de son vecteur unitaire associé.

Réponse :
Lanorme de 4 est :||i|| = /32 + (—=5)2 = V9 + 25 = V34.




Les coordonnées du vecteur unitaire associé u’ sont:|

Remarque 1 :
Un vecteur et son vecteur unitaire associé sont colinéaires.

4. Repere du plan :

Définition :

Soit O un point quelconque du plan. Et soit (7,]) une base de V. Le triplet (0; 7,)) est appelé un repére du
plan. Oest appelé point origine du repere.

Soient 4, B et C trois points non alignés. Le triplet (4; B, C) ou (A; E R) forment un repére du plan.

+\
Exercice 3 :

Soit ABCD un rectangle. On suppose que AB = 7 et BC = 4. SoientE, F, G et H les pgi éfinis par :

a) Coordonnées d’'un point dans un repeére :
Définition :

— X —_—
Le point M (x,y) dans le repére (O ; 1,]) signifie ; OM (y) danslabase (7,)) ; & OM = xi

- 1 . 1 . 6 — 1
AE=7AB; BF=ZBC; GD =7CD; DH=§HA.
Activité 1 :
Partie I : Outil analytique
1°)Démontrer que (4; 4B, ﬁ) est un repere du plan P.
2°) Donner les coordonnées des points 4, B, C, D, E, F, G et # dans [&repére (4; AB; Zﬁ)
3°) Donner les composantes des vecteurs EFetHG, puis conelurgfSur la nature du quadrilatére EFGH
Partie II : Outil vectoriel
1°) Exprimer EF en fonction de AF et AC.

2°) Exprimer HG en fonction de AB et AC.

3°) En déduire la nature du quadrilatére E 13 i

Solution :
Partie I : Outil analytique
1°) (4; AB, AD) constitue un repe
ABet AD sont non nuls et non ¢
ints dan$ le repére (4; E,Xﬁ) :
, < D(0,1),

plan P, si (AB AD) constitue une base de V, ce qui est le cas puisque

ires.

2°) Les coordonné

A(0,0), B(1, Q,

E(l 0) F(l1
7! ) I4

EF

BN o

On en conclut que le quadrilatére EFGH est un parallélogramme.

Partie II : Outil vectoriel




3°) Donc EF = HGLe quadrilatere EFGH est un parallélogramme.

Remarque 2 :

Les trois points 4, B et C sont alignés si, et seulement si ; det(ﬁ, TC) =0.

b) Coordonnées du vecteur AB :

Activité 2 :

Soit A(x,, y4) et B(xg, yg)donnés dans un repére (0; 7,J), montrer alors que les coordonnées du vecteur AB
. - , . ——/Xp— X4

sont données dans la base (,]) par 'expression ; AB (}’B _ }’A)'

Exemple 5 :
Dans un repeére (0; 1,7), on donne les points A(—4, 6) et B(1, —5).

Calculer les coordonnées du vecteurs AB.

Réponse :
78 (5 —30) = (508) = 28 (_3,)

c) Coordonnées du milieu I d'un segment[AB] :

Activité 3 :

dans un repére (0; 1,7), soientA(xy,, v,) etB(xg, yg)et I estle mili&ﬁ[AB]

nter alors que les

. Xatx +
xpression;] (%’mz_yg)

)y

coordonnées du point I sont données dans le repére(0; 1,7) pa
Exemple 6 : L
Dans un repére (0; 1,]), on donne les points A(—5, —4) et B(
Calculer les coordonnées du point I milieu de [AB].

Réponse :
Les coordonnées du milieu I d’'un segment sont données p ‘ati ;

Xa+xg Y4+ Ys —5+9 —44+(-3) 4 -7 -7
() (S22 e T )

2 2 2 2 2 2

d) Coordonnées du centre de gravité d'un t :
Dans un repere (0; 1,7), soientA (%, v4), B (g, et C(xc,yc) et soitG le centre de gravité de ABC, montrer
qu’alors les coordonnées du po t donneesWans le repeére (0 ; 1, J) par 'expression ;

XptXpt+Xc YatY¥Yp+Yc
()
Exemple 7 :
Dans un repere ortho
Calculer les coord®

; 1%, on donne les points A(—4,12), B(—=9,-5) et C(6,11).

Réponse :
Les coordonnées dufpoint G sont données par la formule ;
Xa+Xg+xc (-4)+(-9)+6 7
X¢ = 3 G = 3 = _E 7 18
Yatys+yc 12+(-5)+11 18 =G (_E'?)'
yG - 3 y = T = ?

e) Repére orthogonal, repére orthonormé :

Le repére (O ; 7,)) est dit orthogonal si la base () est orthogonale.

Soit O est un point quelconque du plan P et (7, ) une base de V.

Le repére (O ; 1, J) est dit orthonormé ou orthonormal si la base (7, ) [ |

=

est orthonormale. "




f) Distance entre deux points A et B :
Activité 4 :

Dans un repére orthonormé (0; 1, ), soit deux pointsA(x,, y4)et B(xg, y5), montrer qu’alors la distance

entre A et B est donnée par I'expression ;AB = \/(xg — x4) + (¥ — y2)2-

Exemple 8 :
Dans un repére (0 ; 1,]) de V soient les points A(—13,4)et B(—7,9), calculer AB.

Réponse :

AB = /(x5 —x)2 + (yg — y4)? = J((—7) - (—13))2 +(9-4)2=162+52=136+25= AB =61

g) Vecteurs orthogonaux dans une base :
Activité 5 :

PP . (X L(x o .
Dans une base orthonormée (7, J),soient les vecteurs u (y) et ¥ (y’)' Monter que % et “song@rthogonaux si

et seulementsi; xx' +yy' = 0.
Exemple 9 :

ontrer que i 1 7.

Réponse :
Ulvsixx'+yy =0.—12%x 54 (—6) X (—10) = —60 + 60 0.
| 5. Droites : | -
a) Vecteur directeur :
Définition :

Soit une droite (D), tout vecteur non nul ayant la direction_@le (D)pest un vecteur directeur de (D).
b)Droites paralléles, droites perpendiculaires : .
Soit deux droite (D) et (D) de vecteurs directelr fsuet 7.

c) Point a
Soit (D)une droite de vecteur dir
colinéaires. Soient
M € [AB] & AM sk

M€ (AB) & AM =
M € [AB) & AM = ik €R,.

istincts du plan;

(D) est une droite si, et seulement si, elle admet une équation cartésienne dans un repére (0; 1,7), de la
forme :ax + by + ¢ = 0; avec a, b et ¢ des réels tels que (a, b) # (0,0).

Exemple 10 :
Dans un repére (0; 1,)), soit la droite (D) passant par le point A(6, —7) et de vecteur directeur u (_43)

Donner une équation cartésienne de (D).
Réponse :

M (x,y) est un point de (D), signifie que AM (; -I_- ?) etu (

4
g —43|=0<:)4(x—6)+3(y+7):0@4x_24+3y+21=0
©4x+3y—-3=0< (D):4x+3y—-3=0.

) sont colinéaires ; équivaut a

det(AM, i) = |; s




Exemple 11 :
Dans un repére (0; 1,)), soit la droite (D) passant par les points A(5,7) et B(—6,9).
Donner une équation cartésienne de (D).
Réponse :
C - (x—5\  —m(—11
M (x,y) est un point général de (D), signifie que ; AM (y _ 7) et AB ( ) ) sont colinéaires
=2(x—-5+11(y—7)=0=2x—10+11y—77 =0 = D: 2x + 11y — 87 = 0.
e) Coordonnées du vecteur directeur d’'une droite a partir de son équation cartésienne :

La droite (D) : ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur directeur ; i (—ab).

Exemple 12 :
La droite (A) : 5x + 6y — 1 = 0 a pour vecteur directeur U (_6).

5
f) Forme réduite de I'équation d’'une droite :
Activité 6 :
Dans un repére orthonormé(0; 7,), montrer que I'équation réduite d’une droite non pa
ordonnées est de la forme ;(D) : y = mx + p.
= m estappelé coefficient directeur de (D).
= pestappelé ordonnée al'origine.

elewa l’axe des

LTS (711) est un vecteur directeur de (D).

g) Propriété :

e(D)//(D") si, et seulement si; m = m'.
o(D) 1L (D) si, et seulementsi;m.m’' = —1.

Exemple 13 : L
Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 7,7), on don

(D):4x—2y+6=0et(D'):x+2y—4=0.
1°) Donner les formes réduites des équations des deux
2°) Donner les coefficients directeurs de ces deux droites
3°) En déduire les positions relatives des deux droite

4°) Soit (D'") une troisiéme droite d’équation péduite : (D'):y = — %x — 5.Montrer que (D")//(D");

5°) Dans le repére (0; 1,]), représenter cette s jons
Réponse :
B/6  4x 6
1°)(D):4x -2y + 6 =0 = 2 +6 =W e =4 2=2x+3= (D):y=2x+3
—x+4 —x 4 1 1
D):x+2y—4=0=>2y="p+4=>y= 5 =7+E=—5x+2=>(D’):y=—Ex+2
2°)Les coefficients directeurs de et(D)sont:m=2; m' = —%
3°)0na; mxm' = (D) L (D"
40)(DH) ty = _%‘x m' = _% =m =m' = _% . (D’)//(D”) )

5°) Représentatio la situation

La droite (D) aypour gecteur directeur i (1) et passe par le point A(0, 3).

2
La droite (D") a pour-vecteur directeur ¥ (_(1) 5) et passe par le point B(0, 2).

La droite (D'") a pour vecteur directeur v (_(1) 5) et passe par le point € (0, —5).

Exemple 14 :
Le plan est rapporté a un repére orthonormal(0 ; Ol ; 0J).
1°) Déterminer 'ensemble E dans chacun des cas suivants :
a) E d’équation cartésiennex -a =0 ; acR.
b) E d’équation cartésienney -a =0 ; acR.
c) E d’équation cartésienne y?- x%2 =0;
d) E d’équation cartésienne x? + y2 —2x + 4y +1=0.
2°) a) Déterminer une équation réduite de la droite (I]).




b) Soit D la droite d’équation y = x. Montrer que D est la médiatrice de [I]].
Réponse :
1) a)x-a = 0 © x = a. Dong, E est la droite parallele a (O]) passant par le point de coordonnées (a ; 0).
b) y-a = 0 & y = a. Dong, E est la droite paralléle a (OI) passant par le point de coordonnées (0 ; a).
y-x=0 { y=x
S

c)yz—xZ:O@(y—x)(y+x)=0<=>{ ou ou
y+x=0 y ==X
Donc; E estla réunion des droites D; d’équation y = x et D,d’équationy = —x .

e) x> +y?—2x+4y+1=0= (x> -2x)+ (y?+4y)+1=0
S[x-—1D2-1]1+ [(y+2)2-4]+1=0 [(x— 1?2+ (y +2)? =22
Donc, E estle cercle d centre le point £2(1 ; —2) et de rayon 2.

2)a)onal(l; 0)et](0;1).

cy o= . p=1 - - _ . O
(I]).y—mx+p,avec{m+p=0.D0nc,p—1etm— 1.Donc; (I]):y = —x+1.

b)D:y = x.ona(1)(—1) = —1,donc D L(IJ).0r, Ol = O] et O € D. Donc, D est la médi

h) Interprétation géométrique du coefficient directeur :

Le coefficient directeur d'une droite (D) est la valeur de la tangente h
de I'angle a que fait cette droite avec I’axe des abscisses.

—b
(d):ax +by+c=0; 17( a )est un vecteur directeur de(d) \

/
. a g A /
t _ sina _ a \d o] i 5 |/
anaqg = ——— = —p = 7 - 4
cosa b b | A
i i

i) Représentation paramétrique d’'une droite :
Dans un repére orthonormé (0; 1,]), la droite (D) passamt papde point A(x,, y,) et de vecteur directeur

u (Z) Le point M (x, y) appartient a (D) si, et seule sM existe un réel ¢ tel que;
ey IR X —Xo\ _(at X —xg =@t {x Xo + at
AM_t'u:)(y—yo)_(bt):{y—yo= y=Yyo+bt
N X =xptat . - .
Le systeme{ _ t sentation paramétrique de la droite (D) passant par le
y =yo+ bt
point A(xy, y,) et de vecteur direc
Exemple 15 :
Soit la droite D (4; , et (_4), donner une représentation paramétrique de D.
| |
Réponse :

x=x0+at:D_

Soit le paramétre B _{x =-5+2t
y =Y+ bt

alareprésentation paramétrique de D:{ y=7—4t

o
j) Le vecteur no mal :

Définition :

Soit une droite (D). On appelle un vecteur normal a (D) tout vecteur non nul dont la direction est
perpendiculaire a (D).

< Propriété : d -
Soit (D) et (D") deux droites de vecteurs normaux respectifs t

1=

- .7
netn ;

= (D)//(D") si, et seulement si, 71 et n’ sont colinéaires.

d
= (D) L (D") si, et seulement si, 7 et n'sont orthogonaux. l“' H




+ Propriété 2 :

Le plan P est muni d’'un repére orthonormé (0; 1,7), soit (D) une droite de vecteur normal 7, et soit A un

point de (D), alors ; un point M € (D) si, et seulement si,AM et 7i sont orthogonaux.

Remarque 3 :
Le plan P est muni d’'un repére orthonormé (0; 1,7), la droite (D) : ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur normal

()

)

Exemple16 :

Dans le plan P muni d'un repére orthonormé (0; 1,)), soit les droites d’équations cartésiennes :

(D): —4x—-7y+3=0;(D"): 12x+21y—-5=0;(D"): 7x —4y+1=0.

1°) Donner les vecteurs 1, n' et n’’ normaux respectivement aux droites (D), (D") et (R4 \
2°) A partir de ces vecteurs normaux montrer que (D)//(D") et que (D) L (D).

Réponse :

=4\ =12\ L (7
i(25)in (Gy) een” (2,)

Ona;(—4)x21—(-7)x12=84—-84=0=17; n' sont colinéaire,
donc (D)//(D").
Ona; (—4) X7+ (=7) X (—4) = —28 + 28 = 0 = 7; ?sontd\

directions orthogonales, donc (D) L (D").

ON 5 To

Le plan P est muni d'un repére orthonormé (0; 1, ). Soit Q(
point donné, et soit R un nombre réel positif donné.

t:(x —x0)* + (y —¥0)* = R~
e centr Q?xo, ¥o) et de rayon R.

Une équation cartésienne de cercle C de centre ( et de ragon

+C: (x—x9)%+ (¥ —v0)? = R? estle cercl

040,0) et de rayon R.
(0,0) et de rayon 1.

<% C: x? +y? = R? estle cercle de centre I'of

< C: x% 4+ y? = 1 estle cercle dg centre I'§rigi
Exemple 17 : \

1) Soit (I,]) une base deV.

Soitu=2ietv=i

a) Déterminer lesgoord es dés vecteurs U et Vdans la base(l ; ])

b)Calculer det(a Ry ns la base (T ; ] )- (G SV ) est-elle une base de V ? Justifier.

2) On suppose quefidn j) est une base orthonormal et Vle plan rapporté au repere orthonormal (O ;T ,]) .

a) Déterminer et construire I'ensemble I'.

b) Donner une équation cartésienne de I" dans le repére orthonormal( Q2 ; i );ouQ(1;0)danslerepere

(O;T;]).

Réponse :

- = e > - 2 - - = - - -1
1)a)u=2l=2l+Oj;d0ncu(O];v=i+j=1i+1j;doncv(1]

-1 Lo
b) det(U ; v)=‘0 =20 -(0) (1) = 2. Comme det(u; v)#0;

donc U et V ne sont pas colinéaire, par conséquent, (u ; V) estune




base de V.
2)a)x’+y?—-2x—-3=0 (x?—2x) +y?-3=0 (x—1)?*-1+y2-3=0

e x-1)2%+y?=4s (x —1)% +y? =22
Donc, I" est le cercle de centre le point Q(1; 0) etd e rayon 2.

b)T:(x — 1% + (y — 0)% = 4.

M(x; y) dans (O; i ]);M(X;Y)dans(Q;T;]);donc{xzx_l-

Y=y ~’
d’ou, I'équation cartésienne de I' dans le repére (Q; P:]) estX24+Y2=4,
7. Changement de repere :

-

a) Changement de l'origine seulement :

Dans ce repére (0; 1,]) de P, soit Q(xy, o) un point donné de P.

M(x,v) dans (0; T,]) © M(X,Y) dans (Q; 7,)) avec;

{X =Xx—Xg
Y=y -

. Eneffet; QM = 0M - 04.

b) Changement de I'origine et de la base :
Activité 7 :

Soit un repére (0; 1,))de P, et soit deux vecteurs non nuls etnon

linéaire
Q(x0,Vo) de P. Par définition, le triplet (€; 1, ¥) constitue un“bax.

Exemple 17 :

Dans un repére (0; 7,7) du plan ﬂKdonn les deux vecteurs U (_65) etv (g) et les deux points A(—3,7) et
)

B(-8,-2).

Réponse :
1°) Pour montr LE-(TZ, ¥) estune base,ona; D et (U; V) = |_65 §| =6x3—(-5)%x4=38

= Det(i; ¥) # 0 = U et ¥ ne sont pas colinéaires, donc, (i ; ¥) constitue une base du plan.

3, .5 38
[ il=—i+—v=738
38 38 5
. I N 38
2°)Coordonnées de 7 et j dans la base (u, v) : .
- 4, 65 o 38
=——U+—-v=
J 38 + 38 J 6
38

3°)Coordonnées de A dans le repére (B; U, D) :




(x4 —xp)b" + (yg — ya)a' 3(=3+8)+4(-2-7)

A 38 = A 38 =4 <_E. 2)
(xg —x)b + (ya — ypla —5(=8+3) +6(7+2) 38’ 38
38 38
4°)Coordonnées de B dans le repére (4 ; i, ?) :
(xg —x2)b" + (y4 — yp)a' 3(-8+3)+4(7+2)
B 38 5 38 - B(E. _E)

(x4 —x5)b + (¥ —ya)a —5(=3+8)+6(-2-7) 38" 38

38 38

Exemple 18 :

ABCD est un carré de centre 0. M un point du segment [BD] qui se projette orthogonalement en P sur (AB)

et Q sur (AD). On se propose de montrer que le triangle OPQ est isocéle rectangle en O.
Le plan est rapporté au repére orthonormal (A; AB; AD) et on désigne par x l'abscisse \c M

1°) Exprimer en fonction de x I'ordonnée du point M. En déduire les coordonnées des p etQ.

2°) a) Donner les coordonnés du point O.

b) Calculer OP2; 0Q2 et PQZ; conclure.

Réponse :
1)OnaM €(BD).OrB(1; 0) et D(0; 1). Donc:I'équation réduite de (BD)&€sty = —x + 1.
Donc : I'ordonnée du point M est 1-x. Or ; les points P et M ogt eme abscisse
et les points Q et M ont la méme ordonnée. Donc ; P(x;0) e?P x).
2) a)0 (3; 3) (O milieu de [BD]). D c
2 2
2 = (1 B A R 1,1_ L M
b)OP —(x 2) +(0 2) —x—x+4+4_ —‘l-z.

02 =(0- Y 4 (1-x- 1) =i () i x4 ¥

5) =
— 2 1
=X x+2. \ P

PQ2=(x— 0)2+(0—-1+ x2+(x—1)2 =x*4+x*—2x+1=x*>-2x+ 1.

Comme OP? = 0Q%et OP? 4 0Q% = PQ?. Dong, le triangle OPQ est isocéle rectangle en O.




)

Exercices Généraux |

1.Dans une base orthonormée (7,7) de V on donne les deux
vecteurs U (_12)et 0 ( 5 )
=6/ \-10
Montrer que u L v.
2.Dans un repére (0; 1,]), soitla droite (D) passant par le

point A(6, —7) et de vecteur directeur U (_43)

Donner une équation cartésienne de (D).
3.Dans un repére (0; 1,]), soit la droite (D) passant par les
points A(5,7) et B(—6,9).
Donner une équation cartésienne de (D).
4.soitla droite (A) : 5x+ 6y —1 = 0.
Donner son vecteur directeur.
5.Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; ,7), on
donne les équations cartésiennes des deux droites ;
(D):4x —2y+6=0; D):x+2y—4=0
1°) Donner les formes réduites des équations des deux
droites ;
2°) Donner les coefficients directeurs de ces deux droites ;
3°) En déduire les positions relatives des deux droites ;
4°) Soit (D'") une troisiéme droite d’équation réduite :
D"y = —%x — 5.Montrer que (D")//(D");
5°) Dans le repére (0; 1,]), représenter cette situation.
6.Le plan est rapporté a un repere orthonormal (0; 01, Uj).
1°) Déterminer I'ensemble E dans chacun des cas suivants :
a) E d’équation cartésiennex-a=0;aeR.
b) E d’équation cartésienney-a=0;aeR.
c) E d’équation cartésienne y2-x2=0;
d) E d’équation cartésienne x2 +y2-2x+4y +1=0
2°)a)Déterminer une équation réduite de la droite (IJ).
b) Soit D la droite d’équation y = x. Montrer que D estla
médiatrice de [I]].

7. Soit la droite D(4; ) tels que A(—5,7)et (_24)

ner

une représentation paramétrique de D.
8.Dans le plan P muni d'un repere orthonormé (Q;

soit les droites d’équations cartésiennkes : "}
(D): —4x—7y+3=0; (D) W2x 21y — ;B

(D"): 7x—4y+1=0.
1°) Donner les vecteurs 77, n’ et n'' n
respectivement aux droites (D), (D
2°) A partir de ces ve

(D)//(D") etque (D) L

9.1°) Soit (i ; j) ol

SoitU=2ietv=i+]

— —

a) Déterminer les co nées des vecteurs U et Vv dansla

base(i ; J)
b) calculer det(a ; Q) dans la base (i ; j)

(l_j ; Q) est-elle une base de V ? Justifier.

2°) On suppose que (I ; j) est une base orthonormal et

Vle plan rapporté au repére orthonormal (O 1 ]) .

Soit I" I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que :
x2+y2-2x-3=0.

a) Déterminer et construire ’ensemble T.

b) Donner une équation cartésienne de I" dans le repére

—

orthonormal(Q; i; j);oﬂ Q(1;0) dans le repére

(O; i; j) .
10.Dans un repére (0; iD du plan P, on donne les deux

vecteurs U (_65) etv (g) et les deux points A(—3,7) et

B(—8,—-2).
1°) Montrer que (iU, ¥) constituent une base de P ;

2°) Donner les coordonnées de 7 et J dans la base (4, ¥) ;
3° Calculer les coordonnées du point 4 dans le repére
(B; 4,7);
4° Calculer les coordonnées du point
(4; u,v).

11. Soit ABC et A’'B’C’ deux triangles.
1°) Démontrer que ces deux triangle

repére

méme centre de

gravité si, et seulement si, AA =0.

2°) ABC un triangle de centre gravité G. A’; B’; C les
milieux respectifs de [BC] ; AB].

Montrer que G est le vité du triangle A'B’C’.

12.ABC un triangle.1;];

A|=—i J=ZBC; CK=2CA

1°) Faire re

2°) a) que: Al+BJ+CK =0.

b) En dé e que les deux triangles ABC et [JK ont le méme
ntre de gravité.

132ABC ugtriangle tel que AB = 5; AC = 6

sﬂe symétrique de A par rapport au milieu de [BC].
18) a) Quelle estla nature du quadrilatére ABDC ?

b) Montrer que AD <11.
2°) Soit E le symétrique de C par rapporta D.
Montrer que BE <11 et AE <16.

14-.Soit(i s j)une base de V.

1°) Montrer que (i+; j);(21;2)); (-1 5 1+ )G 5- 1)
sont des bases.

“la| —fa
2°) Soit u( )et v( ) deux vecteurs donnés par leurs
b

0

coordonnées dans base (I ; j)

a) Calculer les coordonnées de ﬁ et T/ dans chacune des
bases (i+]; );(2i;2);G-j; i+ 1);:G - ))-

b) Calculer det(ﬁ ,V) dans chacune des bases.

¢) Montrer que si det(U ; V) =0 dans I'une de ces bases

alors, det(u ; v) =0 dans les autres bases.

15.So0it (O ; i ; ] ) un repére du plan. Soit D la droite
d’équation: 2x -3y +1=0.
1°) Les points suivants appartiennent- ils a D.

A(11) ; B(l;;l]; C(O;;j; D(-13).




2°) Donner :
a)il vecteur directeur de D.

b) I'équation réduite de D.
c) une droite D’ parallele a D.

16.Le plan est muni d'un repére orthogonal (O; i ,_j) .

Soit D la droite d’équation y = 3x -2.
1°) Donner :
a) le coefficient directeur de D.
b) un vecteur directeur de D.
2°)Donner :
a) une équation de la droite D’ parallele a D et passant par
le point A(0 ; 4).
b)une équation de la droite D” perpendiculaire a D et
passant par le point B(0 ; 1)..
3°) Tracer D; D’ et D”.

17.Le plan est muni d'un repére orthogonal (O; T ,])

1°) Placer les points A(3; 2) ; B(0; 3); C(-2; 0).
2°) Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD est
un parallélogramme, puis donner les coordonnées de son
centre L.
3°) Soit G et H les centres de gravités respectifs des triangles
ABC et ACD.

a°) Déterminer les coordonnées de G et H.

b) Montrer que I est milieu de [GH].

18.Le plan est muni d'un repere (O ) T ;]).A; B; C trois
points de coordonnées respectives :

(a1;a2); (b1; b2); (c1; c2).

I;]; Ksontles milieux respectifs de [AB] ; [BC] ; [CA

1°) Exprimer les coordonnées des points [ ; ]; Kal'a S
réelsai; bi;c1;az; bz;ca.

2°) Démontrer que les deux triang et [JK on fe
centre de gravité.

nal (O; i; j)

19.Le plan est rapporté a un repere

1°) Placer les points suivants :
A(20);B(-% Jékt

2°) Démontrer que le t
0.

BC est équilatéral de centre

20.ABCD un carré. B
équilatéraux res
ABCD.

CDF sont deux triangles
ctivi ;nt al'intérieur et a I'extérieur de
[ ]

On se propose de montrer que les points A, E , F sont alignés.

On considére le repére (B ; C; A).
1°) Quelles sont les coordonnées des points A; B; C; D ?
2°) Calculer les coordonnées des points E et F.

—

3°) Déterminer les coordonnées des vecteurs AE et AF.
.Calcule det (E ; ﬁ) et conclus.

—

Zl.Soit(O; i; j) un repére du plan. Déterminer les

équations des droites suivantes puis représente ces droites.
1°) la droite D1 est la droite (AB) avec A(1; 2); B(-2; 1).

g

2°) la droite Dz est la droite (AC) avec A(1; 2); C(1; -2).

~(-2
3°) la droite D3 passe par A(1; 2) et est dirigée par U [1 J

4°) la droite D4 passe par A(l; 2) et est dirigée par i

5°) la droite Ds passe par A (1; 2) et est dirigée par ] .
22.La droite D a pour équation 2x + 3y -1 = 0 dans un

repére (O; i ,j) .Donner, pour D, les précisions

suivantes :
a) un vecteur directeur
b) un vecteur directeur dont la premiére coordonnée est 1.

c) un vecteur directeur dont la secondeycoordonnée est -3.
d) deux points

e) I'équation réduite.
f) le coefficient directeur et 'ordonnée a

23. Soit (O; i; ]) un repére

points A(—3 ;1) ;

Soit D le quatrieme so

Détermi coordonnées de D et faire la figure.
e ABCD est-il un rectangle.

2(AB? + BC?*) = AC? + BD2.

:Le plan est rapporté a un repére (O; i; j)
it Dm la droite d’équationy =x+1-m2oum e R .

Soit Mn le point de coordonnées (20 ; 22+n \/E) ;oun e

1°) a) que peut-on remarquer sur la direction de Dm ?

b) Déterminer les valeurs de m, pour lesquelles Dm passe par
0.

2°) Montrer que le point Mn appartient a une droite fixe

passant par O.

251°) Soit (i ; ]) une basede V.

Soit U=3i et v=i—2].
a) Déterminer les coordonnées des vecteurs E et V dans
la base(i ; j)

b) calculer det(a ; v ) dans la base (I ; _j)

(H ; v ) est-elle une base de V ? Justifier.

26.Soit (O; T ) _j) un repére du plan. Déterminer des

représentations paramétriques des droites suivantes puis
représente ces droites.

1°) la droite D1 est la droite (AB) avec A(1; 2); B(-2; 1).
2°) la droite Dz est la droite (AC) avec A(1; 2); C(1; -2).

- -2
3°) la droite D3 passe par A(1; 2) et est dirigée par u( j
1




Chapitre 5 : EQUATIONS ET INEQUATIONS

Définition :

Une équation est une relation d’égalité qui existe entre deux expressions algébriques en fonction de certaines
valeurs de variables (inconnues)

La résolution d'une équation est la détermination de 'ensemble des solutions (ici nombres réels) qui vérifient
cette équation.

2. Equations du premier degré a une inconnue :
a. Forme générale :
Définition :
On appelle équation du premier degré a une inconnue, toute équation dont la forme générale&

ax + b = 0 (0u b est un réel et a un réel différend de 0, et x est 'inconnue).
b. Méthode de résolution :

Si alors I'ensemble des solu

b a=0eth=0 R
ax+b=0<=>ax=—b<=)x=—a(a a=0eth#0
¢0) a0

Remarque 1 :
Une équation du premier degré peut également se présenter soys

développées et simplifiée avant de se ramener a 'une des fornves
0).

Exemple 1:

Actuellement, un péere a 35 ans et son fils 7 ans
a) Dans combien d’années I'dge du pere sera-t-il le do egelui de son fils ?

b) Sera-t-il possible que I'age du pere soit égal a8.fois celul de son fils ?

Réponse :

On désigne par x le nombre d’années, cherché (x &N); 35 + x et7 + x seront les ages respectifs du pere et
du fils apreés x années. “

a)35 + x =2(7 + x)< 35 + +2x e 2x-x =35-14 &x = 21

Donc au bout de 21 ans I'age du pg a le double de celui de son fils.

iffefentes écritures qui nécessitent d’étre
énedales:ax +b =0 ou; ax = b(avec a #

35 + x = 8(7 + X 6+8x<=)8x—x=35—56(:7x=—21=>x=7
x = —3 (arejetergear x
Donc, il est impossible "dge du pere soit égale a 8 fois celui de son fils.
Exemple 2 :
Résoudre les équat suivantes :
(A): 2x+3= s (B):5B3x—-2)=7(6x+1); (€):3(4—-5x)+12(2x+3)=7(1-3x) - 6(x + 2).
Réponse :
2 1 1
(A):2x+3=5—4x=>2x+4x=5—3=>6x=2=>x=g=§=>5={§}

17
(B):5(3x—2):7(6x+1)=>15x—10:42x+7=>15x—42x=10+7=>—27x:17=>x:7$5

_{ 17}
L o27
(€):3(4-5x)+122x+3)=7(1—-3x)—6(x+2) =12 —-15x+24x+36=7—-21x—6x—1

= —15x+24x+21x+6x=7—-12-12-36 = (—15+ 24 + 21 + 6)x = =53

-53 53 53
= -36x=-53=>x=— £=>S={ }

36 36




3. Equations du second degré a une inconnue : Equations-trinomes

a. Forme générale :
Définition :

On appelle équation du deuxieme degré a une inconnue, toute équation dont la forme générale est :
ax?+ bx+c =0 (o a # 0, b et c sont des réels et x est I'inconnue)

b. Cas particuliers :

Une équation du deuxieme degré peut étre aussi de la forme ;

ax? =0 (Lorsqueb =0etc=0); ax?+c =0 (Lorsque b = 0)ouax? + bx = 0 (Lorsque c = 0)
c. Méthodes de résolution :

Les cas particuliers :

* L’ équation de la forme ax? = 0 (a # 0)

Elle a une seule solution qui est 0, quelle que soit la valeur de a.
* L’équation de la forme ax* + ¢ = 0 (a # 0,c # 0)

X4 = __C
1= a
Elle a :Deux solutions : et lorsque a et c sont de signes contraires
—C

XZ=_ 7

Elle n’a pas de solution lorsque a et ¢ ont le méme signe.
* L’ équation de la forme ax? + bx = 0(a # 0,b # 0)
ax’+bx=0=x(ax+b)=0=

x1=0 Si alors 'egsemble utions est

et
—b k<0 ¢
Xy = —

a
Plus généralement, 'équation x? =
k ou k est un réel donné. k>0 {=Vk; vk}
* Lecasgénéralax’ + bx+c=0 =
Pour résoudre cette forme d’équation, on utilisefla méthode générale du discriminant A qui peut étre aussi
appliquée aux cas particuliers précédents. Le dis inant de cette équation est soit le nombre A, soit le

k=0 {0}

sd’ouvient —il?

N
nombre A'tel que A= b? — 4ac % -
Si on revient a la forme canonique, o :

Y A R Y A
2a 4q?2 2a 4q?
b VA -b++A
"2 2a 2a

SIN>0=x= ou
b VA —-b—+A

si A< 0 = pas de solution

En conclusion : Si alors I'ensemble des solutions est
—b—+A A< 0(4 < 0) 2
X, = > i ;
Si A> 0;1'équation a deux solutions a 4=0(4=0)
—b++VA 5
x =
z 2a

Si A= 0;1'équation a une solution double x, = 22 AreE)

Si A< 0;1'équation n'a aucune solution dans R




Remarque 2 :
Dans une équation ax? + bx + ¢ = 0 (ou a # 0).

Lorsque a + b + ¢ = 0, alors 'équation admet comme solutions: x; =1 et x, = 2
Remarque 3 :

Dans une équation ax? + bx + ¢ = 0, (ot a # 0)

Lorsque a — b + ¢ = 0, alors 'équation admet comme solutions : x; = —1 et x, = —%

Exemple 3 :
Résoudre dans R les équations :

a)x? —6x +5 = 0; b)x? —2x —1 = 0; c) x2 =5x + 6 = 0;
d) x* —=5x%2 + 6 = 0; e)x —5Vx + 6 =0

Réponse :

Méthode 1:

a)x? —6x +5 \
Comme1- 6 + 5 = 0 alors les solutions sont :x; = 1 et x, =§=5 =S ={1;5}
Méthode 2 :

x2—6x +5 =0 (x-3)?-9+5=0= (x-3)2=4ex-3 =V4oux-
S={1;5}
Méthode 3 :

Il
o

S x=5o0ux=1

A= (—6)%-4(1)(5) =36- 20 = 16;VA = 4; les solutions sont x; =
b)x? —2x —1 = 0.

2-2V2 Y
A= (-22-4)(-1)=8;VA=2V2; x; =———etx, =

2
cJx* —5x + 6 = 0.
A= (=52-4)(6)=1;VA=1; x; =

d)x* —5x2 + 6 = 0.
On pose: X = x2, ontrouveX? —5X +6 =0

b c
=X+ %= ——; p=x.%; = —[1]

a a

et
24 bx+c=alx—x)(x—x)=0[2]
alors

't ¥, sont les
ons de 'égquation Xy + Xz = —b e Xy =
a a

ax*+bx +c =0

L'ensemble des solutions de I'équation

a+b+c=20 :
o % ax*+bxr+c=0 est A{I;E}.
a

L'ensemble des solutions de I'équation

a—b+ec=20 2 s
ax® +bx +¢c =0 est ‘1 1- "_ll_
a )l
S =Ps ol SetpP Les nombres x et y (s'ils existent) sont les solutions
xy =
sont deux réels donnés de I"'équation du d degré d’i X: X =SX+P=0

On considére I'équation ax®+bx+c=0,tels quea #0etA>0,ona:

) , b c , . b c )
ax +bx+c=0(:)a<x +Ex+a>=0<:>x +EX+E=O=>x —-sx+p=0




Exemple 4 :
Déterminer les dimensions d’'un rectangle d’aire 15 et de périmeétre 16.

Réponse :
On désigne par x et y les dimensions, on a :

16
xty=—= 8 Doncx et y sont les solutions de I'équation x? —8x + 15 = 0.
xy =15

5 8—2 8+ 2 ) )
A= (—-8)2-41)A5)=4;VA=2; x; = — = 3etx, = — = 5, donc les dimensions sont 3 et 5.

Remarque 4 :
Lorsque I'équation ax? + bx + ¢ = 0, (a # 0) admet une seule solution double x,, alors :

ax? + bx + ¢ = a(x — x)*

Exemple 5:

N 2x2—4x+2=2(x—1)2

= Equations du second degré avec un paramétre réel

Exemple 6 :

Soit I'équation paramétrique :E,, : 2x2 — (5 +m)x + 7 + 3m = 0.

Discuter suivant les valeurs du parametre m, le nombre de solutions de I'’équation

Réponse :

Ap, = (5+m)* —4x2(7+3m) =25+ 10m+m? — 56 — 24m = —31

On considére I'équation du second degré,enm, : m? — 14m —31 =0
= A,=(-14)2-4x31=1

= — 45
= VA= 8V5 =
Conclusion :
O Sim = 7 — 4v/50um = 7 + 4+/5, alors I'équation E et une solution double (cardg, = 0).

Forme générale : ax + by + ¢ = 0 (a¥b) '+ (0;0)
Une équation du premier degré z inconnues, a une infinité de solutions.

’

Pour chaque valeu

2
x—7y=8;4x—-9y =0; x=-3y+1; y=;x—7\/§.

Exemple 8 :
Pour I'équation 5x

a. Forme générale :
{ C,lx + b?’ te ,_ 0 ;ou;a,b,c,a’, b etc sontdes nombres réels.
ax+b'y+c =0[2]
Définition :
On appelle systéme linéaire de deux équations du premier degré a deux inconnues, toute paire d’équations du
premier degré a deux inconnues qu’on se doit de résoudre simultanément.
C’est-a-dire, trouver la ou(les) solution(s) qui satisfait( satisfont) aux deux équations en méme temps.




b. Méthodes de résolution :

Il existe quatre méthodes de résolution d’un systéme linéaire.
- Méthode de combinaison

- Méthode de substitution

- Méthode graphique

- Méthode des déterminants (Cramer)

Exemple 9 :

Soit le systéme :{

ax+by+c=0
a'x+b'y+c' =0
On définit les déterminants suivants :

A= |§, £,| =ab'—a'b A= |£, Cc,l = bc' — b'cetA,= CC, a1 = ca'—c'a
Si A# 0, le systeme a une solution unique (x; y):
b ¢
a_ Ly ol b \
x———|a b| ab' —a'b
a b’
c a .
=ﬁ=|c’ al|=ca—ca
Y= |a b| ab'—a'b
a b’

SiA=0,avecA,=0etA,=0 : le systeme a une infinité de solutions,
SiA=0,avecA,# 0 ou A, 0 :lesysteme n’a pas de solution.

Un systéme d’équations peut étre résolu aussi par la méthode gra \orsque les équations sont
relativement simples. La solution simultanée lorsqu’elle existepest I'intersection des deux droites caractérisées
par les équations du systéme.
Exemple 10 :

Résoudre par les trois méthodes : combinaison, substitution et détérminant le systéme suivant
|5x+3y—4=0

'{2x—7y+11=0 .
Méthode de combinaison :

35x + 21y — 28 = 0 [1'] -5
7><+3><=>{ , X+5=0=x=—
B 2] 6x — 21 0[21 (1 41
10x + 6y - 63
2><—5><=>{ 41y—63=0=y=—
] 2] —10x + 35 =0/[2"] Y YT h
de x dans I'une des deux équations pour avoir la valeur de y.

hm0m3y 54y, 25 164 189 189 .
- T YT T Y T Y
—4=0[1
{5x+3y 0:de:5x=—3y+4
2x — 7y +11 = 0[2]
_—3y+4 -3y+4 _ —6y+8 35y 55 —6y+8—35y +55
Sr=——=2X———-Ty+ll=0=—F—-—+_-=0= c =0
—41y + 63 63 —5x+4
T=0=>—41y+63=0=>41y=63=>y=H=>de:3y=—5x+4=y=T
—5x+ 4 6x —35x+28 33 6x + 35x — 28 + 33
d2] = 2x - 7T x——+1l=0=—————+ — =0 = =0
3 3 3 3 3
41x+5 -5
=0=41x+5=0=41lx=-5=x=—
3 41
—3y+4

On pouvait aussi remplacer y dans 'expression de x =

pour avoir sa valeur directement.




63 —189+164 —-25
—3XxX - +4 —a w25 c -25 8 1 -5 {<—5 63)}
—1 = = = —= - = —_ = = — = = —_— — ¢
x 5 x 5 YT T 4175 T ] 41 41

Méthode des déterminants :
{ 5x+3y—4=0
2x—7y+11=0

_ 3| 7 - _aC_f— _

A—|2 _7|—5><( 7)—2%x3=-35-6=—41

Ax—|_37 If=3><11—(—7><—4)=33—28=5 Ay=|If ;|=—4x2—11x5=—8—55=—63
A, 5 -5 A, —63 63 5 63

L )
AT a1l 41 ATl M 41 a1

Exemple 11 :

3x+4y—-10=0
2x+y—-5=0

Résoudre par la méthode graphique le systéeme :{

Réponse :
Il suffit de remarquer que la solution simultanée du systéme, c’est
les coordonnées du point d'intersection des deux droites (D) et :
(D")d’équations.
(D):3x+4y—10=0et(D'): 2x+y — 5 = 0, point dont les
coordonnées (x; ; V,) vérifient les deux équations a la fois.
—3x,+ 10
4

7 . . _3x0 + 10
En égalisant y, avec y, on obtient ———— = —2x, + 5 =>‘0

En remplagant dans I'une des deux équatlons on obtient y, = 1
En représentant ces deux équations de droite dans un repere
droites sont concourantes.

On pose : yg = et yo=—2x9+5

normé (0; 7,7), on remarque que les deux

Les coordonnées de leur point d’intersection (xy = 2; yo 1)
L

stituent donc la solution du systéme.

Solutions possibles d’'un systéme linéaire donné :
Interprétation graphique
Soit (d) et (d’) les droites d’équations cartésien
plan.

x + by =ceta’x + b’y = ¢’ dans un repére (0; ,J) du

Si
(d ) et (d’) sont sécante

alors

Le systéme a un couple solution unique gui est le
couple des coordonnées du point A commun a (d )

et (d').

Le systéme n"a pas de solution.

uns

(d ) et (d’) sont confondues
(4 = 0). Le systéme a une infinité de solution qui sont tous
(d)=(d%) les couples de coordonnées des points de (d)
Les droites ont une infinité de foudad).
pPoints communs
Exemple 12 :
On se propose ici de trouver les ensembles de solutions (s’ils existent) des trois systémes suivants :
{3x+5y 7=0 IT: {4x+2y 5=0 I { 3x-5y+6=0
4x—6y—12—0’ ' 8x—4y+13—0’ " (-12x+20y—24=0




Réponse :
On utilisera au choix I'une des méthodes précédentes pour résoudre les systemes.
! {3x+5y—7=0

" 4x—6y—12=10[2]

18x +30y —42 =0 102 51
6X+5X=>{20x_30y_60=0=>38x—102=0=>x=§=>x=ﬁ
51 153 153 133 20
3XE+5y—7=O=>F+5y—7=0=5y+E—F=O=>5y+E=O
20 20 20 1 4 51 4

Le systéme a donc une solution unique.
Le systéme correspond a deux équations de droites concourantes (ayant un point commun).

4x+2y—-5=0|[1 8x+4y—-10=0 |1’

11.{ X2y =>2><+=>{ x4y

—8x—4y +13=0[2] —8x —4y+13=0[2]
D’ou le systéme n’a pas de solution, S = @.

Le systéme correspond a deux équations de droites paralleles (n’ayant aucun point commun

. { 3x—5y+6=0 :4x+:>{12x—20y+24=0 -

—12x + 20y — 24 = 0[2] —12x + 20y — 24 = 0[2]
Le systéme a une infinité de solutions. Toute solution de la premiere équati 1 solution de la
deuxiéme, et inversement.
Le systéme correspond a deux équations de droites confondues (ayaut tous le
Une inéquation est une expression algébrique qui fait intervenf
ou plusieurs variables (inconnues) de degré 1 ou plus.

= 3 =0,Cesti

a. Formes générales :
La forme générale d’'une inéquation du premier @@gré a une inconnue développée et réduite est :

ax+b<0 ; ax+b <
b. Méthode de résolution :

ax+bhb<0=ax<-b=

On a déja vu le tabl de des/signes du polynéme P(x) = ax + b ; ainsi :
X -+ oo
ax + b signedea
—b
Sia>0=§= . Sia<0=>5=]7;+00[
Exemple 13 :R &dans R I'inéquation: 5x —4 > 0
Réponse:5x —4>0=x > g. Le tableau de I'étude des signes donne ;
4 '
X —0n - + o 5
5 -2 -1 0 |1 zZ 3 4 5 6
ax+b - 0 + S
g e
s [4 +oo|
= |—: [ole]
5 )
Exemple 14 :

Résoudre dans R I'inéquation :—33 < 4x + 7 < 27.




Réponse :

—33<4x+7<27=-33-7<4x+7-7<27-7=-40<4x<20
= -40+4<4x+4<20+4=-8<x<5=8={x/-8<x<5}=[-8;5[.
2. Les inéquations du deuxiéme degré a une inconnue :

a. Formes générales :
La forme générale d'une inéquation du deuxieme degré a une inconnue développée et réduite est;

ax? + bx +c¢ = 0 (ou> ou < ou <) Avec (a # 0)
Cas particuliers :
1) ax? <0 (ou> ou < ou =) Avec (a # 0)

2) ax’ +c¢>0 (ou<ou < ou =)Avec(a # 0)
(ou> ou < ou =) Avec (a # 0)
b. Méthode de résolution :
= Tableau de I'étude des signes du polynéme : P(x) = ax* + c:
1°) Si a et ¢ sont du méme signe

3)ax? +bx <0

A ;
| ax®* +c signe de a
2°) Si a et ¢ sont de signes contraires
X —o0 _ '—_C '_—c =+ co
ax? + ¢ signe de a 0 — signea0
= Tableau de I'étude des signes du polynéme : p(x) = ax? + \\
1°) Sl— <0
X —_C ﬂ + oo
x - | +
ax + b —signe de a 0 signe | signede a
ax® + bx signe de a signe a0 signede a
oy o: —b
2°)Si—>0 —b
a x —o0 r —_— + o
a
x + | +
ax+ b —9{9!’!8 a | —signea 0 signe de a
ax?* + b 0 —signea 0 signe de a
= Tableau de I'étude des signes nome: p(x) = ax“ + bx+c
—on inf(xy;x;) (xy; x2) £z
1°SIAS 0 f(xy:x2) sup(xy; xz -]
a x+c signe de a 0 —signea 0 signede a
-0 Xg + o
ax® + bx +c¢ signe de a 0 signe de a
x —o0 + =
ax®+bx+c¢ signe de a
Exemple 15: .
Résoudre, dans sémble de nombres réels, 'inéquation : 2x2=5x+2<0.
Réponse :
Résolvons d’abord I'équation associée a 'inéquation: 2x2 —5x+2 =10
) 5-3 2 1 543
A= (-5) —4><2><2=25—16=9=A>Oet\/Z=3=x1=T=Z=Eetxz =—F =
Le tableau de I'étude des signes donne :
x —oo % 2 + oo
2x2 —5x+ 2 + 0 - 0 +

N

[

i 4 5
—_—

L’ensemble de solutions de I'inéquation : 2x? — 5x + 2 < 0 estdonc § = E ; 2]




Exemple 16 : Résoudre, dans 'ensemble de nombres réels, I'inéquation —2x2 + 6x —; >0

Réponse :
Résolvons d’abord I'équation associée a I'inéquation :

2x2 -6 2 0= A=62—4x—2xX— 36-36=0=>A=0= —6 3
—2X°—6bx ——= = —_ —_ _—= —_ = = X=—=——
2 2 4 2
Le tableau de I'étude des signes donne : & e _3 P
2
2 2 - -
L’ensemble de solutions de I'inéquation : inliienil ’

_2x2+6x—%>0estdonc =0

Exemple 17 : Résoudre, dans 'ensemble de nombres réels, I'inéquation : 3x% — 4x + 12 > 0
Réponse :

Résolvons d’abord I'’équation associée a I'inéquation :
3x2—4x+12=0= A= (—4)2 —4x3Xx 12 =16 — 144 = —128 = A< 0 pas de solutio
Le tableau de I'étude des signes donne :

x —Co

3x2 —4x + 12 +

L’ensemble de solutions de I'inéquation : 3x? — 4x + 12 > 0 estdonc § =
Exemple 18 :

Résoudre dans R les inéquations :
D2x —-Dx+1) =0 ;

2)x? —4x +3 <0 e;
| )

Réponse :
1)
x . -
=1 2 oo ~on 1 3 +00
T = | T
Zx-1 o 5 . 4 ) 0
~ i i
x -+ 1 L8]
: =]1;3[.
(Zx - 1 )(x +1) 4 ? +
S=] w0 ;-1] —’- ;rao[
2)
- > A 1 o
= + + 4 +
il + i =
|
-Tr ‘
S=]-1;1[.

expliqué précédem
solutions.

a. Inéquation produi-t :
Définition :

On appelle inéquation produit, toute inéquation composée d'un produit de deux polynémes ou plus.
Méthode de résolution :

Pour résoudre une inéquation produit, on commence par résoudre son équation associée. En fonction des
racines obtenues pour I’équation associée, on dresse ensuite un tableau d’étude de signes.

Le résultat de I'étude des signes nous permet alors de déterminer le ou les intervalle(s) de réels qui sont
solution de I'inéquation.

b. Inéquation quotient :

Définition :

On appelle inéquation rationnelle ou inéquation quotient, toute inéquation caractérisée par un quotient de
deux ou plusieurs polynémes.




Méthode de résolution :

Pour résoudre une inéquation rationnelle, on commence par résoudre ses équations associées dans le
numérateur et dans le dénominateur, en excluant les éventuelles valeurs qui annulent le dénominateur.
En fonction des racines obtenues pour les équations associées, on dresse un tableau d’étude des signes.
Le résultat de I'étude des signes nous permet alors de déterminer le ou les intervalle(s) de réels qui sont
solution de lI'inéquation.

Exemple 19 : PN 7
Soit'inéquation: 5x =3y + 15 <0 . /W . /
Les coordonnées des points A(0, 5) et B(—3, 0) sont deux ; /%{////7//// /,%}/ 7 X
solutions de I'’équation associée. 7% ,4%%fW@ /‘
Dans un repére (0; 7,7) du plan, la droite (AB) partage le plan en 4/’ %/f%//é/?}/ / 7/’/'/ i
deux demi-plans. 7 //fg}//////&;% / 2

Pour déterminer celui qui est la solution de I'inéquation, on 7 7 7 /j’;’é"ﬁ '/

remplace par les coordonnées de 0(0,0),0n a: /%, /{/;V%///A// (4

5X0-3%x0+15=15 // ///
Donc; le point O appartient au demi-plan qui n’est pas solution ?/ /%7
de I'inéquation. ///// 7
La solution de I'inéquation 5x — 3y + 15 < 0 est le demi-plan /%/// /
fermé de frontiére la droite (AB) et ne contenant pas
I'origine.

\

Wy
7
Exemple 20 : “ //4(

: . (5x—=3y+15<0
Soit le systéme { x+y—4>0
La solution de ce systeme est la zone du plan doubleme
hachurée, fermée du coté de la droite (AB), et ouver té
)

i S
E) -
de la droite (CE). /

_

B30

v ,’/ﬁ‘:/’/_ 5
77
/

,-/ .
,
Exemple 21 : (*} - j 7
x\é( 0; I;f)‘ /{//M{;

Le plan est muni d’'un repere or

Déterminer 'ensemble des poi X; y) tels que {:1 2 z t i z 1
Réponse :
120
{—1 <x+y< f 1<0
-1<x-y<1 -y+120 :
x—y—1<0 '
Or:
O x+y+1 équation cartésienne du demi-plan contenant O de

frontiére la droite(d;)d’équation

x+y+1=0
x + y — 1 <0estI’équation cartésienne du demi-plan contenant O de
frontiére la droite (d,) d’équation

x+y-1=0

x —y + 12>0estl’équation cartésienne du demi-plan contenant O de frontiere la droite (d3) d’équation
x—y+1=0

x —y — 1<0estl'équation cartésienne du demi-plan contenant O de frontiere la droite (d,) d’équation
x—y—-1=0

En conclusion, 'ensemble demandé est la partie du plan limitée par le carré ABCD (voir figure).




)

( Exercices Généraux |

1.Une personne dépense dans un premier magasin le quart
de la somme dont elle dispose.

Dans un second magasin, elle dépense la moitié du reste.

Etapres avoir ensuite acheté un objet a 300 UM, il lui reste
400 UM. De quelle somme disposait —elle au départ ?

2.Trouver les dimensions d'un champ rectangulaire d’aire
1200 m?, sachant que salongueur dépasse sa largeur de 10
m.

3.Un producteur de spectacle loue une salle a 53170 UM
pour organiser un spectacle.

Chaque billet d’entrée est vendu 300 UM. A partir de quel
nombre de spectateurs aura-t-il un bénéfice ?

4.Résoudre dans Rles équations suivantes :
¥ —4x +3=0; x24+x+1=0; x> +1=0;
x2 +3x—4=0;x2-2x—2=0;x*—4x2+3=0;
x2—-3x—-4=0; x*?—-1=0; x2 -2x — 2 =0;

x* —4x?+3;x + 3Vx+1=0;2x>—x —1=0;
(x—-1Dkx+3)=0;2x +1)?-32x +1)—4 = 0;
1—4x>=0; (1-2x)2(1 + x) = 0; x(1—x?) = 0.

5.Résoudre dans R les inéquations :

1
x+12>0; 2x—1£0;§x+120;

x> —4x +3>0; x24+x+1<0

2x2 —x —1<0; x2-1 =0;
(x-D(x+3) <0; 1-2x)*21+x)<0
6.Soit m un réel. Soit E,I'équation : mx? - x + 1 =

Déterminer, suivant les valeurs de m, I'ensemble de
solutions de E,,.

7.50it g, le trindme définie pour toutgréel, par !

Im(x) = x% + 2x — 2m,0tt m est un pagametye réel non nul.

1°) Discuter suivant les valeurs de e nombre de

solution dans R, de I’équation g,, (x)

Montrer quesim < 0
Oalorsx’ < -2< 0 <

8.0n considére I'équation(E): x* —5x3 +8x2 —5x+1=10

1
X=x+-
X

X?2-5X+6=0
2) Résoudre dans R I'équation ( E )

9.Résoudre dansR?, les systémes :

1) Montrer que (

3x+2y=2 3x—6y=1 2x —6y =28

D {4x—5y=6 P2 {4—x—8y=3 i 3) {3x—9y=12
10.1) Résoudre dans R?, le systéme :
{Sa +2b =26
2a—3b=-1

2) Déduire de la question précédente, la résolution,
dansR?, des systémes suivants :

5x% 42y =26
{sz -3y?=-1"

{5&+2ﬁ=26_

2x-3fy=-1’
5 2
—+-=26
Xy

2 3

x y_

11.Le plan est rapporté a un repere ( O; f;f)

Déterminer l'intersection des droites (d) et (d") données

par leurs équations :

1)(d)4x + 5y —1 =0; (d)3x

2)(d)2x — 10y —4 = 0; (d)

3)(4x -2y -1 =0 ;(d)y =

12.Résoudre dansR3, chacun des sy,

x+y+z=1

1]{ 3x+2y+4z=>5

—2x—-5y+2z=6

4y =2 =0
59 +6 =0
+

x+y+z=
2){3x—2y+32=
Sxv—y+z=

1°) aes dro 1); (dy); (d3) d’équations respectives :
x + 0;3x-y—-1=0;2x -3y +2 =0
Sont-e concourantes ?

r graphiquement la réponse.

.1 elles valeurs faut-il donner au nombre réel m
pdr que les droites (d;); (dy); (d;) d’équations
espectives :
x+y-2=0;3x-y—-1=0;2x -3y + m=
Osoient concourantes ?

2) faite la figure pour la valeur de m trouvée.

15.Dans chacun des cas suivants, ou P est un polynome de
degré 2.

Mettre P(x) sous la forme canonique.

Déterminer les racines éventuelles de P

Etudier le signe de P(x).
1°)P(x) = x2 + 2x — 1
3)PHx)=x2—-7x + 6

29)P(x) = —x% +x —1
4°)P(x) = —5x2 + x +1

1
5)P(x) = x24+2x+2 6)P(x)=zx2+ 5x — 1

7NP(x)=3x*+5x—1 8)P(x) =169x*+13x — 1
16.0n donne un polyndme P et un nombre réel a. Dans
chacun des cas suivants :

Vérifier que P(x) est factorisable par x - a.

Déterminer le quotient de P(x) par x - a.

Factoriser, si possible, ce quotient.

Etudier le signe de P(x).
1°)P(x) = x® — 4x2 + 5x —2 eta = 2

3
2°)P(x) = —=2x3 + 7x* — 12x + 9 eta = >

2x3 4+ 3x%2 — 12x —9 eta =

39) P(x)




4)P(x) = —3x3 + 2x%> + 9x —6 eta = 3.
17.Développer, simplifier, transposer les inconnues et des
valeurs constantes, puis résoudre les équations suivantes :
2x+3=5—4x;

5Bx—-2)=7(6x+1);
3(4 — 5x) + 12(2x + 3) = 7(1 — 3x) — 6(x + 2).
18.Résoudre dans Rles équations suivantes ;
a)4x? =0.b)2x2 +32=0.
c)3x% —27 = 0d)—-2x*+8 = 0.
e)—7x2—21=0. 4x2+3x =0
19.Chercher les solutions des trois équations suivantes :
a)3x2—5x—2=0 b)}x?+2x+1=0
c)5x2+3x+4=0
20.Soit I'équation :ax? + bx + ¢ = 0 (ot a # 0)
En utilisant I'écriture canonique d’un trindme du second

b%-4ac
4a

. b\2
degré :P(x) = a (x + Z) -
Faire une discussion et extraire le discriminant A.

21.Déterminer deux nombres réels dont la somme est 7 et

le produit est 6, puis vérifier le résultat.

22.Trouver les deux nombres réels x et y tels que :
x+y=6etxy=28

23.Trouver deux nombres x et yayant pour somme25 et

pour produit 144.

24.1’équation2x? + 3x — 5 = Oadmet-elle deux

solutions ?

a) Si oui sans calculer ces solutions x'et x'’, déterminer

leur somme Set leur produit P.

b) En déduire :

%; x'%+ x"% %+ %

25.Résoudre les systemes homoge

{x +y=-1

xy =-1

{x—y=2
xy =35

26.Sachant que :x3 +

Déterminer les ¢

{x3 +y3 =098
x+y=2"

(xx+ P2 —xy +y2).
,y) vérifiant :

27.Soit 'équation paramétrique

Ep: m+1)x2-0C2m—-3)x+m—-4=0

Discuter suivant les valeurs du paramétre m, les solutions
de I'équation E,,.

28.Résoudre I'équation paramétrique E,, :
2x>—(m—-3)x+2m—14=0
29.Résoudre I'équation paramétrique E,, : (2m + 3)x? —
(m+5)x—-21m—42=0
30.Soit'équation E : 2x> —ax —3a—6 =0
Déterminer la valeur de a pour que I’équation E admet 2
comme solution et donner sa deuxieme solution.
31.ABCD est un rectangle déterminer le réel k tel que :
AB AB + BC
BC 4B
32.Déterminer les réels p, q et r pour q
les solutions de I'équation :
E:x*—Qp+qx+3p-2
33.Résoudre dans R suivant
m, les équations suivant
x2—(m+Dx+m=
(Bm—5)2—-(m+

—2 et 3 soient

eurs du parameétre réel

(m— —4m)x +20=0

(6-“mx 3m+1D)x—3—-9m =0
(4m+1) 27 -2m)x+3+m=0
(m? Z_2m+2)x+(m—-1)=0

4.Détefminer m pour que 1 soit solution des équations

(Tt+1)x2—2mx+5 =0
x2—2m+1x+2=0
mM*+1Dx?+3m—-—Dx+m=0
35.Déterminer m pour que —1 soit solution de I'équation
suivante :(2m — 1)x? —2mx +5=10
36.Soit le polynéme :P(x) = 2x3 — 14x — 12
1° Calculer P(—1)
2° Résoudre I'équation P(x) = 0
a) En factorisant P(x)
b) Par la méthode euclidienne.

37.Résoudre dans R les équations suivantes :

3x -2 2x+5 9x? + 6x
2x+5 3x—2 ' w2z
-12 5 3x?% — 2x
7x—3 2x+9’ x—9




Chapitre 6 : BARYCENTRE

-

Physiquement, on appelle barycentre G d'un ensemble de points pesants, le point d’équilibre de cet ensemble
de points. Mathématiquement, la notion est étendue a des coefficients qui peuvent étre négatifs.

a. Point pondéré :

Définition :

Soit A un point du plan P, et soit @ un nombre réel. La notation A(a) ou (4; «) signifie que le point A est affecté
du coefficient a, ou que le point pondéré A est affecté de la masse a.

Exemple 1 :

(4,5); (B,-3); (C,2); (D - —) (E,0); (F \/_)sont des points pondérés.

b. Barycentre de deux points :

Définition :

Soient A et B deux points du plan P. Soient a et § deux nombres réels tels que ;a + § # 0.

Il existe un point unique G vérifiant ; aGA + ﬁ6_§ =0 \

Le point G est appelé barycentre des deux points A etB affectés respectivement des coefficientSwg et S.

On peut aussi dire que ; G est le barycentre du systeme des deux points pondérés ; A(a); B 4,a);(B,B)}

c. Propriété caractéristique :
Le point G estle barycentre des deux points A et B affectés respectivement des deux ficients a et 8 si et
seulement si ;aﬁ + ﬁﬁ =0.
d. Notations

G estle barycentre de A et B affectés respectivement des coefficie% B's te ;G = bar{(4; a),(B; B)},

ou encore; G = bar AlB
alp |
Exemple 2 : .
A|B — — 5
G = bar 372 < 3GA+2GB =0

= |

. Construction du barycentre G de deux points :
Exerc1ce 1:
Montrer que G = A _
bar a T a+ [3
Remarque 1 :

B
Dans le repére (A AB) le point G a pour abgsciss S (a+ﬁ) .Dans le repére (B BA) le point G a pour

1
abscisse ; G( +B)
Exemple 3 :
. . . A|B .
A et B deux points distincts. Soit bar 517" Donner I'abscisse du point F dans le repére (A; AB).
Réponse :
F = bar 7 Zﬁ 7 AB F( 7)
= = — = — - N
5+7 12 12
Exemple 4 :
A et B sont deux poihts distincts.Donner les abscisses des points E, F et G dans le repére (A; ﬁ), sachant que ;
A B A | B
E = bar =bar | —10] —6 bar —g1 1
Réponse :
E = bar A B AE = SE E >
v A -3~

A B -— -6 _- 3
F = bar (:)AF:—AB=—AB=>F(—)

— 1 1
G = bar < AG =—AB = (——)
G 7 G 7




Exemple 5 :
A et B sont deux points distincts.Donner les abscisses des points F, G et H dans le repére (A; Tﬁ), tels que ;

A | B A| B |; H= A | B
F=bar =55 G=bar r—o ) bar 1| —6
Réponse :
F = bar 3 2 @AF=§ABﬁF(§)
A | B — 4
G = bar T4 | S 4G = _—1AB = G(—4)
H = bar A+ 1y Y
=bar [ g | < A =5 A8 = i (-5
f. Méthodes de construction du barycentre de deux points :
= Méthode de I'abscisse :
A B — B
= AG = AB=>GE(AB)Vaﬁ€]R
_ a | B a+p
G = bar B
= (G a pour abscisse 15 dansl e (A; AB)
Exemple 6 :
Construisons le point G = bar ';1 g

Réponse :
4G = — B = 7B
2+3°7 75
= Méthode du parallélogramme :
Soit G = bar 412 Py
alp
et soit P un point du plan P tel que ; P ¢ (AB) on défini et Py

par; PPl = aPA et PPZ = BPB

Soit S le point tel que PS = PP1 + PPZ et PP, allélogramme.
PS—aPA+ﬁPB—(a+ﬁ)PG=>G€(PS o)
Or,G € (AB) = G = (AB) n (

Exemple 7 :
Soit [AB] un segment

1 ) Construlre lep

et (PS) L L L i I
Réponse: A é —t+—1B
1°) G =bar3; A " .
2°) G = bargy ? ; donc G e (AB).
A

Or, PS=PP, +PP, = 3PA + 2PB= 5PG.

Dong, le point G € (PS). P B Py
D’ou G est le point d’intersection des droites (AB) et (PS).

= Méthode des paralléles :

Cette méthode consiste a;

e Tracer le segment [AB],
e Choisir un vecteur unité u,




e Sur les droites d; (4,u) etd,(B,u), tracer les deux vecteurs Biiet —aiirespectivement a partir des points 4 et
B,

e Joindre les deux extrémités des deux vecteurs —ai et f7, soit P; et P, leurs extrémités respectives.

Le point de concours des deux droites (AB) et (P, P,) estle point G barycentre du systéeme

Justification :

A|B
alp

Sur les droites paralléles d, (4,1) et d,(B,u),construisons les points P, et P, définis par ;
A_)Pl=[3i1=>ﬁ=% P|[1]; BP, = —aii = ii = —~ BP,[2]

1—) 1—) —_— —_— —_— —_
=[2]= EAPl = —EBPZ = aAP, = —fBP, = aAP, + fBP, = 0.

Construisons le point G = bar

Comme ; aAG + BBG =0 = aGP, + BGP, = 0.

:a(E+TPl)+B(B_G’+G_PZ’)=6=>aA_G’+aG_P{+ﬁB_G’+ﬁTPZ:6.\

:)G:bar Pl PZ =>GE(P1P2)=>G=(AB)0(P1P2)
a | B
Exemple 8 :
Construire le point G = bar g i
Réponse :
Voir figure ci-contre.
g. Existence et unicité de G : e
. A| B . . .
Le point G = bar « | B existe si, et seulementsi; a +

B

La relation ; AG = @E établit I'existence et l'unicité de G.

L’égalitéﬁ =L 2B implique que G € (AB).

atB
| )
G = bar ‘; Z &G, \t alignes & G € (4B)
i. L’ensemble des barycentres et B génére la droite (AB) :

Soit A et B deux pgints
Autrement dit; V M

M = bar

s ; ladroite (AB) est 'ensemble des barycentres des deux points 4 et B.
ils existent deux réels a et § tels que ;

Avec,a+f #0

Exercice 2 : Démo la propriété précédente.

Remarque 2 :
Pour montrer que trois points sont alignés, il suffit de montrer que I'un d’eux peut s’exprimer comme

barycentre des deux autres.

Ona Si, et seulement si
=0 G=B
=0 G=A
xB>0 G € [AB\{4,B}
(x et Bsont de méme signe)
xB<0 G € (AB)\[AB]
(«< et Bsont de méme signe)
o« B <0(lx| > |B1) G € [BA\]AB[
x B <0(l| < B G € [AB)\]AB[




Remarque 3 :

% SiG = bar 2 g ; aveca > 3 > 0, alors ; G est plus proche de A que de B.
Vo A | B
% SiG = bar « | B ; avec B > a > 0, alors ; G est plus proche de B que de A.

j. Opérations conservant le barycentre :

Théoréme de ’homogénéité :(Proportionnalité du barycentre)

En multipliant ou en divisant les coefficients «a et f par un méme nombre réel non nulk, le barycentre G est

conservé ;
Al|B A B Al|B
= = = a
G =bar| P e G=bar|, k. B < G = bar - g (2] \

Exercice 3 :Démontrer les propriétés précédentes.

Exemple 9 :
A|B A|B A|B
G = bar 3|9 = bar 96 =bar |32
515
Propriété 1 : \
A|B A|B a' '
G = bar ks bar PN (aveca,B) #(0,0) & —“z
Exercice 4 : Démontrer la propriété précédente.
Propriété 2 :
A|B G B A
G = bar « | B < A= bar a+ 5| B < B —
Exercice 5 :
Démontrer la propriété précédente.
k. Isobarycentre de deux points :
On définit I'isobarycentre de deuxpoints cojmm arycentre de deux points affectés du méme coefficient non
nul, c’est -a-dire ; |
A B — - — 1
G = bar ; 0) ®AG=—AB < AG=-AB= (G=A*B
a a 2a 2
G estisobarycentre de A et B si, ulement si;
- o 1
G = bar 0 AG = EAB < G est le milieu de [AB]
. I| B A
[AB] a pour milie < A = bar < B = bar
1 2| -1 2| -1
A B
Exercice 6 : D r la propriété précédente I

1. Fonction vectorielle de Leibniz :
Soient 4 et B deux points du plan P, et soient et § deux nombres réels.

Pour tout point M du plan P, on définit la fonction ; f(M) = aMA + ,BW appelée fonction vectorielle de
Leibniz, associée au systéme de points pondérés ; {(4, a); (B, B)}.

Si Alors
x+f #0 fOM) = (x +B) GM
Avec G = bar {(A, x); (B, 8)}
x+£=0 m = —& ﬁ
m est constante ; (indépendant de )




m. La projection conserve le barycentre :
La projection conserve le barycentre ; c’est-a-dire ; si

G = bar

A

B

a

B

Et A', B' et G' sont les projetés respectifs de 4, B et G sur la droite (d)

parallélement a (A). Alors ; G’ = bar | A’
a

Bl

B

n. Caractérisation du barycentre :

Propriété 3 :

Soient (4, @) et (B, B) deux points pondérés tels que @ + 8 # 0 et G est le barycentre du systéme

{(4,a); (B,B)}.

Alors pour tout point M duplanP? ona; (a + ﬁ)m = aMA + [)’W, que l'on peut écrire ;
MB

—

MG

Exercice 7 :

@ At M

Démontrer la propriété précédente.

Définition :

Soient 4, B et C trois points du plan P. Et soient a, 8 et y trois n
Il existe un point unique G vérifiant ; aGA + ,BG_B) + yﬁ') =0. “
Le point G est appelé barycentre des trois points 4, B et C affectésr

Propriété 3 :

Le point G est le barycentre des trois points 4, B et C affe

seulementsi; aGA + ﬂ5§ + yﬁ =0.

Remarque 4 :
On peut aussi dire que ; G estle barycentre du s e
{(4,); (B,B); (C,1)}. A
)

Notation :
G est barycentre du systeme(4, a) ;(

Ou encore; G = ba Bl C

Bl vy

Exemple 10 :
Soit G = bar

= Méthode des

coordonnées

atp+y
atp+y

+—
a+f+y

8s respgctivement des trois coefficients a, f et y si et

L

2. Barycentre d’'un systeme de trois points : @

Nelstelsque;a+ﬁ+y¢0.

ctivement des coefficients @, et y.

points pondérés A(a); B(8); C(y) ou

& 8GA + 4GB — 5GC = 0.

CB

et (C,y) senote; G = bar{(4; a),(B; B),(C; v)},

ABCest un triangle non aplati. En utilisant la méthode des coordonnées, construire les points E et F tels que ;

A

B

c

A : —_ —_— — —
G = bar < aGA+ LGB +yGC =0
o[ ply] S aGATEEE LY
et P
at+tp+y
—_— a —_
< BG=——
atp+y
& CG=——CA
a+pB+y
Exemple 11 :
A| B | C
E = bar 3 > 11

F = bar

-2

3

1




Réponse :

E = bar @ﬁz%A_B’+%E;

F = bar @ﬁ=%ﬁ+%ﬁ

Construction

Remarque 5 :

X B R Lo B Y )
Dans le repere (A, AB,AC ), G a pour coordonnées ; G (a+ 517 2ty

= Méthode du barycentre partiel (Associativité du barycentre)

G est conservé lorsqu’on remplace deux points par leur barycentre affecté de la som urs coefficients.

A|B|C H C
G = bar & G = bar ;aveca+ B #0et H=bar
alBly atply g
Exemple 12 :
SoitG = bar 41 81¢C . Construire le barycentre G. g \
4 5 3 B
Réponse :
e A | B _ F|C
Soit F = bar 4|5 = G = bar 91 3 )
F B
Exemple 13 :

L
Etant données les figures suivantes, exprimer Ggomme barycentre de 4, B et C.

| )
e
B
Figl ; B
o Réponse :
Fig.1:
_ ., LAl B ClH _
H = bar 11 t G ar 311 = G = bar
Fig. 2 :
A|B C |H A|B| C Al B | C
H = bar 2‘&6 bar | =7 ; = G = bar i —7|=G=bar 615 7
(]
Fig. 3:
A|C A|B B|H C|K
H = bar 2T et K = bar 41 = G = bar 516 = bar s
By 1 A|B|C A|B|C
=>_=I=Z=>B=E et y=4 =G=bhar |, % =bhar 4|18 :szari ll? g




=1=

vl =

d. Existence et unicité de G :

Al B| C
Le point G = bar
P al Bl y
L'égalité : CG = —2—CA + —2—CB établit I
a+B+y a+p+y

=pf=4ety=5=G=bar

existe si, et seulementsi; a + f +y # 0.

existence et I'unicité du barycentre G.

e. Lien géométrique du barycentreGde trois points :

G = bar 4 Z ¢ (a+B+y+0)= G,ABetC sont coplanaire & G € (ABC) \
a 14
Ona Si, et seulement si
x=8=0 G=C
x=y=0 G=B
B=y=0 G=A
o= 0 G € (BC)
=0 G.€ (AD)
y=0
x+B=0 G appartiental a (AB) passant par C
= x+y=0 G appartient aW p A (AC) passant par B
2 B+y=0 G appartiental ele a (BC) passant par A
= %n «, Bety du méme signe G est dl'intérieur du triangle ABC
< _§ Deux seulement de «, Sety sont du G est al'extérieur du triangle ABC
< 5 | méme signe

Théoréme de I’homogénéité : (Proportionnalj
En multipliant ou en divisant les coefficients «,

< G = bar

=R
= @
= O

conservé ;
A|B|C A
G = bar < G =ba
alf |y loi
Exercice 8 :

Démontrer cette pr
Propriété 4 :

_ A A|B|C ar _ pr
G = bar " rAVARE avec (a,B,y) #(0,0,0) & i 5
Exercice 9 :
Démontrer cette pr
Propriété 5 :
A
G = bar
a | B |y
o 4 ﬁ ey i ALl oo
= bar atp By = bar atp al Ty = bar
+y +y

g. Sommets d’'un parallélogramme et barycentre :

ABCDest un parallélogramme si, et seulement si ;

=1z

G A | B
a+f |-a|-p
ty

B|C|D A |C| D

A = bar 11 -1 1 B = bar 1 1 -1
A B | D A|B|C
C = bar 111 1 ,D = bar 11 =11




A|B|C

G = bar

1]1]-1

M = bar

Exercice 10 :

& A, B, C et G sont les sommets d'un parallélogramme, G et C en sont des sommets
opposés.

h. L’ensemble des barycentre de trois points non alignés A, Bet C, génere le plan (ABC) :

Soient4, B et C trois points distincts et non alignés. Le plan (ABC) est 'ensemble des barycentres des trois
points 4, B et C. Autrement dit; V M € (ABC) ils existent trois réels a, B et y tels que ;

A

C

a

B
Bly

avec,a+f+y#0

Démontrer cette propriété.
i. Caractérisation du barycentre de trois points :

Propriété 6 :

Soient (4, @),(B, B)et (C,y)trois points pondérés tels que @ + 8 + y # 0 et G le barycentre du systéme ;

{(4,2); (B,B); (C,y)}.

Alors pour tout point M duplanP ona;
(a + B +y)MG = aMA + BMB + yMC, que 'on peut écrire ; MG = MA +

Exercice 11 : Démontrer cette propriété.

& 3MG = 2MA — 3MB + 4MC

Exemple 14 :
. A| B|C
Soit G = bar 30 2
j- Isobarycentre de trois points :
Définition :
G = bar 415 ¢
a | «a a

Propriété 7 :

G est centre de gravité de ABC si, et seulement si ;

(a # 0) G estl'isobarycentre de?oi
du triangle ABC.

a — B
(a+B+y)

(a+B+y) MB +

6 = bar A B G 4GB+ G0 = 0 o G - - QaEFT ~ 255
= 11111 (=4 + + =0 —§ —§
— y _ A A cl|cC

S C6==CC" | G = bar 1 12 = bar < bar 112

k. Fonction vectorielle de Lei | o

Soient 4, B et C trois points du pla

Pour tout point M du plan P, on défini
Leibniz, associée au systeme de po

. e . .
oient a, f§ et y trois nombres réels.

fonction ; f(M) = aMA + ,BW + ym appelée fonction vectorielle de
ondérés ; {(4,a); (B,B); (C,y)}.

Si \ Alors
<HBv#Q (MY= (« +B + Y)GM avec G = bar {(A,x); (B,); (C,y)}
fﬁﬁ +y AC
% +B 4y =0 fM) = aB_,)q +vy B_C) ; f est constante ; (indépendante de M)
aCA+ B CB

Exemple15 :

ABC un triangle ;I = bar

1°) Faire une figure.

2°) a) Déterminer des réels . ; 3 ; v tels que G = bar (':‘

et B7 = EB_L" Les droites (IC) et (JA) se coupent en G. (BG) et (AC) se
coupent en K.

B|[C
Bl

b) Déterminer a1 ;B1; v1 tels que G = bar%}_B'L ;etar+Pi+yri=1
il B[V

3°) Déterminer la position du point K sur la droite (AC).

4°) Déterminer et construire les ensembles :
a) Ades points M du plan tels que :HSWHOWBH - HQWJFGWH

b) I'des points M du plan tels que :HSW+6W3+4WCH:% ‘W+ZW3—3WJH




Réponse'
1) 1=bar & 1 B —Ai-2AB ;Bj=2BC ] = bar
3 5

_ Al B|cC
2)a)Ge(IC) & G= barSY & G=bar71> >

Ge (M) o G=bar AL oG =bar LS z

X B i
Donc,EZEZE'd'ouOL:E.DoncG=barA % & G=bar-A BIC = J
1 2 v 2 53 3pefe

A C
b)G:barA'TB'— t 3+6+4=13.Donc, G=bar 3| 6|4 et 3,6 4 _13_
1313 13 13 13 13 13

3)G= barT'—B'— Soit N = bar?’j OnaN e (AC)etG= barﬁ|§ Donc N € (AC) et N € (BG). D’ou N=K; donc

K =bar —%’—?O—bar 3‘?

4) a)Onal=bar —|— et]= bar B 3 2 .Donc, M €A si, et seulement si,

]
Donc, A est la médiatrice du segment [I]]

B N .
b)OnaG:bar'g‘ ; C et MA+2MB - 3MC = CA+ 2CB = 3Ci, donc M e Tsi, et se

S

< MG =IC. Dongc, I" est le cercle de centre G IC.
Exemple 16 :Alignement

SABCD une pyramide de base un parallélogramme ABCD. I est le milieu de [S
G est le centre de gravité du triangle BDS. . \
Démontrer que les points I ; G ; C sont alignés. .

Réponse :
Comme ABCD est un parallélogramme, alors, C = bar AIE;Q

Dong, C = bar’i‘sisl?? Or, I:bar—l—1 et G=barS ‘1D
Donc, C = bar_’% d’oui les points I ; G et C sontalignés.

Exemple 17 : Droites concourantes
ABCD un tétraedre. G1; G2 ; Gz ; G4 les centres de gr;
Démontrer que les droites (GiD); ;

ité respectifs des triangles ABC ; ABD ; ACD ; BCD.
‘,ﬂ sont concourantes.

Q); (G3
A\ngbarﬁﬂ%?— ;G4=bar%%|% Soit G = bar 7 ?%? .Ona:

; G =Dbar ..Donc Ge(G1D) ; Ge(G2C) ; Ge(G3B) ; G €

Réponse:

A[B|C
Ona:Gi= barTH‘T ; G2 = bar

D
G= bar %%—Iﬁ 1

Dans le plan P\ra éaunrepere (0; 1,]);siG = bar 2 g (a+p#0);
_ axytPxp
1T ey dérée des coordonnées de A et B
ayat ByB( oyenne pondérée des coordonnées de A et B)
G~ a+f
Exemple 18 :
Dans un repeére (0; 7,j)de P, on donne A(5; —7) et B(3;4) tels que ;G = bar g }i

Calculer les coordonnées de G.
Réponse :

3x5+4x3 27

3+4 7 ﬂ,—_5)
3x—7+4x4_—5:>6<7 7)
3+4 7

Xg =

Ve =




= Barvcentre de trois points :

Dans le plan P rapporté a un repére (0; 1,]) ;Si G = bar ‘; [5 }C/‘ (a+B+y+0);
_axat+Bxptyxc
P dérée d données de A, B et C
 ayatByptrve (Moyenne pondérée des coordonnées de A, B et C)
Yo = a+pB+y
Exercice 11 :
Démontrer ces résultats.
Exemple 19 :
Dans le plan P rapporté a un repére (0; 1), on donne les points A(2; —3), B(—4; —5) et C(6; —2) tels que;
o Al B ]cC .
SiG = bar 71T =8 [ 10 Calculer les coordonnées de G
Réponse :
7x2-8%X(—4)+10%x6 106
X6 = =79 106 -1
7-8+10 9 :G(_;_)_
_7x(=3)=8x(-5)+10x (-2) -1 9 ' 9
Ye = 7-8+10 79
Remarque 7 :

Pour montrer que trois points distincts sont alignés, il suffit de montrer que I'un d’eu t s’écrire comme

barycentre des deux autres.
3.Centre d’inertie d’une plague homogene :
a. Principes généraux :

Soit P une plaque d’épaisseur négligeable. Le centre d’inertie / N?ue est I'isobarycentre de tous les
points de la plaque. (C’est donc un barycentre d’une infinité de’oint | $’agit d'une notion mathématique
difficile a définir. Cependant, il est souvent facile de construire le e d’'inertie d'une plaque homogéne
grace aux propriétés suivantes (admise a ce niveau).
On donne quelques principes utilisés en physique concernant les

b. Cas simples :

ntres d'inertie des plaques homogenes :

o Le centre d’inertie d’une tige homogéne est le p ilied de cette tige.
e Le centre d’inertie d'une plaque homogengtriangulaire est le centre de gravité des sommets de ce
triangle.
e Attention! Le centre d’inertie d'une plaq adrilatere ABCD est, en général différente de
I'isobarycentre des sommet$yd, B, C etD. (Y
c. Principes de symétrie : .

e Silaplaque admet un centre de8ymétrie I, le centre d’inertie est le point 1.

e Silaplaque admet comme a symétrie la droite A, le centre de symétrie
est sur la droite
d. Principes de juk

d’inertie I,, alors la plaque P; U P, admet pour centre d’inertie le barycentre G
du systeme (I3, a;) et (I, a,). Comme les plaques sont homogenes, leurs aires
a, et a, sont proportionnelles a leurs masse m, et m,, on a donc aussi
(d’aprés 'homogénéité des coefficients) ;G = bar{(I;,m,); (I,,my)}.
o Silaplaque P est décomposable en deux plaques P; et P,, alors le centre d’inertie G de la plaque IP est le

barycentre du systéme {(G;, m,); (G5, m,)} ol la plaque IP; a pour masse m, et pour centre d’inertie Gy, la

plaque P, a pour masse m, et pour centre d’'inertie G,.

Sila plaque P est décomposable en plusieurs plaques, on lui applique le méme principe.




Exercices Généraux

1.Construire le pointG = bar

2.A et B sont deux points distincts.
A | B
2|1

Soit F = bar

Donner 'abscisse du point F dans le repére (A ; TB)
3.4 et B sont deux points distincts.

Donner les abscisses des points E, F et G dans le repére
(4; 4B), sachant que ;

A B
E = bar

2 3

A B
F = bar

-2 -3

A | B
G = bar

2| 3

4.A et B sont deux points distincts.
Donner les abscisses des points F, G et H dans le repere
(A; ﬁ), tels que ;

A | B
F = bar
2|5
A
G = bar
-31|5
|
B )
H = bar
4 | -1

5.Construisons le po

| |
A | B
6.Construire le poi
-3| 2
7.Soit le triangle
A|B|C
On considére G = bar
1112

Construire G
8.ABC est un triangle non aplati.
A B C
1 2 3
Construire G en utilisant la méthode des coordonnées de

G dans le repére (A; E, R), puis en utilisant la
méthode de I'associativité (barycentre partiel).

G = bar

9.Soit ABC un triangle non aplati. En utilisant la méthode
des barycentres partiels, construire le barycentre G du
systeme {(4, 3); (B,4); (C,5)}.

Probléme d’alignement

10. Soit ABC et A'B'C’ deux triangles non aplatis de
centre de gravité respectifs G et G'.

1°) Montrer que ; AA' + BB + CC' = 3GG'

2°) En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que G = G'.

11.ABC estun triangle non aplati. I, ] et K sont des

pointstelsque;,T]’:%A_B'; Fj=%7§ ot ﬁgzgﬁ

1°) Faire une figure ;

2°) Démontrer que les droites (4)),(
concourantes.

et (CI) sont

12.Soit ABC un triangle non aplat

2°)Montrer que (IC), (4]) et (BK) sont concourantes.

T3.ABC est un triangle non aplati de centre de gravité le
point G.

Soit I = B * C. La parallele a (BC) passant par G coupe
(AC)enE.

1°) Placer le point D tel que ; AD = 24B

A|C
2°) Montrer que ; E = bar
1] 2
3°) Montrer que B =A * D
A|D|C
4°) Montrer que ; I = bar
1112

En déduire que D, I et E sont alignés, puis préciser la
position de I sur (DE).

14.ABC est un triangle non aplati. D, EetF sont des
points définis par les relations ;

AD = 3A4B; AE =-3AC; CF =2CB.

1°) a) Exprimer D, E et F sous forme de barycentres ;
b) Placer D, E et F sur la figure ;

2°) a) Montrer que D, E et F sont alignés ;

b) Exprimer ED et EF en fonction de AB et AC ;
¢) En utilisant le résultat 3CF = CE + 2@,

C | D | E
3|2 1

3°)(EB) coupe (CD)en G, préciser la position de G sur
(cD).

Montrer que ; B = bar

15.So0it ABC un triangle non aplati. On désigne par D le
symétrique de B par rapport a A.




Soit I = A * C et ] le point tel que ; Fj = %ﬁ:

1°) Démontrer que D, I et] sont alignés ;

2°) Faire une figure.

16.ABC est un triangle non aplati. /est le point tel que ;
Al = gﬁ Dest le symétrique de B par rapport a A.

(BI) et (CD) se coupenten G.

La paralléle a (AB) menée de C F = bar AlB
coupe (Bl)en H. 3| -2

1°) Faire une figure ;
2°) a) Déterminer les réels a, 8 ety tels que ;

A B C
G = bar
a | B |y
b)Déterminer x, y et z tels que ;
A B C
H = bar
X y z

Probléme de concours de droites

17.ABC est un triangle non aplati, les points P, Q et R
sont tels que ;Tﬁ = gﬁ; B_Q) = gﬁ‘); AR = gfd
Montrer que les droites (AQ) ; (BR) et (CP) sont
concourantes.

Probléme de parallélisme de droites

18.ABC est un triangle non aplati, les points E et F sont
définis par ;ﬁ = ;Té, AF = gﬂ‘)

Montrer que les droites (CE) et (BF) sont paralléles.
Parallélisme de trois droites

19.ABC est un triangle non aplati.

On donne & = MA + 2ME — 3MC.

1°) Montrer que le vecteur 4 est indépendant du choi
du point M.

A B d
2°) Soit P = bar , Q =Yar
1 2 1
B | C
R = bar
2 | -3
Montrer que les droites ; etlCP) sont
paralleles.
20.ABCD estun carré de

I,],K et L sont les mili
[AB],[BC], [CD]et [D
(4] n (BK)

R =(CL)
1°) a) Faire une figure

respectifs des cotés
pose;P = (A])n (DI) ;Q =

S = (CL) n (DI)

b) Exprimer P comme ;

e Barycentre de Aet ]/,

e Barycentre de Det I,

e Barycentre de 4, Bet C,

e Barycentre de A, Bet D,
2°) Exprimer Q comme ;

a) Barycentre de Aet],

b) Barycentre de Bet K,

c) Barycentre de A, Bet C,

d) Barycentre de B, Cet D,
3°) Peut-on exprimer P, Q, R ou S comme barycentres
des points A4,B,C etD?

4°) En utilisant le point 0, montrer que PQRS est un
carré.

Fonction vectorielle de Leibniz
Détermination du lieu géométrique
21.ABC est un triangle non aplati.
1°)Construire les points
A|B| C

213 -1

E = bar

2°)Déterminer et construire I'ensemble I' des points M
tels que ;

|2MA4 + 3MB — MC|| = 2||3M4 — 2MB + MC||.

3°) Déterminer et construire I'ensembl&Jl des point M
tels que ;
|2M4 + 3MB — MC|| = 4.

22.S0it 4, B et C trois points fixés du

A tout point M du plan P on ass
vectorielles ;

f(M) =2MA +3MB — M
Etg(M) = MA +2

—_—

1°) Calculer f(4), ]T(_)
\ A|B|C _
29) ‘ﬁ)it b Calculer f(G),

213]|-1

fonctions

39) £(M) en fonction de MG,
A|B|C
4°) Soit ) = bar
1131

éterminer 'ensemble des points M tels que ;

Fon|| = || @],
5°) Déterminer 'ensemble des points M tels que ;
||f(M)|| = ABet ”g(M)” = BC.
23.ABCD estun carré de coté 5cm. On définit les
fonctions suivantes ;f (M) = MA + MB + MC + MD et

g(M) = 2MA — MB + 4MC — MD

1°) Déterminer ; f(4), f(B), f(C)etf (D),
2°) Déterminer f(0), O centre du carré ;

3°) Déterminer ; g(4), g(B), g(C)etg(D);

A| B |C| D
4°) SoitG = bar
2|1 -114]-1
Déterminer g(G),

5°) Déterminer puis construire les ensembles suivants ;
Ey: ||]TM)'|| =10V2
£ o] = 0

Es: 700 = [0

6°) Faire une figure.

Barycentre et géométrie analytique

24.Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 1,7),
on donne les points A(—3,2), B(4,5) et C(2,—4) et soit
les points ;

P(%,o); Q(S,_Tll): R(=5,=7).




A B Cc
1°) Montrer que ;P = bar
3
2°) Mont Q=>b A1B1cC
°) Montrer que ; Q = bar
d -2 1 3
A B Cc
3°) Montrer que ; R = bar
1 |-1|1

4°) Quelle est la nature du quadrilatere ABCR ?

25.Etant donné un triangle ABC non aplati et un réel k,
on considére les points A’; B et C' tels que ;

AB' = kAB ; BC' = kBC ; CA' = kCA.

Démontrer que les triangles ABC et A’B'C’ ont le méme
centre de gravité.

26.0n se donne un triangle ABC non aplati et un point O
vérifiant ;04 + OB + OC = 0 et 0A = OB = OC.
Montrer que le triangle ABC est équilatéral en montrant
que les médianes sont aussi les médiatrices.

27.0n se donne un triangle ABC non aplati.Pour tout
point M de P on pose ;m = 2MA — 3MB + MC

1°) P désignant un point quelconque de P, prouver que ;
m = TP)) (f constante)

2°) Construire G, barycentre de (B; —3) et (C; 1)
Montrer que ; m = Zm.

3°) Construire G, barycentre de (4; 2) et (C; 1)
Montrer que ; m = 3B—GZ).

4°) On désigne par G le barycentre de (B; —3) et (4; 2).
Montrer que les

droites ;(AG,) ; (BG,) et (CG5) sont paralléles.

5°) En déduire une construction de G;.

28.Etant donné un triangle ABC non aplati, construire
les points I,] et K définis par;

= [estlebarycentre de (4;2) et
= Jestlebarycentrede (4;1) et (C;2
= K estle barycentre de (C ;1) et (B,
1°) Démontrer que B est le barycentre
(K;3)et(C;1).
2°) Quel est le barycentre
3°) Déduire du 2° que [
milieu de [IK].

4°)L étant le milieu de

démontrer que IJML
centre G est'isobaryc ede A4, B,C.

29.0n se donne d s A et B distints, deux réels a
et B (a + B # Oetf # 0) etun vecteur ¥ non nul. I estle
barycentre de (4; «) et (B; B).

1°) M, étant un point fixé, construire N, tel que [ soitle
barycentrede (My; a) et (Ny; B)-

2°) Un point M décrit la droite A passant par M, et de
vecteur directeur 1.

On désigne par N les point tel que I soit le barycentre de
(M; a) et (N; B).

Quel est 'ensemble des points N ?

30.1°) On désigne par ABC un triangle non aplati et par
G le barycentre de (4; @), (B; B), (C;y)(a+ B +y # 0)

Yet (C;1)?
alignés et que J estle

, et M celuide [KC],
parallélogramme dont le

|
L)

Donner les coordonnées de G dans le repére (4, B, C).
2°) Un point M a pour coordonnées (x, y) dans le repére
(A, B, C). Déterminer a, 8 et y de fagon que M soit le
barycentre (4; @), (B; B),(C;y) etquea + B +y = 1.
3°) Quel est 'ensemble D des points G barycentres de
(4; @), (B; 2a),(C;1 — 3a) lorsque a décrit R ?

4°) Donner '’équation de D dans le repére (4, B, C).
31.Dans chacun des cas suivants, construire les

barycentres indiqués.
1°) [AB] un segment ; G =bar Allg
A

2°) [AB] un segment; I =bar 2 1-7; ] = bar —_1|%
Montrer que les segments [AB] et [I]] ont méme milieu G.
o ; L= B - B|C k= A|C
3°) ABC un triangle ; I = bar_2 3 ] -barT|T K= bar T|_2
32.Soit A et B deux points du plan. Construire les points
suivants :

= AlB . g, = A|B. -
G1 bar.1_|_ ; Gz. bar _?B, G3
33.Exprimer le point G comme baryc
et B dans chacun des cas :

2 — 11—
DAG=ZAB;  4)BG=—AB

2)AG=-AB; 5)

6)AG=SAB; 9)-2BG+AG=0

34. Dans suivants exprimer G comme barycentre
des Poi
1
)A A G B ) A B G
VS TR N
.ABC dn triangle, I, ], K les points tels que :

i@lAB: Bj=—2BC. CK=1AC.
3 5 2

°) Faire une figure.
2°) Compléter les tableaux :

I:barﬁl—B ; J:barEI—C ;K:barﬂ}—C

36.ABC trois points tels que : 5AC = 2AB

1°) Exprimer A comme barycentre des points B et C.

2°) Exprimer B comme barycentre des points A et C.

3°) Exprimer C comme barycentre des points A et B.
D

C

A B

Placer le point G sachant qu'il est barycentre des points A
et C d’'une part et des points B et D d’autre part. Justifier.

37.A et B deux points distincts, déterminer le réel x dans
chacun des cas :

1) bar —|—'§ eEf = bar —|—ﬁ‘) 3
A| B A B
2 bar T = bar S
3 A | B .
) bar Zﬂﬁ est le milieu de [AB].




38.A et B deux points distincts donnés dans le plan. D
est une droite dans le plan ;

Déterminer I'ensemble (E) des barycentre des points A et
B, appartenant a D.

39.ABC un triangle ; [ milieu de [AB].

_ A|B|C . __ A|B|C
H =bar 1—|—1'—2 ; Z=bhar 1—|—1'—1

1°) Faire une figure.

2°) Soit G le centre de gravité du triangle ZAH.
Exprimer G comme barycentre des points A ; B;; C.
40.ABC un triangle I = bar A B BE bar?%
K=har C A

Les dr01tes EA]) et (BK) se coupent en G1

Les droites (A]) et (CI) se coupent en G2

Les droites (BK) et (CI) se coupent en Gs.

Placer les points cités sur une figure.

Exprimer chacun des points G1 ; G2 ; G3 comme
barycentre des points A ; B; C.

41.ABCD un quadrilatere dans le plan. G est

I'isobarycentre des points ABC. O est I'isobarycentre des
points A; B; C; D.

Montrer que les points O ; G ; D sont alignés.

42.ABC un triangle. I = bar%l% ;] =bar ;BII% etK= barT|z
1°) Placer les points cités sur une figure.

2°) Démontrer que les droites (IC); (JA) et (KB) sont
concourantes.

A
43.ABC un triangle non aplati. I = bar —2|% et J= bar C

Les droites (IC) et (JB) se coupent en G.

On muni le plan du repére (A ; B; C).

1°) a) Donner les coordonnées de chacun des points A ; B ;
C;IL;].

b) Déterminer une équation cartésienne de chacune d
droites (IC) et (JB).
¢) En déduire les coordonnées du point G.

2°) Exprimer G comme barycentre ‘NAA B;

44.ABC un triangle. D est symétrique apport au
milieu de [BC]. I = bar A B . Laparallele a ) passant
par B coupe (IC) en G.

1°) Faire une figure.
2°) Exprimer G comme ba

3°) Déterminer et const
du plan tels que HZW‘+

45.Soient A ; B;; C trois points donnés. M étant un point
quelconque, exprimer chacun des vecteurs suivants en

fonction de MG ou G est un point a préciser.

1) MA + MB ; 4) AM + 3MB
2) MA + MB + MC 5) 2MA - MB+MC
3) 2MA -3MB 6) MA - MB+2MC

46.50it A ; B; C trois points donnés. M étant un point
quelconque, déterminer le vecteur indiqué dans chacun
des cas suivants :

1) MA-MB ; 3) 3MA - 3MB

2) MA + MB -2MC - 4) 2MA - BM+ MC
47.ABC un triangle. t est un réel. Soit Gt le barycentre du
systéme {(A ;2t+1); (B -t); (Cq

1°) Déterminer l'ensemble des vale t pour
lesquelles le point Gt est défini.
2°) Le point Gt peut-il étre

a) 'un des sommets du tria ?

b) situé sur l'une des droit ; (AC); (BC)?

c) centre de gravité de
3°) Construire Go ; G5

48.ABC un triangle. m u .On pose

Gm= 1); (B;m); (C; —m)}

Hm = , 1¢m);(B; m); (C; m)}

1°) arMo ue Gm et Hm existent pour toute valeur de

m lorsque m varie dans R .
b) Déterminer et construire le lien géométrique du

point Hm lorsque m varie dans R .
Alignement
49.SABCD une pyramide de base
un parallélogramme ABCD.
I est le milieu de [SA] :
G est le centre de gravité
du triangle BDS. Démontrer que
les points I ; G ; C sont alignés. A%
Droites concourantes

50.ABCD un tétraédre. G1; G2 ; G3; Gs les centres de
gravité respectifs des triangles ABC ; ABD ; ACD ; BCD.
Démontrer que les droites (G1D) ; (G2C) ; (G3B) ; (G4A)
sont concourantes.

B




Chapitre 7 : ANGLES ORIENTES ~-TRIGONOMETRIE

_

1. Angles orientés et cercle trigonométrique :

a. Le cercle trigonométrique :

Définition :

Soit (0,1,]) un repere orthonormé tel que 01 et O] sont deux vecteurs unitaires.

Le cercle trigonométrique (I')est le cercle de centre O(origine du repére) et de rayon Ol = 0] = 1.

b. Mesure d’'un angle en radian :
Soit un angle géométrique BAC (mesuré en degré).Le cercle trigonométrique de centre A4, est de périmeétre 2.

Il coupe les demi-droites [AB) et [AC) respectivement en C'et B'. \

La mesure en radian de I'angle BAC est égale a la longueur de 'arcBC
Le tableau suivant donne la correspondance entre différentes unités de mesures angulaires.

Mesure en degré (°) 180 90 60 45 30 0 x
A i T T T T 0

esure en radian s 2 3 2 3 y
Mesure en grade 200 100 ? 50 1{3]_0 0 z

Il s’agit d’'un tableau de proportionnalité : y = %x, z= %x \
Exemple 1 :Compléter le tableau “ -
Mesureendegré 75
T
Mesure en radian 2 = A c T
Mesure en grade 40
)
Réponse :
Comme ce tableau présente un tableau de pro nnalité, on a:
T T 0 250
=~ Xetz=— =T cz="(75)="2
180 N 180 B (7%=
T 50 9 T T
Avecy= —,onax = : 15)=—.Avecz=40,onax = —40=36; y=—(36)=—.
y12 1 ()3 10 y180()5
Dans la suite de ce ch ision contraire, les mesures des angles seront données en radian.

Mesure en degré 15 36
\
Sn
Mesure en radian i x 3LS
12 12 5
250 50
Mesure en grade 3 3 40

c. Le plan orienté :
Un plan est orienté lorsqu’on distingue deux sens de parcours sur chacun de

ses cercles.

= Un sens positif ou direct qui est le sens contraire a la rotation des aiguilles <
d’'une montre(sens antihoraire).

= Un sens négatif ou indirect qui est le sens de la rotation des aiguilles d’'une

montre (sens horaire).




d. Mesure principale de I'angle orienté ;
Définition :
Soit @ un nombre réel et A un angle orienté de mesure a. On considére x comme mesure principale de I'angle
orienté A si;
a=x[2mn]
ou
a=x+2kn (aveck €Z)

Tel que; — < x < mwou —180° < x < 180°(x comprise entre —180° et 180° ou entre —m et w radians).

Exemple 2 :
Donner les mesures principales des angles orientés suivants : i
257Tl =3ln 7m 121m

2’ 5 7 4’ 3 B
Réponse :
0257T_2471'+71'_247T+7T_12 +7l' —6x(2 )+7T:>25Tl'_11.'[2 I e

2~ 2 2 27T T WryT T T
A -3l -30r—m -30m N - 6 + -  -31lm -mw [2n]
= = e —_— = —
5 5 5 5 T 5 5 °
n 3 v T
O—= —=—=——[2
kA
A 121r —120m—m  120m m 40 n=> [2n]
3 3 3 3 ""73 N &
Exemple 3 : -3
Sachant que(ﬁ’?ﬁ) =29 Dgterminer la mesure principale o @ I'an
Réponse :
ona:a= 294 2knaveck e Z , et -n<a<m. Donc, -n< 200m
1-20 pp<q.200 208 ) 197
3 3 6
200 2007 _ 667=

D'olia = = +2(-33)n=

e. Représentation des réels s
Le cercle trigonométrique est un
Son périmetre est donc égal a 2x
A tout réel x, on associe un point

Aunréel x < 0,on cie le point M tel que I'arc AM parcouru dans le sens
négatif sur (), ait longueur |x|.

Pour visualiser et K ction de R dans ('), soit (A) la tangente a (T') en A.
Munissons (A) du repere (4; C) tel que OACB soit un carré.

On peut considérer que (A) est un fil gradué représentant R que I'on enroule A
sur (T).

A tout réel x correspond bien un seul point M du cercle trigonométrique (I") T2
(voir figure).

Soit x un réel et M le point correspondant du cercle trigonométrique, on dit que

T-3

x est une mesure en radian de I'angle (ﬂ; W)

L’ensemble des mesures en radian de I'angle (ﬁ W) est 'ensemble des réels de la forme x + 2kmavec k € Z.

(04;08) = x = (04;08) = x + 2kn, (k € 7).




2) Cosinus et sinus d’un reel : :

Soit x un réel et M le point du cercle trigonométrique tel que : (62; 51\7) =

Dans le repére orthonormal direct (O; 4; B),ona:

O cos xest 'abscisse du point M.

O sinx est'ordonnée du point M.

Avec P et Q projetés orthogonaux de M respectivement sur (0A)et (OB).
Ona:cosx = OP etsinx = 0Q.

a. Propriétés :

i Lo COSX = COSY
O Des réels x et y vérifient {

sinx = siny
O Pour toutréel x,ona: -1 <cosx <1 ;—1<sinx <1 ;cos’x + sinx

8 VxE[O'E]'costOetsianO

OVxe[ ] cosx =0
QVxE[O,n],smeO.

b. Lignes trigonométriques —~Angles associés - Angles
remarquables :

A . 3 Vs
Soit A un angle orienté de mesure a. Les angles —a, 7 —a, T+ «, St

a ; sont habituellement appelés angles associés a A.
Propriétés :

Pour tout réel x (fig. ci-contre) on a:

O cos(—x) = cos (x), et sin(—x) = —sin (x).

QO cos(m + x) = —cosx, et sin(m + x) = —sinx.
QO cos (T —x) = —cosx, et sin(m — x) = sinx.
Pour tout réel x (fig. ci-contre) on a:
A cos (——x) = sin x, etsm(——x = COS X.
) cos(—+x)——smx etsm( —cos
Remarque 1 :
Les tangentes des angles assogié deduls i?ormules précédentes.
o sin(m —
Ainsi: tan(m —a) = —tana.
cos(m — cosa

Exemple 4 :

Sachant que : cos—

5w 7 21
,calculer cos - C0s— et cos 5

1 Snt_%. 9 7nt'7n- 3 nt_n.
)cos6esm6 )cos6e sm6 ; )cos3e sm3 ;
Réponse :
5t T V3 o 5m T
1) cos—= = g) = Tcose=—— et smz=sm(n—g)
7 s s V3 7m s .
2) cos?=cos(n+g)=—COSg:—7etsm?:sm(n+g)——sm
s T T 1  om /M T T 3
3) COS§—COS(2 g)=51ngzzetsm§=sm(§+g)—cosE—T
4 2n (n+n)_ .1 . 27'[_ (n n) T
)cosg—cos2 g)="sing= 2esm3 sm2 g) =cosg =
Exemple 5 :
1) Compléter le tableau suivant :
- 3n T
X —_— - _
3 4 6
cos x
sinx

= 1.

A
W =
i
E
B
b

A

C1E]
1
L

si et seulement si il existe un entier relatif k tel que : x = y + 2km.

2

4) cosZetsi
(:0533511‘13

. n_l

—Sln6—2
n_
6 2
V3

21




tan x

cotanx

2)Déterminer 6 dans chacun des cas suivants :

\2 _ _
cosf =— cosf =— cos9=—\/§ 0059:—\/Z
a) 2 b) 2 ) 2 d) 2
o33 m no=2 ng ="
sinf = 5 Slne:T sin —2 sinfd = 5
Réponse :

|
S felgalsl L] ol 3

V2 -7
cosf = > cosf = cos—4 —
b) = e 0=—
sinf = —V2 sinf = sin—4 4
2
T
cos 8 = cos (rc ——) T 5t

sin6=sin(rr—%) @9=7T—g=?




cos @ = __‘f cosf = cos (—n + g) = cos (_—56”)

sinf = - sin @ = sin (—n + E) = sin (_—Sn)
2 6 6

c. Tableau de valeurs trigonométriques de certains angles remarquables :
* Pour les mesures principales positives :

N T T T i3 51 3w 2w
a en radian 0 — — — — - - - T
6 4 3 2 [ 4 3
cos x 1 | B2 L o (B V2|t
2 2 2 2 2 2
. 1 1
Ssin x 0 — "I{_E E 1 — “"I{_E \f_§ 0
2 2 2 2 2 2
ta 0 1 1 V3 | = -1 1 J3| o \
n x —_— 3 —_— — —v3
V3 V3
®| V3| 1 = 0o | V3| 1| = | =
cotan x 3 = 3 _ J—
V3 V3
» Pour les mesures principales négatives :
N —m —m —iT —Iir —5m | —3w | —2mw
a en radian 4] — — — — —r
(=] 4 3 2 & 4
cCOSs X 1 E E 1 (4] __3 __2 1
2 2 2 2 2 o 2
sin x 4] _—1 lﬁ l§ —1 _—1 __2 __ 1)
2 2 2 2 2
1 1
tan x o] ] —1 —'3 —_— Q0
73 V| X
1
/3 — =
V3 NE

== o
emble/des solutions de I'équation sinx = aestS = ¢ y
réefa tel que sina = a. Ona donc;
0 o
Exemple 6 :
Résoudre dans R les équations : 1°)/3 sinx = % 2°)3sin2x =0 3°) 5sin (3x + %) = 7:5
Réponse :
2tk
xX== T
3 3.1 V3_ = 3 7
1°V3sinx = = = sinx = = X — = — = sinx = sin- = ou
2 2 3 2 3 21
x = KX + 2k,

[ 2n




{ Zkln

2x = 2k17r
2°)3sin2x = 0 = sin2x = sin0 = {
2x = (2k2 + 1)n (Zkz + Dm

2k, + Dm

=35 = {klnou / ki, ky € Z}

3°)55in(3x+%)=52£=>sin(3x+%)=§=>sin(3x+%)=sing

( T { T
3X+Z=§+2k1ﬂ' 3x=§—z+2k1ﬂ'
= ! ou = ou
T 27 2w
3X+Z=?+2k2ﬂf 3x=?—z+2k2n \
Sx= ok [x = By 2T
T 12 36 3 n 2k 5w 2k27T
= { ou = ou =>S={— [ ki ks €L
3y = 5t + 2k S5m0  2k,m 36 3 36
XY= rear  (x=3et 3
Exemple 7 ;
Résoudre dans R les équations suivantes :
1 V2 \ 3
(Eq) : sinx = -5 (E;) : sinx = > ;o (Eg): sinx‘E =N (Ey) :sin’x = 7
Réponse :
(Ey) : sinx = — = e[l-l]t'(n)—'n—lD '—1=>'—'(”)
1) isinx = -, - jilet sin(—=)=—sine=—-. ¢sinx = —- = sinx = sin{—
x=—-—=+42km e -
=Y ou = {—— 2k17'[, _ + Zkzﬂ/kl,kz € Z}
S 6 6
6
V2 [
E =—, ; o
(E,) : sinx 5 - > a
To)A32 - _—=>21U3c—2m 2 = ot
__+ Zle[
_ 4 s 3
Donc, sinx = ou =5 = {— + 2kym; —+ 2k, [ kq,ky € Z}
3 4 4
X = T + 2k27T
s
(E3) : sinx = 3
T T T .
Comme§ ~ 3,14 > 3 >1= 3 ¢ [—1; 1]. Donc, la solution (E3) dans R est ¢
NE T s -7
sinx=7(e [-1;1D sinx=sin§ x=§+2k11r x:?+2k3n
(E,) :sinx =-= ou = ou = ou ou ou
* V3 sinx = sin _ﬂ 2m + 2k —2m + 2k
i =——(€ _1.1 = - X =— 27T X =——— 477.-
sinx > (e [-1;1]) 3 3 3

T 21
$S={§+2k1ﬂ'; ?

b. Typecosx=a. avec—-1<a<1:
On distingue les cas suivants:
O Sia < —loua > 1, pas de solution, car, pour tout nombre réel x,ona: -1 < cosx < 1.

- —2T
2 o+ 2k 5 o+ 2Kyt Ky g Ky € z}




O Sia € [—1; 1], il existe un nombre réel a tel que cos ¢ = a.

C.-a-d.sia ¢ [—1; 1], alors I'ensemble des solutions de I'équation cosx = a estS = ¢
Sia € [—1;1], alors il existe un réel a tel que cos @ = a. On a donc;

x=a+2kr
COSX = a & Cosx = Cos a@ & x=a [2m]ou x=—a [27], c'est-a-dire : ou
x=—a+2knx

Exemple 8:
Résoudre dans R les équations suivantes :

V3 1
(El):cosx=—7 ; (Ez):cosx=§ i (E3):cosx=3—42
Réponse :

V3 V3 5 T s V3 5 V3
(El):cosx=—7, —76[—1;1], et cos?=cos(n—g)=—c055=—7 Donc 05— =~

51t
{ =—+ 2k

51 6 ! 51 51
= C0SX = COS— = ou =>S={—+2k17r;——+2k21r/k1,k2eZ}

6 S 6 6

=——+2k
X 6 + 2T
x==+2
(E,) 1 1 €[-1:1] et T 1 T
: == —€[-1; —==, = =cos= =
2) i cosx =, 3 i1l et coso =2 coSX = COS

3
(E3) :cosx =3 —v2.Comme:1<V2<2=-2<-V2<-1 —V2<2=3-2¢[-1;1]
Dongc, I'ensemble des solutions de (E3)dans Restg. L

Exemple 9 :

Résoudre dans R les équations :1°) 4 cos x = ;0 2°)10cos(5x) =5 ;0 39 4cos (Zx - g) =+/8
Réponse :
:_+2k17T
1°)4cosx:\/ﬁ=cosx= os— ou
_—+2k21t
Sx = = 4 2k _ I Han
Xx=gTaar =157 s
— = cos(5x) = cos- = ou = ou
_ - 2k,m
5x =—+ 2k T,
TR Ets
k, € z}
@ 2v2 £ = cos(Zx —E) = cosE
4 4 2 T4

{2x=5—+2k1n (x=5—ﬂ+k11r

12 24
= ou = ou =35
2x=—+— +2kTL’ 2 — 2k - k
- 4 6 2 X—E'l' 2T X—ﬁ'l‘ 2T

5t
{ +lgmou— + eyt [ Jey Ky € z}

24




Exemple 10 :

7 7 . qo0 . T _1_ o E_ _E
Résoudre dans R les équations :1°) sin (3x + Z) =2 2°) cos (3 Zx) =7
Réponse :
3x 4o ==+ 2k 3x =~ —C 42k
(3x+7) ! (3x+7) =sin~ Tyt T g ar
1)sin|{3x+—-)==-=sin|3x+—-) =sin—= ou = ou
: vz * R P S 3= 22T ok
¥TyT g TRt Ty Ty Ak
—TT _ 2
3x=_+2k17l' x:—n kln
1§u 36 3 s {—n 2k 7n+2k2n ok EZ}
= = ou =285=]—4+——; —4+—
7w 2kym 3673 ‘35T 3 /fk

35 = 2% 4 2k

et (=gt \
T Vs VA
s—2x=—+2kym —2x=€—— 1T

Z)Cos(g—zx)=?=>COS(%—2X)=COS%=> 3 ou

Y v
2x—g+2k1n x—a+kﬂ

= ou = ou =$={l+k1n ; §+k2ﬂ/k1»k2

2x=§+2k2n x=§+k7r 12 ay
c. Equation type tanx = a : Y
La fonction tangente prend ses valeurs dans R. Donc pour toutfo
un nombre réel o tel que :
tana = atanx = a © tanx = tan a © x=a[27loux=r + o[27]. O 0
x=a+ 2kn
C-a-—d. ou Sx=a+tkr; keZ. -
x=n+a+ 2kn 0L
Exemplel] :
Résoudre dans R les équations : .
(Ep :tanx =3 ;  (Ep) X =- # (E3):tan’x —tanx =0
Réponse :
(Ey) :tanx =+/3
+ 2k17t
3 3 o m
=>tanx—tan§i->x— _T(Tm (kl,kzEZ)=>x—§+kn(kEZ)=>S—{§+k7t /kEZ}
X = ? + Zkzﬂ'
-1
_1 — X =—+ Zklﬂ
(E;) : V3tanx,= \/§tanx:—1=tanx=—=>tanx:tan(—)= 5 (ki,k, €7)
V3 6 _2r
x=—= + 2k,m

=k (keD)=>S={"tkn /keZ
=>x—?+7r(€)=> —{?+n/e}

tanx = tan0

tanx =0 tanx =0
(E3):tanzx—tanx=O=>tanx(tanx—1):Oz{ ou =>{ ou = ou T
tanx —1=0 tanx =1 tanx=tanZ
x:0+k17T
=] ou Uy €)= 5 = {lam 5 =+ ko Jhey by €72}
x=—+tk,m 4

4




II. Angles orientés et vecteurs
Soient i et ¥ deux vecteurs non nuls. On désigne par(u ; ), 'angle orienté

déterminé par les deux vecteurs 4 et 9. La mesure principale de I'angle @,7) = (AB,AC) = a > 0
orienté (@ ; ¥), sera notée (7; #). On a:

IZ(L_’LA 17) = 0. Si, et seulement si 1 et ¥ sont colinéaires de méme sens (angle 3 N
orienté nul).

X(i; ¥) = . Si, et seulement si i et & sont colinéaires de sens contraires(angle A = 4

orienté plat).

Soient i et ¥ deux vecteurs non nuls et non colinéaires. Soit A un point donné du plan orienté, alors il existe un

seul point B tel que U = AB, et il existe un seul point C tel que ¥ = AC; (ﬂ’;\ﬁ) = (ﬁ)

Soit & la mesure de I'angle géométrique A du triangle ABC (On rappelle que a € 10; m[).
N (ﬁ?ﬁ) =a,

Le triangle ABC est dit direct (ZZ/,\ ) > 0.

La base (U ; V) est dite directe.

Le repére (4; u; v) est dit direct.
|

Le triangle ABC est dit indirect :(17/;\1'}) < 0.
La base (U ; D) est dite indirecte.

Le repére (4; u; ¥) est dit indirect
Propriété 1 :
XLa mesure principale de I'angle orienté associé a de

—

XPour tous deux vecteurs non nuls i et ¥ ; (ﬁ’;

(1; ¥)et(V; i) sont deux angles orientés opposé

XPour tous vecteurs non nulsu , et w ; (i; &) =

XlSoient i et ¥ deux vecteurs no N)ient aet ,[Pdeux réels non nuls et de méme signe (@ > 0 et >
OQoua<0etf <0)

L’angle (if;\ﬁ) et 'angle (ai[’TFﬁ) de la méme orientation (Tous les deux directs, ou tous les deux indirects).
X Soient % et ¥ deu
Ooua<Oetf>g)

L’angle (17/;\17) etl'ang

on nuls, soient « et § deux réels non nuls de signes contraires (@ > 0 et f <

(aﬁ’;_[?f}) est indirec

tous les deux positifs, ou tous les deux négatifs) : (u; v) = (ati; pV).

] a<0
a>0etf>0 a<letp<0
o (et ¥) = (#9) + 7 (@ab) = () +7
gy =
71
7 7 5,
v au pTi
i i
Remarque1:

Sia<0




Y A

X (aii; ) + ($31) =1 = (ail; ¥) = — (1) = |(a@; ) = (WD) + 7

& (ﬁ’;\ﬂ) + (m) =T = (m} =T — (13’7\17) = ABC rectangle en A direct ABC rectangle en A indirect

(m) = (ﬁ/,'\l_i) +m BlC

L

ABCest un triangle direct :

(ﬁ) + (ﬁ) + (ﬁ) =TI. c A B

(m) + (ﬁ—;\ﬁ) + (T&’ﬁ) =

ABC est un triangle rectangle en 4, direct, tel que % = 4B et ¥ = AC (1_17'\1_7) =z > (Angle orienté droit).

ABC est un triangle rectangle en 4, indirect, tel que U = ABet? = AC & (u V)=—= [An [enté droit).
Exemple 4 :

ABC est un triangle équilatéral direct de centre 0, A’ milieu de [BC] ; ABD est un triangle in
isocele en 4, I milieu de [BD].

Donner la mesure principale pour chacun des angles orientés suivant :

(4B;4C); (B4:;BC); (04;08); (0B;04'); (0B;ad’); (4C:Z
(aD;4B) ; (BD:BA); (IB:14); (04;04'); (al;AC): \
Réponse :

(AB;E):% (—C;A—A')=%E

)7 o)L ?
(F;FB):%“ (BD E;A):‘T7T \9

(081 0R)-% ; (1B )=2 \_ A

(AB;M):% . (0A; 0AY)= \ -

(AT; AC)=(A'; ABJ+(AB ; AC)= :I—“

Exemple 5 : e
ABCest un triangle te

'(m) =2 et (ﬁ) ==

I et ] étant les poing§tels que : Al = %E, A7 = %A_)C Calculer (C_A, C_B)), puis montrer que(ﬁ; A7) =-

Réponse :
" 2n .
+(BC; ’

Ona: (H%; A—C) ﬁ)+(C—A; ﬁ):nOr, (ATB; A—C):get(B—C ‘BA )=—<ﬁ;B—C )=—

Donc ; g+2—;+(ﬁ; CB)=r ;Donc(CA ; CB)= n—%=% Ona: (Al KJ):(%NS; %A—CJ (AB; AC)= %




Théoreme de I'angle inscrit :
Théoréme :

Soit (C) un cercle de centre 0.4, B deux points distincts de (C). Pour tout
point M de (C)et distinctde Aet B,on a:

2 (m, W) (OA OB) [27](se lit « modulo 2Tt » ou « congru 21 »).
Démonstration :

OAMest un triangle isocele en 0 : = (MA 0) = (T m)

0
Dans le triangle 0AM, on a; (MA MO +( 0; AM ) +

—[2 (W m0) + (0M;04) = 1]

OBM est un triangle isocéle en 0, de méme ona: = |2 (W; Wf) + (07; O—M) =7

+[2]=2 (M_Z;\W)’) + (ﬁ//i;\ﬁ) +2 (M_B;\m%’) + (ﬁf,ﬁ_’

=2 (M—’ZTW) +(0B;04) = 21 = 2 (MA; MB) =

—|2 (m’;‘me’) - (ﬁ;\— [27]

)
L

X




)
( Exercices Généraux |

1.Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de chacun des
nombres réels suivants :

—51r_ —1217t_ —1999 _ 291

2’ 6 6 ' 4
2.Calculer en fonction de cosx et sinx, lesexpressions
suivantes :

A = cos(mr + x)+ cos(x — x) + cos(—x)

B = sin(x + x) + sin (7 — x) + sin (—x)
LT 3 T

C = sm(E—x)+cos(7—x) + cos (x—z)

+ ( 371)
cos | x 2

D = sin(z+ x) + 2sin <x+3—n> + sin <x+5—n)
2 2 2
3.Résoudre les équations suivantes et représenter les
images de leurs solutions sur le cercle trigonométrique.
a) sin (3x + E) = sin (2_71 - x) .
3 3
) s
b) sin3x = cos (x - E) .
. 3 . T

c) sin (—x + 7) + sin (Zx + §) = 0.
4.1) Quels sont les réels x de [0 ; 27 vérifiant: cosx =
1o
2
2) Méme question pour x de] — z; 7].
3) Quels sont les réels x vérifiant cosx = % ?
5.1°) Quels sont les réels x de [0 ; 2] vérifiant sinx =p—
12
2
2°) Méme question pour x de] — 7z; 7 ™
6. Résoudre dansR les équations s Nrepre teP
les images de leurs solutions sur le cerc
trigonométrique.
a) 4sinx -3 = 0.
b) 2cos?x ++/3cos

7.Dans chacun des cgs suiv.
qui satisfont les conditi

préSenter les réels x

1°) sinx = 0. cosx = 0. 3°) sinx < 1
3
) 1
4°)cosx < 1 nx 25
4 sinx <0

3°) Donner les solutions de (E) appartenant a l'intervalle
8.Exprimer en fonction de COSX et de SinX les
nombres suivants :

a) Cos(3m+X) b)SiN(—x—m) ) COS(X— g) d)

sin(—x+ 5?”) e) Sin(11lr—x)

9.Simplifiez I'expression

o))l )
COS| — |+COS| — |+COS| — |+COS| — |-
10 10 10 10

10.Résoudre dans IR I'équation :
2cos?x+13cosx-3=0
11. ABCD est un parallélogramme tel que

(Ké KD) = 3_“:[215], donner une mesure de chacun des
5

angles suivants : (B_(f,ﬁ) (ﬁ,ﬁ) , (ﬁ,ﬁz)
12.ABC est un triangle isocéle en B, I est le milieu de

[AC] tel que (C_A’,C?B.)=g déterminer la mesure

principale (en radians) de chacun de

(AB;AC); (3AB;-2AC)

(AC;AB) ; (IB;AC) ; (CI;AC) :AB)
13. Résoudre les équations ci-dess
cos(2x+ %) = =cos(r + 3x)

N
b) SIN(2X——=)=——
) sin(x-2)=-"

a) C X=—1
X >
-1 d) 4c0s?Xx—3=0
o

Ol dans chacun de cas :

_ﬂ cosa=i
1) 2 2) 2
1 -
> sinou=—\/E
2 2

T
6. x est un réel distinct de E +km et KT avec k entier

relatif. Exprimer en fonction de tanx les nombres
suivants :

tan(—x) ; tan(n—x), tan(m+Xx);
T T
tan(=+x); tan(=-—x)
2 2
17. ABC est un triangle isocele en A tel que
(ﬁ, A_C.) = E, ABDE et ACFG sont des carrés extérieurs
6
au triangle ABC.
1°) Faire une figure.

2°)Déterminer la mesure principale de chacun des angles:
(ﬁ, ﬁ);(ﬁ, E);(C_B', ﬁ);

(85, CF) «¢(cG, B€).

18. ABC est un triangle direct et isocele en A tel que

(ﬁ,ﬁ) = %[21!:] ,Lestle milieu de [BC]

déterminer la mesure principale (en radian) de chacun
des angles :

a) (AB;AC) ;
(2CA;-3AB) ;
d) (~2CA;—4BA) ;

b)(CB;AB); ¢

¢) (AB;BC); 1 (IG;IB);



Chapitre 8 : GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Définition
Soit D une partie de R. f est une fonction de la variable réelle x définie sur D, signifie que f est un procédé qui
permet d’'associer a tout réel x € D, un réel unique y noté f(x).
1. Notations et expressions :
Onnote; f : x — y = f(x)ou f(x) = y.0Onlit "y est I'image de x parf" ou," fassocie axle réel y".
y est appelé image de x, x est appelé antécédent y.
Exemple 1:
A. Dans cet exercice on demande de traduire les phrases suivantes par des égalités du type f(a) =b.
- Unantécédent de 5 par fest —2.
- L'image de 3 par fest nulle.
- Lacourbe C spasse par le point A(1 ; 4).
- Lacourbe C scoupe I'axe des abscisses au point d’abscisse —3.

B. Soit f(x) =-x2+2x-1 et g(x) = ZX—_]-B
X_

a. Pour chacune des deux fonctions, calculer I'image de 0, de —2 et de \/5 .
b. Peut-on calculer 'image de 1 pour les deux fonctions ?
c. Déterminer le ou les antécédents de 1 pour chaque fonction.
Réponse :
A. f(-2)=5; f3)=0; f)=4; -3)=0;
B.a.f(0)=-02+2x0-1=-1; f(-2)=-22+2x%x(-2)-1=-4-4-1 ;
flE)=-(\2P+2x(-\2)-1=-2-22 -1=-3242. B
g(0)= 2x0-3_-3_3 ;9(-2) = 2><(—2)—3 :jzz :
0-1 -1 (2)-1 3 3
g(\3)= 22-3 :(zﬁ—s)(ﬁ+1) :(4+2J§—3J§—3)
J2-1 (V2-1)(v2+1) (2-1)

b.f(1)=-124+2x1-1=-1+2-1=0; donc 1 est
Par contre, on ne peut pas calculer g(1), car g(
c. Il suffit de résoudre les équations f(x) =1 etg

fx)=1e-x2+2x -1 = 1e-(x2-2x %@ (x2 ‘) =-1& (x - 1)2=-1, cette derniére égalité est

élémentide Dy.

engpar f.

gx)= 1 2X-3 = 12x + 3 =x - 13%="-4, donc les antécédents de 1 par g sont I'élément du singleton {—4} .

nsemble de définition de fou domaine de définition de fnoté aussi Dy.

N.B :Pour des raisons
da variables réelles.
Fonctions linéair
Définitions :
A. Fonction aff A
On appelle fonction affine définie sur R toute fonction: f:x ax + b, aetb étant des réels donnés.
B. Cas particuliers :

* sib=0, festune fonction linéaire.

* sia=0,festune constante.

sia=b =0, fest une fonction nulle.

Propriétés :

ues, dans tout ce chapitre, nous dirons fonction lorsqu'il s’agit de fonctions numériques

nctions affines :

A. Sens de variation : X <0 +0
e Sia>0,lafonctionaffine:x ax+b est strictement croissante surR
et I'on a le tableau de variation ci-contre : Ak ///.

Sia<0,lafonction affine:x ax + b est strictement décroissante sur

R etl'on ale tableau de variation ci-contre : ] \
ax+




B. Représentation graphique :

La représentation graphique de fest y y
une droite qui sera déterminée par

la construction de deux de ses

points (par exemple, les points

d’intersection avec les axes de / Ol X Ol
coordonnées si ces points existent). a>0 a<0

o aestle coefficient directeur de la droite. b est 'ordonnée a l'origine.

a= SX)-f(x) i b=£0).

Xy =X
C. Fonction affine et proportionnalité :
o Cas des fonctions linaires : f(x) = ax.
f(x) est proportionnelle a x. le coefficient de proportionnalité est a.

o Cas des fonctions affines : f(x) =ax +b.

Pour tous réels x; etx, distincts : % =
L’accroissement f(x,) — f(x;) est proportionnel a I'accroissementx, — x;.
On dit que 'accroissement de I'image est proportionnel a 'accroissement
de la variable.
Le coefficient de proportionnalité est a.

Exemple 2 :
Soitfla fonction définie sur [-1; 4] par: {Sl ~1<x<0alors f x)W'

si0 < x < 4,alors

a) Résoudre f(x) = 1. “
b) Résoudre f(x) = 3.

c) Vérifier graphiquement les résultats.

Réponse :

a)f(x)=1=)X=loux=—%

b) f(x) =3 x =3, ;

c) On observe ces solutions sur la représentatigh ci-cont

Remarque 1 :

-

L’ensemble de définition d’'une fongtion f es aral donné par un énoncé de la forme ;
«Soit f la fonction définie sur l'i rN); 1] pdr; f8&) = x? ».
Cet énoncé impose D = [0; 1] comm emble de définition pour la fonction f : x — x2.

Sil'ensemble de définition D n’es

Exemple 3 :
La fonction; f : x +—> x défifie sur R
La fonction; g : x — t définie sur R \ {—3}.La fonction ; h : x — +/x est définie sur [0; +oo[.
Exemple 4 :
Donner les ensem e définition de chacune des fonctions suivantes :
f(x)=x(x—3) ;o g(x) =+/3x% 4+ 5x - 2.
Réponse :
—5x2+4x+1
fx) = est définie pour x(x — 3)(x + 2) # 0.

x(x—3)(x+2)
C'est-a-dire pour;;x # 0,x # —2etx # 3 = Dy = R\ {-2;0;3}

g(x) = V3x?% + 5x — 2 est définie pour 3x? 4+ 5x — 2 > 0. On résout I'équation : 3x2 + 5x — 2 = 0.

-5-7 -12
A=25-4x3X(-2)=49=A>0=VA=7x, = =——=-2; x
2%3 6
2 1
b 4 —o0 - 3 + o
3x2 +5x -2 + 0 - 0 +

explicité, alors D est I'ensemble des réels x pour lesquels f(x) existe.




A partir du tableau de I'étude des signes,ona: Dy = R\ ]

Exemple 5 :

-2

.l[
'3

Indiquer 'ensemble de définition D de chacune des fonctions suivantes :

a) x+—>2x2+i;
X2

b) 1 VTX: X o X XNBXTL X o>

2
X

1
X X+—; XX +—; X
X

2

X7 =X

X Al-X X

—— X 2X

2, X

X +1
2X

7 (3—2x)(bx+1) -

/\x\ ’ Bx+7
Réponse :
. Son ensemble de . Son ensemble de
i fontion définition Latontinn définition
pd l i
X 2X +— R X Vv—X R,
X" 1
1 x > Vx x\3x +1 Rpﬁ[?i+°c'[=R.
X=2X+— *
X R 1 "
R
| X
X x2+— R’ \/El
X .
5 X 4l1—-x ] ;1]
X +1
X — R\{-1;0;1} 2x
X =X X
xl \J"3X+?
X :z;v‘+T R X (3-2x)(5x+1)
X

2. La représentation
Soit (0; 7,7) un repeére du plan P.
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

La représentation graphique C de f est'ensemble de
ety = f(x).C est appelée la courbe représentative de

oints Mi(x, y) tels que x € D

grepere (0; 1,)).

La courbe C de f est notée C.Cy = {M(x,y)/x € f(x)}
Exemple 6 :
Reconnaitre les courbes représentant des foncti@ns, pfiis donner 'ensemble de
définition des fonctions suivantes.
|
,
y y
b} ch
. [ | ’ . -
X 2 0 - O 2

Réponse :

b

Courbes définissants des fonctions Ensembles de définition associés

a) [-2;2]\ {-1}
‘) [2;3]
e) R




3) Elements de symetrie d’'une courbe :

1. Courbes symétriques par rapport a un point :
Propriété 1 :

Les courbes C et C; de deux fonctions f et g sont symétriques
par rapport a un point A(a, b), si, et seulement si ;

Vx € Df,2a—x €D,y et g2a—x) + f(x) = 2b

Exercice 1 :
Démontrer la propriété 1.

Cas particuliers :
Si Cr et C4 sont confondues, A est alors le centre de symétrie de Cr, etona;

Vx € Dy, 2a-x€Ds et fRa—x)+ f(x)=2b

Si Cr est confondue a Cy, et O (origine du repere) est le centre de symétrie de Cy, alors, on \
fCXx0-x)+f)=2x0=f(=0)+f(x)=0= f(-x) = —f(x)

Définition :

Une fonction f est dite impaire si, et seulement si sa courbe admet

le point O (origine du repére) comme centre de symétrie.
C’est -a-dire si; Soit fune fonction définie sur un ensemble D de réels.

festimpaire si, et seulement si : —

pour toutxe D, —xe D et f{—x) =—f(x).
Exemple 7 : \ Fem)= o)
La fonction f définie sur R par f{x) = x2 est impaire. “ \_/

La fonction g définie surR*par g(x) = % est impaire.

Dans un repére (0 ;I;]), la courbe représentative C d’'une fonctioh impaire est symétrique par rapport a
l'origine du repére.

2. Courbes symétriques par ra
Propriété 2 : I I
Les courbes C et C; de deux fonctions f et g sfTit symétfiques ENEN
par rapport a une droite A: x = g, si, et seule i Lo

VX€Dy, 2a-x€D, et g2a—¥) = f(x) el AT
| 1 I e
Exercice 2 : R R

Démontrer la propriété 2.

Cas particuliers :
SiCr et C4 sont confon

Vx € Df, 2a — x‘ €
Si G est confondue J

estafors I'axe de symétrie de Cr, eton a;

fRa—-x)=f(x)

, et y0y' (axe des ordonnées) est 'axe de symétrie de C, alors, ona;
f2x0=x)=f(x) = f(=x) = f(x) = f(=2) = f(x)

Définition :

Une fonction it paire si, et seulement si sa courbe admet y0y' (axe des ordonnées) comme axe de

symétrie. C'est -a-dire si ; Soit fune fonction définie sur un ensemble D de réels.

fest paire si, et seulement si : pour toutx € D,—xe D et f(—x) = f(x).

Exemple 8 : :
La fonction f définie sur R par f(x) = x 2 est paire.

La fonction g définie sur R par g(x) =3 x4-x2+ 1 est

paire. :

Dans un repére (O ;1;]), la courbe représentative C \"
d’une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe :
des ordonnées.

S| = Ax)

=S ol 1 x




Conclusion :

Si fest paire, alors Si f est impaire, alors
sa courbe est symetrique par rapport sa courbe est symétrique par rapport
a ’axe des ordonnées. a I’origine du repére.

e

Exemple 9 :
A. Etudier la parité des fonctions données en 2.
B. Le repére (O; i ; j) estorthonormal.
La courbe C ci-contre est une partie de la courbe qui =
représente une fonction fdéfinie sur [-2 ; 2].
La compléter, en supposant d’abord que f 0
est paire, puis que fest impaire.
Réponse :
A. Le tableau suivant donne la parité des fonctions de I'application 2.
La fonction Type de parité La fonction
o Paire
X 2x"+—
X | ”
1 XiRh— 8 Paire
x+—~)x+; Impaire x|
x*+1 )
Impaire
xrs2xts L paire
X" +1 e

4. Fonctions periodiques et périor.e d’un 2 fonction
Définition :
Une fonction f est dite périodique, s'il existe\,T € R4/ tel que ;

€ Dy, :EDfetf(x+T):f(x)
tteégalité est appelée la période de f.

La plus petite valeur de T vérifian

Exemple 10 :
On considére les fonctions trigono

f(x) = sinx = sa péxide T
f(x) = cosx = sggpéridd J
f(x) = tanx = sa p€wid

riques ;

) Domaine 1’¢#* 4de d’une fonction : «

1°) Lorsqu’une fonction est paire et définie sur R, alors sa courbe graphique présente une symétrie par rapport
al'axe des ordonnées.
11 suffit donc de I'étudier sur la moitié de son domaine de définition [0; +oo[ et compléter la courbe en
procédant par symétrie autour de (y0y').

2°) Lorsqu’une fonction est impaire et définie sur R, alors sa courbe graphique présente une symétrie par
rapport a l'origine.
11 suffit donc de I'étudier sur la moitié de son domaine de définition [0; +oo[ et compléter la courbe en
procédant par symétrie autour de O.

3°) Lorsqu’une fonction est périodique, alors sa courbe graphique présente une répétition sur chaque période.

11 suffit donc de I'étudier sur une période [0; T[ de son domaine de définition et compléter la courbe en

T), ouk € R

. . . . - (k
procédant par reproduction, ou translations successives de vecteurs u (

0




1. Sens de variations ;
a. Croissance d’une fonction :
On dit qu'une fonction f est croissante sur un intervalle I de son domaine de définitionD, lorsque ;

La fonction f fait correspondre a des valeurs (antécédents) de plus en plus grandes, des images de plus en plus
grandes. C'est-a-dire ;f est croissante sur [ si; Vxq; x, € I tels que x; < x5, = f(x1) < f(x3)

Ouencore; x, —x; =2 0= f(x3) — f(x1) =0

On dit qu’une fonction f est strictement croissante sur un intervalle / de son domaine de définition D, lorsque ;
Vxy; x, € [ tels que x; < x; = f(x1) < f(xy) ouencore; x, —x; > 0= f(x) — f(x1) > 0.

b. Décroissance d’'une fonction :

On dit qu’une fonction f est décroissante sur un intervalle I de son domaine de définition D, lorsque ;

La fonction f fait correspondre a des valeurs (antécédents) de plus en plus grandes, des images de plus en plus
petites. C’est-a-dire ; f est décroissante sur [ si; Vx;; x, € [ telsque x; < x, = f(x1) =
Ouencore;x, —x; =2 0= f(x;) — f(x1) <0

On dit qu'une fonction f est strictement décroissante sur un intervalle I de son domaine d ifiittion D,

lorsque ;
Vxq; Xy € I telsque x; < x;, = f(x1) > f(xy) ouencore; x, —x1 > 0= f(x,) — f

y ¥
FENE
=y =fix)
fib) _ Sk
Jia // e
1 14
[y :l a [} X [B]
Fig. | Fig.2
¥
L
flw)= fik) . . ¥y = flx)
On dit qu'une fonction f est constante sur uf inte ‘lle I de : 5
son domaine de définition D, 1 e
Vxqi; X, Eltelsquex; <x, = f =\f(x,) ou encore ;
Xy —x1 > 0= f(x2) — fx) = T
Résumé : O i a b X
Fig 3

un intervalle .
nte sur [ si, et seulement si : Pour tous a et b éléments de I, si a < b alors f(a) <f(b)

Soit fune fonctiongdéfini
e feststrictement cro
(fig. 1)

fest croissante

si, et seulement si :Pour tous a et b éléments de I, si a <b alors fa) <f (b).
groissante sur I si, et seulement si :Pour tous a et b éléments de I, si a < b alors f(a) >f (b).

feststricte e
e festdécroissante sur I si, et seulement si :Pour tous a et b éléments de [, si a <b alors f(a) >f (b), ( fig. 2)
e festconstante sur I si, et seulement si :Pour tous a etb éléments de I, f(a) = f(b), (fig. 3)

Exemple 11 : ¥
La courbe C de la figure ci- contre est la courbe représentative d’'une

fonction fqui est : - N )

= strictement croissante sur [-2; 1] ; |
= strictement décroissante sur [1; 3] ; _ .

= constante sur [3; 5]. 1o

B




Exemple 12 :
Soit f la fonction dont le tableau de variation est donné ci-dessous.

x | -2 2 5 10
5 6
flx) / \ /
2 0

a) Décrire les variations de f.
b) Préciser, s’ils existent, les extremums de f'sur son ensemble de définition.
Réponse :
1°) fest croissante sur [-2; 2] ; décroissante sur [2; 5] ; croissante sur [5; 10].
2°) fadmet les nombres 5 et 6 en tant que maximums relatifs aux intervalles [-2 ; 2] et [5; 10].

Elle admet aussi 2 et 0 en tant que minimums relatifs aux intervalles [-2 ; 2] et [5; 10].
c. Etude des graphiques de fonctions :
Quand on connait I'écriture d'une fonction, on peut préciser son ensemble de définition et détémminer son sens
de variation. On compléte ensuite un tableau de valeurs pour faire sa représentation graph
Réciproquement, on peut partir de la représentation graphique d'une fonction pour trouve,
définition et déduire son tableau de variation.
On peut également utiliser les représentations graphiques de fonctions pour rés
inéquations.
Lire les images et les antécédents d’'un nombre sur une courbe de foncti

Exemple 13 :
Ici le tableau de valeurs de la fonction: f(x) = x% — 4x — 4g

on ensemble de

es équations ou des

Chaque couple (x; f(x)) de ce tableau est représenté par un p‘in courbe.
x -2 -1 0 5 6
y=f(x 8 1 | -4 1 8

Cette fonction est un polynome du second degré) o)==

im3ge de 4 par .2 est 'antécédent de

—8 par f. - 2 et 6sont les antécéde 8 par f. : »
Lire I'ensemble de définition su urbe d'une fonction \

Sur I'axe horizontalgon lit les abscisses des points de la courbe.

L'ensemble de défini S le de ces abscisses. Il s'écrit sous \

la forme d'un int&valle une réunion d'intervalles.

Exemple 14 :
La représentation

nombre 1 étanke

hique ci-dessous est formée de points dont l'abscisse est comprise entre —3 et 5, le
-Elle représente une fonction définie sur la réunion des intervalles : |—3; 1[ U ]1; 5].

Y
8

el R - e

T = =r=i I 2 3 4
=0
=g

-4
-5 1

4
= Y




Etablir le tableau de variation d'une fonction a partir de sa courbe :

Une fonction est croissante sur un intervalle /, si, en parcourant la courbe de gauche a droite, les images en
ordonnées augmentent.

Une fonction est décroissante sur un intervalle I, si, en parcourant la courbe de gauche a droite, les images en
ordonnées diminuent.

Une fonction est constante sur un intervalle I lorsque sa représentation graphique est un segment horizontal.
Exemple 15 :

La ligne brisée ci-dessus représente une fonction f : yi
- décroissante sur l'intervalle ; [-3; 2] ;

- constante sur l'intervalle ; [2; 3];

- croissante sur l'intervalle ; [3; 6].

Elle atteint son minimum 1 sur l'intervalle ; [2; 3].

On résume ces informations dans un tableau de variation :

x -3 2 3 6

sens de 4

3
varation de f X} i R O | /

Lire les solutions d'une équation sur une courbe de fonction :
¢ Les solutions de I'équation f(x) = k sont les abscisses des points d'inte

fonction f avec la droite horizontale d'équation y = k.
Dans le cas particulier de I'équation f(x) = 0, les solutions sont leS\abscisses@es points d'intersection de la
_'l'“
(]

a courbe représentant la

courbe avec I'axe des abscisses.

Exemple 16 :
La courbe (C) ci-contre représente une fonction f.

L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = 4 est:S ={-2;

L'ensemble des solutions de I'équation f(x) = 0est: S =%-1; 2

e Les solutions de I'équation f(x) = g(x) sont les abs s des points ST .._,.JI//ZI 3 a4 x

d'intersection de la courbe représentant f avedfa courbe

)
xfonction f etladroite (D) représente

s del'équation f(x) = g(x)est:S =

représentant g.

Exemple 17 :
La courbe (C) ci-dessous représe

une fonctiong. L'ensemble des s

ation sur une courbe de fonction :
Les solutions de I'in f(x) < k sont les abscisses des points de la courbe situés au-dessous de la droite
d'équationy = k.

Dans le cas particulj
au-dessous de l'ax

de l'équation f(x) < 0, les solutions sont les abscisses des points de la courbe situés
abscisses. i)

Exemple 18 : - 1
La courbe (C) ci- ntre représente une fonction f. ; ,

5 2 70 T~a 0

L'ensemble des solutions de I'inéquation f(x) > —2 est:S; =]-1;2[. 3
L'ensemble des solutions de l'inéquation f(x) < 0 est: S, = ]—00; 0[ U ]1; +ool. -4 \
« Plus généralement, les solutions de I'inéquation f(x) < g(x) sontles .

abscisses des points de la courbe représentant f, situés au-dessous de la
courbe représentant g : S; = ]—o0; —1[ U ]2; +oo[

Remarque 2 :
Une fonction croissante conserve 'ordre ; Une fonction décroissante inverse 1'ordre.




2. Le taux d’accroissement (de variations) d’'une fonction :

Définition :
Soit Df le domaine de définition d’une fonction numérique f, soitI C Dy, et x4, x, € I tels que x; # x,, on

appelle taux d’accroissement de la fonction f sur 'intervalle I que I'on note Af ou T, le nombre réel défini par ;
f(x1) = f(xz)

X1 — X2

T=Af =

Si Af > 0 alors f est croissantesur I,

Si Af < 0 alors f est décroissantesur I,

Si Af = 0 alors f est constantesur I,

Remarque 3 :

Une fonction est dite strictement croissante lorsque ; Vx;,x, € D = Af >0

Une fonction est dite strictement décroissante lorsque ; Vx;,x, € D = Af <0
Une fonction est dite constante lorsque ; Vx;,x, € Dy = Af = 0

3. Extrémum et extremum relatif (local) :

a. Maximum :

Définition :

Soitf une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et soit x, € R tel que
On dit que M est le maximum de f sur Dy lorsque ; Vx € Dy = f(x) <M
b. Maximum relatif ou local :

Définition :

Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de définition, et'sgit x, €
On dit que M; est un maximum relatif de f sur un intervalle I de x
lorsque; Vx €l = f(x) < M, “
c. Minimum :
Définition :
Soit f une fonction numérique et Dy son domaine de défigition, et)oit x, € R tel que f(x,) = m.
On dit que m est le minimum de f sur D¢ lorsque ; Vx € D, )=m

d. Minimum relatif ou local :

Définition :

Soit f une fonction numérique et Dy son domai
On dit que m, est un minimum relatif de f sur uni
lorsque;Vx €l = f(x) = my
Résumé :

Soit fune fonction définie sur un inte
» f présente un maximum sur |
= f présente un migimum Ien

Exemple 19:
Sur la figure ci-ded8 tla courbe représentative d’une fonction fdéfinie sur I = [-3 ; 4]. Sur I'intervalle

que f(xo) = M.
aine de définition D¢

ition, et soit x, € R tel que f(xy) = my.

ervalle I de son domaine de définition Dy

|
L)

le I etsoit xo € L.
o si, et seulement si, pour tout xe I, f{x) <f (x0).
si, et seulement si, pour tout xe I, f(x) >f (xo).

I'intervalle [1 ; 4] pafexemple, f présente un maximum en 3, qui est égal a 2.
VII. Fonctions al :

Définition :
Sont appelées fonctions algébriques de base ou de référence, les fonctions suivantes :
Les fonctions linéaires c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = ax (a € R").
Les fonctions "carré" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = ax?(a € R*).
Les fonctions "cube” c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = ax®(a € R*).

Les fonctions "inverse" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = %(a € R*).

Les fonctions "racine carré" c’est-a-dire, toute fonction ayant la forme ; f(x) = Vax(a € R*).

Les fonctions ; constante, linéaire et affine ont été étudiées en 4AS. Cette étudea permis d’établir leurs
représentations graphiques qui sont des droites ; paralléle a I'axe (xOx") pour la fonction constante, passant
par l'origine pour la fonction linéaire et passant hors de 'origine pour la fonction affine.
La partie qui suit, permet d’approfondir I'étude des fonctions dites de base.




a) Les étapes de I'étude et de la construction de la courbe d’'une fonction :

L’étude et la construction de la courbe d’une fonction comprend les étapes suivantes :
a- Détermination de son domaine de définition.
b- Détermination de son domaine d’étude, en étudiant sa parité et sa période.
c- Détermination de sa variation, étape qui comprend ;
e Le calcul de son taux d’accroissement.
e Ledressage de son tableau de variation.
e Détermination des extrema s'ils existent.
d- Sareprésentation graphique, étape qui comprend ;
e [’établissement d’un tableau de valeurs de la fonction.
e La construction de sa courbe graphique.
b) Fonction carré :
Exemple 20 :
Soit la fonction : f(x) = x2
Etude et représentation graphique de f : \
a. Domaine de définition :
La fonction f(x) = x? est définie pour toutx € R; Df=R
b. Domaine d’étude :
Parité :
VXER,—x ER et f(—x) = (-x)* = (—0)(—=x) =x* = f(x) = f(—x) = f(x)
fest paire et admet donc (y0y') comme axe de symétrie.
On peut donc I'étudier sur I'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en proce

a(yoy").
c. Variations:
e Taux d’accroissement : “

Quels que soient x4, x, € Df, ona;

2 2
%) = f(x X% —x x; —x)(x; +x

T=f(1) f(2)= 1 2 =(1 2) (% 2)=(x1+x2 T=x1+x;
X1 — Xy X1 — Xy X1 — X2

Sixg, ER, =T>0=f 7surR,
e Tableau de variation :

symétrie par rapport

% 0 + oo
T i
f@ |, i
s

e Extrémums:
La fonction f est symétrique par r ta (y0y'), donc,0 est un minimum de f.

d. Représentation graphique :
o Tableaude va&

x 8
e

e Courbede f:
Dans le plan P

i

[y




c) Fonction cube :

Exemple 21 :
La fonction f(x) = x3 pour x € R.

Etude et représentation graphique de f :

a. Domaine de définition :

La fonction f(x) = x3 est définie pour tout x € R = Df=R

b. Domaine d’étude :

Parité :

Vx ER, —x ER et f(—x) = (-x)° = (=x)(-x0)(-x) = —(x*) = =f(x) = f(—x) = —f(x)

La fonction f(x) = x3 est impaire. Sa courbe admet 'origine O comme centre de symétrie.

On peut donc I'étudier sur 'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe par symétrie par rapporta O.
c. Variations :

e Taux d’accroissement:

Quels que soient x4, x, € Df, ona;
3 3 2 2
x1) — [(x xX1° — X X1 — Xo)(x1° + x1x X
fx1) = f( 2)= 1 20 (g —x)(y 1%2 +x5%) T Xt xy + 2,0 \

X1 — X3 X1 — X3 B X1 — X3
Six(,20 ER, =>T>0= f 7surR,
e Tableau de variation :

T

X 0 + w
T +
> +ow
f@ |,

o Extrémums :
Comme la fonction f est strictement croissante sur son domaiee
d.Représentation graphique : 1
e Tableau de valeurs:

x 0 1 2 3 4 5

f(x) 0 1 8 27 64 125
e Courbedef:

Dans le plan Pmuni d'un repére (0; [
suivante. w ;

7),_ lareprése 'oggraphique de la fonction f(x) = x3estla courbe

d) Fonction racife Zarrée :

Exemple 22 :

La fonction f(x) = vx

Etude et représentation graphique de f :

a- Domaine de définition :

La fonction f(x) = +/x est définie pour toutx € R, = Dy = [0; +o[ = R,
b- Domaine d’étude :

Parité :

Vx € Dy = —x & Dy

La fonction f(x) = +/x n’est ni paire ni impaire.

Son domaine d’étude est donc égal a son domaine de définition, c’est-a-dire R;.




c. Variations :
e Taux d’accroissement :
Quels que soient xq,x, € Dy, ona;
_fO) —fOR) _ Vv —Vx Vx — v a1
Xp = X2 Xy — X2 Wx; = V) WXy +Vx2) VX +x; VXL +Vxz
X, % €ER, =>T>0=f 7surR,

e Tableau de variation :
X 0 + oo
T +

@ |,

T

e Extrémums:
La fonction f est strictement croissante sur son domaine de définition n’a de ce fait pas d’extrémums.
d. Représentation graphique :
e Tableau de valeurs:
x o [ v+ [ 2 4 9 16]25] 36

fx) 0 1 V2 2 3 4 5 6

e Courbedef:
Dans le plan Pmuni d'un repére (0; 1,]), la représentation graphique de la fongtio
parabole de direction [Ox).

(x) = v/x est une demi-

= e :
2 g
1 H
,f" 2
E . .
X

5. Fonction inverse :

Exemple 23 :
La fonction f(x) = %

a- Domaine de défihigi
. _‘1

La fonctionf (x) =

b- Domaine d’étude

1 1
Vx #0,—x€ R } et f(—x) =_—=——=—(—) =—fx) = f(-x) = —f(x).

X X X

. =1 . . . . o
La fonctionf (x Lestimpaire. Sa courbe représentative admet donc O comme centre de symétrie.

On peut donc I'étudier sur I'intervalle [0; +oo[ et compléter sa courbe en procédant par symétrie par
rapporta O.

c. Variations :

e Taux d’accroissement :
Quels que soient xq, x, € Df, ona;

11
T=f(x1)_f(x2)=x_1_zz (x2 — x1) _ -1 —T= -1
X1 — X X1 — Xy (X)) (X1 —x3)  x9x, X1X2

Six;, % ERL =T <0= f \vsurR:




e Tableau de variation :

X 0 + oo
T -
+
o ] > ot
-

= Extrémums:
La fonction f est strictement décroissante sur son domaine de définition n’a de ce fait pas d’extrémums.

d. Représentation graphique de f :

e Tableau de valeurs:

1 1
0 = = 1 2 4
x ry 2
1 1
4 2 1 = =
1@ I . ;

e Courbedef:

Dans le plan Pmuni d’'un repére (0; 1,]), la représentation graphique de la fonction f (x)

1Nﬂe hyperbole.

Propriété 3 :
La courbe C; d'une fonction f estl'image de la courb

. . (a0
fonction g par la translation de vecteur u ( b)’ i et seu
Dj, x—a€Dgy et f(x) =b+g(x—a).

f 4
Exercice 3 :
Démontrer la propriété 3

Cas particuliers :

b=0=1u a

La fonction f(x) =%sifl x est définie sur R.

b. Domaine d’étude :

o Périodicité :

La fonction f a pour période 27 c’est-a-dire que ;v x € R: f(x + 2m) = sin(x + 27) = sinx.

e Parité:

La fonction f est impaire car, f(—x) = sin(—x) = —sinx = —f(x)

Compte-tenu de ce qui précéde le domaine d’étude de f estI'intervalle[0; ]. On étudie f sur la moitié de sa
période, puis on complete son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapport a 0. On obtient
ensuite toute la courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations répétitives

2"”) telk € 7.

de vecteurs ;i (

0




c. Variations:
e Croissance et décroissance :

T T
SiOSaSbsiﬁsinaSsinbﬁfest 7 sur [0; E]

Si%SaSbSn:sinaZsinb:fest N sur E, n].
e Tableau de variation sur [0; 7] :
x 0

f(x) 0/ X} .

e Extrémums:

Du fait que —1 < sinx < 1, la fonction f admet un minimum m = —1 et un maximum M = 1.
d. Représentation graphique :
e Tableau de valeurs :
0 n g n E 2m 3w S5t
& 3 P 3 2 | 3| 7| | T
£ o | L2 |B| L B2 1],
2 2 2 5] 2 2

e Courbedef:
On peut tracer la courbe représentative (€)de sin x, point par point sur so
repere orth 1(0; 1 i

e de définitionR dans un

2. Lafonction f(x) = cosx :
a. Domaine de définition :
La fonction f est définie sur R.
b. Domaine d’étude :

e Périodicité :
La fonction f a pour période 27 c

|
|
xre queVx € R: f(x+ 2m) = cos(x + 2m) = cosx.
e Parité:

La fonction f est paire car,f(—x) =

s(—x) = cosx = f(x)
aine d’étude de f est l'intervalle [0; 7]. On étudie f sur la moitié de sa

ensuite toute la cour rocédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations répétitives de
an)

vecteurs ; U ( 0

c. Variations :
e C(Croissance issance :

s T
SiOSaSbSEzcosaZCOszfest \ sur [0; E]

T T
SiESaSbSn=>cosa2cosb=>fest \ sur [E;n]

e Tableau de variation sur [0; ] :
x 0 18

0

f)

o Extrémums:
Du fait que —1 < cosx < 1, la fonction f admet un minimum m = —1 et un maximum M = 1.




d. Représentation graphique :
e Tableau de valeurs :

" 0 n n i T 2 3 S5t -
6 4 3 2 3 ra 6
f(x) 1 V3| V2 & 0 S B P B 20 Y
2 2 2 2 2 2

e Courbedef:
On peut tracer la courbe représentative (C")de cos x, point par point sur son ensemble de définitionRdans un
repére orthonormal(0; 1,]) et obtenir 2 la figure suivante.

On peut démontrer que la translation de vecteur %? transforme (C) en (C') .

r graphiquement leurs
courbes sur un méme graphique et les comparer.

y
2

1
TR A

N

A\

/
N

3.La fonction f(x) =tanx:
a. Domaine de définition :

sinx
f(x) =tanx = ——

cosx
La fonction f est définie pourc

. Cest-a-dir€si :
s
x = E+ km, tel que k € Z}

La fonction f a aour 7 ¢est-a-dire que
VXER: f(x+m) G+ 1) sin(x +m) —sinx sinx . £
x flx+m) = x+m) = = = =tanx = f(x
cos(x+m) —cosx cosx
e Parité
La fonction fiest i F(—x) = tan(—x) sin(—x) —sinx (sinx) . £
a fonction f\est impaire car, —x) = tan(—x) = = =— =—tanx = —f(x
cos(—x)  cosx Ccosx

(]
Compte-tenu de ce qui précéde le domaine d’étude de f est'intervalle [O ; g] On étudie f sur la moitié de sa

période, puis, on complete son graphique sur sa période en opérant par symétrie par rapport a 0. On obtient
ensuite toute la courbe en procédant a la reproduction de la courbe obtenue, ou par translations répétitives

de vecteurs 1, (k(;r) telk € Z

c. Variations :
e Croissance et décroissance :
T
Si0<a<b SE: 0 <sina <sinb,et cosa = cosbh

1 1 sina cosbh
<

0< < =0<

s
= 0 <tana <tanb = f est /‘sur[O; E]

~cosa” cosh ~cosa cosh




e Tableau de variation sur [O; g] :

m
x 0 3
— +00
tanx
U - |
d. Représentation graphique :
e Tableau de valeurs:
0 & E i B
o 6 3 3 2
1
0 — 1
f(x) 5 V3 | |

e Courbedef:
La courbe representatlve (€'"de tan x, dans un repere orthonormal (0; 1,)) est donnée pal\ﬁgure suivante.

Propriété 3 :
Les périodes des fonctions des formes ;f (x) = sinax, g(

. PR - 2
Les fonctions des formes ; h(x) = tan axsontpériodiq gu périodesest: T = 7”

Exercice 4 :
Démontrer cette proprlete

hi(x) = tan(azx + az) + B3
Sont appelées fonctions associées, t nslations, aux fonctions trigonométriques de base ; ou
fonctions déduites par translatio fonctions trigonométriques de base :

Remarque 4 :
Les fonctions assoc

Exemple24: g
Etudier et représen

Les fonctions ayant les formes sulﬁ fi a(alx +ay) + B ; g1(x) = cos(a,x + az) + B,

s ont méme sens de variations

phiquement sur le méme repere les fonctions f(x) = sinx et g(x) = cosx.
Par quelle transfor on simple obtient-on Cgde Cf.

Réponse :

| ¢ Tableau de v ion | e Tableau de variation
o f(x) =sinx * g(x)=cosx
e DR e Dg=R

festpériodique ; impaire.
Il suffit d’étudier f sur [0 ; 7]

g est périodique ; paire.
[l suffit d’étudier g sur [o; 7]

e Sens de variation e Sens de variation
T s i i T u < v<™=cosu >cosv=g est décroissante sur [0; T ]
u<v SE =sinu<sinv=fest croissante sur [0 ; T ] = =

;7.

. . , . T A 1 T
T<u<v = sinu>sinv, donc fest décroissante sur [* ; 7] |- < U < V=COSU >COSV, donc g et décroissante sur [E
2

N

2




Tableau de variation de f Tableau de variation de g

T

X T
x |0 —T
2

0 —T
2

1 G/> \ 1\
oo | ° g(x) o .

2
0

X. Fonctions affines sur intervalles :

Exemple 25 :
La fonction partie entiére :

Soit f la fonction partie entiére de x définie par ; E(x) d'un nombre réel x c’est le nombre
n<x<n + 1Lf(x) =E(x) =ntelleque; n<x<n+1
(E(x)est le plus grand entier inférieur ou égal ax, appelée également fonction en escalier).

T
La translation t de vecteur [J transforme Cy en C

y
T > ~ A1 P
A T/ A3 TS/ A N3/ /2 | /4O | w4 | o
P ~ L~ j
Etude et Représentation graphique de f:
x€[-4 -3[=f(x)=—-4
x€[-3; -2[=f(x)=-3
x€[-2; -1[= f(x) = -2
xe€[-10[=f(x)=-1
x€[0;1[=f(x)=0
xe[2[=fx)=1
x€[2;3[=f(x)=2 (™)
X €[3; 4[= f(x) =3 g

La courbe Cf de f estla réunion des segments de droites :
Cr=-+U[AB[U[CD[U[EF[U [G#RU [IJ[ U [KL[U [MN[U [PO[U ...

y
. i e ] .

kR —




)
( Exercices Généraux

1. Donner les ensembles de définition de chacune des
fonctions suivantes :

h(x) =lx|; j(x) =/3x% + 4]x|;

2x+1

pP(x) = ——=;
“le -5|-2

k(x) = /x* 4+ 3x2% + 5|x|; I(x)=+42|x]=5;

me) = 25 =227
Vxz—4’ _,/3|x|+8' 4

=/3x3 + |x|

4 1
s = [|lx2—4/—8|-1; s

t(x) = —on——.
[lx2 =2 = 7|

2.Pour chacune des fonctions rationnelles suivantes,
déterminer I'ensemble de définition et simplifier si
possible 'expression :

x? 6 —2x
A(x)=x3+2x2;B(x)=x2—6x+9:
2 1
(W) =G TDe=9 G-&E=3
2x—=3)(x—1)?—-4(2x—3)
b= G+ D)2(x - 3) ‘
B =oe— L,
x x+2 x—-2 x%2-4’
16 15x+5 9x
F(x)

12x—4 (Bx+1)%2 9x3—x

x2-1 x
xx—z+1:1(x)—x+ 3x\ “
x2-4

HE) = (o5 + ) X

xX+2 x—2

EH

Gl = =5

2x

3. On donne les foncti
f(x)=3x—-7; g(xaz 4x
h(x) =5x3—1 et I(x

1°) Montrer que f est crgiSsante sur R, g est croissante

sur R, et hestcr nte sur R_.

2°) Montrer que Aest

4. Parmi les fonctions suivantes, quelles sont les
fonctions paires, les fonctions impaires et celles qui ne

sont ni paires ni impaires ;
fix—xt;, g:x—x3; hix— —;
x

_ 1 3
Jjraxm—xt=—; krx— 202 +—;
x x

, .5 x?+1
Lix—>xt+-; mix— —
x x3 —2x
n:x— 2x%+ =l s pix o V—x;
x2_6’ )

3
g:ix—>VXXV3x+1; rix— —
|x]|
Vi—x;t o
stx—=Vl—x;t:ix— ;
V3x+5

a:xv— (3—2x)(5x+2).

5.Etudier la parité des fonctions suivantes

—5x2 — 4|x|
f(x)=m; g(x) =+/3x2+5x — 2;
h(x) =Ixl; Jj(x) = /3x% + 4x[;

2x+1

p(x) = ——;
“le — 5| -2

I(x) =+/2|x| = 5;

q(x) 5

m(x) =

n(x) = x*+3x%+5|x|;
4lx|+1
s(x) t(x) = o .
[|x2 =2 - 7|

tion définie par le tableau :
-1 [-05| 0 1 /15| 3

2 4 3,5 2 | -05]| -14

ue sont les images par fdes nombres: 0;1et1,5?
@els nombres ont pour image par f le nombre 2 ?
3 1
7.Soit fla fonction définie sur R par: f(x) = — ZX + >
a) Reproduire et compléter le tableau suivant :

X -1 /-05] 0 | 05| 2 4
fix)

¢) Quels estle nombre dont I'image par fest 4 ?
8.50it fune fonction définie pour tout réel x sauf 4, par:
3

ﬂX) — 2X+1_
3x-4

Déterminer les images par fde4;-2;7;0,5 et5.
Déterminer les antécédents par f de 2.

Soit C la courbe représentative de f dans le plan rapporté
a un repere orthonormé. Déterminer, s'’ils existent, les
coordonnées des points d’intersections de C avec I'axe des

abscisses.

9.Trouver Dy et Dg les domaines de définition fet g sont

définies par :

fx) = 2x%- 2x3 + 4x%- 5x; g(x) = %_i_{_i_g.
X

X X

3 2



10.Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble

de définition de la fonction f.

= (7- 3)(5x+1); b)) = 2%
a)ftx) = ( 2x)( x+1) ) N
1 1 1
=—— d =
W) X+2 x-3 e (x+2)(x-3)
f=_1 009 =[x -1
x|+1

11. Pourquoi la courbe C , de la figure ci-dessous,
représente-t-elle une fonction ?

Soit f cette fonction.

Déterminer ;

a) L'ordonnée du point de C dontl'abscisse est 1,5 ;

b) Les abscisses des points de C dont 'ordonnée est -1.
¢) Les coordonnées des sommets de C;

d) L'image de -1 par f;

e) Les antécédents de 3 par f.

3
12.Soit fla fonction définie sur R par;: f{x) = — ) X + .
)
a) Reproduire et compléter le te‘@ant :
X - 0

i /05| 0 4

fix)

f) b) Quelestle norabre ‘ifmage pAar fest 4 ?

13.La courbe C, ci-desso
surR \ {2} par f(x) = +3,

2
\1 \

eprésente la fonction définie

4

1°) Déterminer graphiquement :
a) Lesimagesde 1et11;
b) Les antécédents, s'ils existent, de 4, 2 et 0.

2°) a) Calculer les images de 1 et de 11.

b) Calculer les antécédents de 4 ; 2 ; 0.

¢) Soit m un nombre réel quelconque.

Calculer les antécédents de m.

14.Les courbes ci-dessous sont des représentations

graphiques de fonctions numériques.

15.Associer les tableaux de variation aux courbes
représentatives.

p >

-3 0 | 2

2\0/1\_1

-3 0 | 2

I N




\&l?’\ N L;

[0

gq:;

Quels nombres ont pour image par f le nombre 2 ?

=
—
=~

16.Soit f: x> x2+ 2x -1.
Soit a et b deux réels. Démontrer que :
fla)-flb)=(a-b)(a+Db+2).
En déduire que f est décroissante sur |- o ; -1] et que fest
croissante sur [-1; + oof.
17.Soit f: x> % .
X
Montrer, en utilisant les regles sur les inégalités que la
fonction f est croissante sur ]0 ; + «].
Parité d’une fonction
18.Etudier la parité des fonctions définies par :
1°)xe R etfix)=1+x%;2°)xe R etf(x)= 5x3-2x

3)xe R etfix) =|x3+x | ; 4°)xe R etfix)=x+1

5°) x>2 et fix) =X —1.

2x2+3

19.Soit la fonction fdéfinie sur R par: f(x) = .
X +1

1) Exprimer f{-x) puis comparer avec f(x).

'WM' Lo

a courbe C

Soit M le point de coordonnées (
coordonnées (-x; f (-x)).

2) Que peut-on en déduire

représentative de f's

|

L

x*+3

20.50it la fonction g définie sur R par : g(x) = 5 .
X“+1

1°) Exprimer g(-x) puis comparer avec g(x).
Soit N le point de coordonnées (x; g(x)) et N’ celui de
coordonnées ( —x; g(—x)).

2°) Que peut-on en déduire pour la courbe 2 représentative
degsur R.
21.0n consideére la fonction f: x> |x].

1°) Quel est son ensemble de définition ?

2°)Tracer sa courbe représentative dans un repere
orthonormal (0;1;]).

22.Soit fla fonction définie sur R pa\

fx)=lx+2].

1°) Exprimer f{x) sans valeu

e suivant les valeurs

du réel x.

. L’unité de longueur sur les deux axes

ires est 1 cm.




Chapitre 9 : PRODUIT SCALAIRE

B

1.Expression avec un cosinus :

Définition 1 :

Soient i et ¥ deux vecteurs du plan.

On appelle produit scalaire de dpar ¥, le nombre réel défini par ;
»UTV=0sii=00uB=0;

= %% = |[]l. |9l x cos(u; V) sit = Oet v # 0.

2.Fixation par des points :

Soit 1 et ¥ deux vecteurs non nuls, et soient 4, B et C trois points du plan P tels que AB =lietAC =7
On appelle produit scalaire des deux vecteurs iet #, le nombre réel défini par . % = AB.AC =

|4B| x ||AC|| x cos BAC
Remarque 1 :

u. vse lit " Uscalaire?"
3. Cas particuliers :
Pour tous vecteurs i et ¥ non nuls;
= Si U et Usont colinéaires, il y a deux cas de figure:
a=@; ¥) =0= U etPont méme sens = .7 = ||E|. |7l
ou
a = (&; ¥) = m = HUetbont sens contraires = . = —||i||. |||
= Sizi = 0ou® =0,alors;%.3 =0
» Sid L ¥,alors; a = (u:’;\f?’) :§=>1_i.17:0.
Conclusion :
Ulveouvr=0
4.Carré scalaire :
Soit % un vecteur du plan. Le réel u.u s’appelle le carré Sealaire

U et se note 2
—_— —_— —_ 2
Ona;u? = .U = ||u]|?. En particulier, pour tous poi ef B'duplan P: AB? = AB.AB = ||AB|” = AB2.
5. Propriétés du produit scalaire :
= Pour tous vecteursiet v de V; U. ¥ = 0. U

= Pour tous vecteurs et ¥ ; ||U + ¥|| < |||

U1l v=0=uv=0 s

= Pour tous vecteurs i, ¥ et tout n redréel k;
1. & (kD) = (k). D = k(@ D) \
2.U(@+wW)=u.v+uw
3. U+ V)% =1u%+2u.v + v?
4, (U—v)*>=u?
5. (17’+13)(17—13’J =

6. Produit scalaire

I + 2.7 + |9]|?
12 — 2.7 + ||9]|?

Exercice 1:

Montrer cette

Exemple 1 :

Soit U et ¥ deux vecteurs du plan tels que; ||[U|| = 5,||¥]| = 4etu. ¥ = —6

1°) Calculer (i + 7)(3U — V) ;

2°) Calculer (31 — ¥)?, puis en déduire ||31 — 9| ;

3°) Calculer cos(u; v).

Réponse :

1)U+ )P —v) =03+ u.(—9) + 30.4 + v.(—9) = 302 —U.¥ + 3u.v — 2 = 3||u||? + 2u. ¥ — ||9]|?

=3x52+2Xx—6-42=75-12—16 =47 = (i + B)(3U — D) = 47.

2°)(3U —v)? = 3u)? —23U.?) + V2> =9u2 — 6uU. v+ v? = 9||U||* —u. ¥ + ||9]|> = 9 x 52 — 6 X (—6) + 42

=225+36+ 16 =277 = (3u —9)? = 277 = ||3u - ¥|| = V277.
uv —6 6 3

il =

S 3 — —
o . — — — —_ 2 . ——
3°) cos(u; v) =Tl 5x4 20 10 = cos(u; V)

]




7. Conséquence sur le parallélogramme :
Soit ABCD un parallélogramme = AC = AB + AD. Si on pose ; i = AB et ¥ = AD, on a;

. L2 2 2 R T )
AB.AD =3(||4B + 4D||" - ||AB||" - ||4D|") = 4B.4D = (||aC||” - |4B]|" - ||D||").

8. Interprétation géométrique :
Pour tout point A et tous points B et C distincts de Aon a; AB.AC = AB x AC.cos BAC.

En effet; ||E|| =AB; R” = AC;etcos(m) = cos BAC = cos A.

Définition 2 :

On appelle produit scalaire dei et & et on note %. 3, le nombre réel ; 4. = AB.AC = AB.AC'
Ou; 4B = 1, AC = % et C’ est le projeté orthogonal de C sur (4B).

a. Conséquence pratique :

c C c\

A B

Soit 7 un vecteur non nul et % un vecteur. En posantii = AB et % =VC. En notnt C' le projeté orthogonal de C
sur (AB). -
Ona;AB.AC = AB.AC'. Par conséquent ; > 1

= AB.AC = AB X ACsi AB et AC' sont de méme sens.

» AB.AC = —AB x AC si AB etTC sont de sens contraires

» AB.AC=0siC' =4 [E et AC sont orthogonaux).
Exemple 2 : . o
Soit ABCD un rectangle tel que; L = AB = CD =, aetl =D = BC = b.Calculer AB.CD; AB.DC; AD.BC;
BA.BC,

Réponse :
A5.CD = |45 [CD] x -1 = v = ~ok J/o
4B.DC = |AB|.|DC| x 1= ax a

o wl |t
AD.BC = ||AD||.|| X b )b?
BA.BC = ||BA|. |&C |BB|| = 0
Exemple 3 :
Les carrés du quadzidlage de la figure ci-contre ont des cotés de longueur 1. m™
Lire sur la figure ] eurs des produits scalaires.
wv; uw; ut; vw; tw.

H

Réponse : Ff . T
Sur la figure ci-contre, on place les points nécessaires x|* P -
alareprésentation des vecteurs donnés. / G
Puis, on utilise I'expression des projetés orthogonaux comme suit : E
uv=ABCD=ABIA=ABXIA=2%x1=2; & £
uw = ABEF = ABII = 0(ca= < EF) ?“ -
wt=ABGH=ABJA =-ABXJA =-2X3 = -6; '

v.w=w.v=EF.CD=EFxCK = EF.CK =2x2 = 4;
t.w=w.t=EF.GH=EFKF=EFxKF=2x1=2.




Exemple 4 :
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ; AB = 6 cm, AC = 8 cm, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).

1°) Calculer AH, BH et CH
2°) Calculer BA. BC et CA.CB

3°) Que vaut AB.AC et pourquoi ?
Réponse :

AB xAC 6x8
1°) AB x AC = AH X BC = AH = =

BC 10
BH = /6% — 4,82 = /36 — 23,04 = /12,96 = 3,6 cm ;
CH=BC—-BH=10-3,6=6,4
2°) BA.BC = BH.BC = 3,6 x 10 = 36,
CA.CBE =TH.CB = 6,4 x 10 = 64
3°)AB.AC=AB.AA=ABx0=0, AB.AC=0card L 7.

b. Produit scalaire et projection :
Soit % un vecteur non nul et ¥ un vecteur.

=48cm

On pose il = AB et = CD.Onnote C' et D' les projetés orthogonaux respectifs de C
etde D sur la droite (AB).On a; AB.CD = AB.C'D".
On dit que le vecteur C'D’ est le projeté orthogonal du vecteur CD sur la droite (AB).

c. Généralisation :
Exercice 2 :

Soit i et ¥ deux vecteurs non nuls, montrer que 'ona; u.v = d.v' s u'. ¥

— —_—
Ou u' et v' sont les projetés orthogonaux des vecteursil et vrespdetivement
sur les directions de vet u. |

2. Le produit scalaire en géomeétrie an« lytique <
1. L’expression analytique du produit scalaire dans umgepére @rthonormé :
a. Orthogonalité de deux vecteurs :
e Rappel :
Une base (7, j)de Vest orthonormée si, et seulément si, ZIL jet ||7]| = ||J]l = 1
¢ Orthogonalité :
Deux vecteurs i et ¥ non nuls sont orthogpnaux#l et seulement si ;11 existe deuxbipoints représentants de i
et U portés pardes droites perpenticulaires. |

Remarque 2 :

pl12 = llull® + I19]1* + 2u. v
e théoréme de Pythagore et sa réciproque ; [[i + 9| = ||ul|? + ||[¥]|?

Cette relation perme

ulLv L
Exemple 5 :
ABCD est un rectanglgfdont la longueur et la largeur mesurent respectivement ; AB =9 et AC = 5.Calculer
AC.DB

Réponse :
AC.DE = (A +B@Y[@C + CB) = AB? + AB.CE + BC.DC — BC? = 92 + 0 + 0 — 52
=81—25="56= AC.DB = 56.

Exemple 6 :

Sur la figure ci-contre, les droites (D) et (D') sont-elles perpendiculaires ?

Réponse :

D’apres la figure, les droites(D) et (D") ont respectivement pour vecteurs directeurs




- —4 - _1
#(7) ee5(3)
2X(=3)+3%x(—1) #0. llenrésulte que (D) et = 2:dx+sp~i0-0 -

(D") ne sont pas perpendiculaires.

Exemple 7 :
ABC est un triangle isocele en A.Montrer que la

meédiane issue de A est aussi une médiatrice.
Réponse :

Soit I le milieu de [BC]. Montrer que (AI) estla
médiatrice de [BC], revient a montrer que ; (AI) L

(BC), qui revient a montrer que;ﬁ.ﬁ =0.0na; %

Al =1(AB +AC)L} BC=BA +AC = BC = AC - B2 \

Deetona;A_I).R') :%(E+R)(ZE—Z§)

o 1 .\ 1 S
AI.BC=—<ACZ—ABZ>=§><0=0=AI.BC=0=(AI)J_(BC)

0
Exemple 8 :
Que peut-on dire des points 4, B et C lorsque ; AB% + AC% + 2AB.AC = 0?
Réponse :

—_— _— _—— — — — .2 — — 2
AB? + AC*+2AB.AC =0 & (AB+AC) =0 ||4B + AC| —x
& ||4B + AC|| = 0 & 4B + AC = 0. Les points 4, B et C son?oit dus, soit alignés et A est le milieu de

Définition :

(X L(x
x vecteurs tels que ; U (y) etv ( ,)

L’expression analytique du produit scalaire de i et ¥ e nne par; U.v = xx’' + yy'
Exercice 3 :
Montrer I'expression analytique du prodult sca de“deux vecteurs.

Dans le plan P muni d’unebase orthonormée(7, )), soi

Propriété :

!
z = - X — — —_ =
Dans une base orthonormée (l,] ient deux vecteurs u et v (y’)' Uulveuv=xx'+yy' =0

Calculer le produigscala es deux vecteurs U et ¥ dans chacun des cas suivants :

3,6 L (= S (=36 S o= (3, L0 0
1) (Zg)erd (C 2% (4 ) et () 3@ (Cyg) et ((1o) () etv (Las)
Réponse :
1°)u. ¥ = 3,6 X (— -+ (—4,8) X (—4,5) = —23,04 + 21,6 = —1,44
2°)U. U = 6,4 X 4.8x 0 = 64
3°)u.v = -3,6 X0+ (—4,8) X (—10) = 48
4°)uv=36%x0+0x(-45)=0+0=0
Exemple 10 :
Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (0; 1,7), on considére les
points A(2,4); B(—3,—1); C(4,—2);D(9,3)
1°) Démontrer que ABCD est un losange ;
2°) Evaluer mes(m ), et mes (m) en degré.
Réponse :

1°) 48 (~ i_i

) = AB ( 5) DC ( 42 _93) = DC (_5). Donc; AB =DC d’on ; ABCD est un parallélogramme.

5 -5




D’autre part les diagonales (AC) et (BD) dirigées par; AC (_42__24) = R( 2 )B_D) (9 B (_3)) = BD

-6 3-(-1)
Sont perpendiculaires car ; ACBD=2x12+ (-6)x4=24-24=0
ABCDest un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires, c’est donc un losange.

29)ona;BA(3), B¢ (43 ) =Bc(7)

5 —2+1
|B4|| = V52 +52=v50=2V5=|[BC|, BABC=5x7+5x(-1)=30
_ BA.BC 30 30 6 -
= cosABC =—=0,24 = ABC =~ 76°

[BAIL.|[BC]|  (5v5)° 125 25

D’autre part, comme ABC et BAD sont deux angles voisins dans un parallélogramme, leur somme est donc égale

a 180°.
Une mesure approximative de BAD est donc ; BAD ~ 180° — 76° ~ 104°
3) Théoreme de la médiane 4 \

Dans le plan P, Soit A et B deux points, et soit / le milieu du segment [AB].
Pour tout point M du plan P, on a;

2 2 2 ABZ
@) MA®+MB? =2MP +——
b) MA%— MB? = 2MI.BA

AB?

C) mﬁ = MIZ - T \
7 . . ‘
Démonstration : e

— —_— —_— —\2 — —\2
a)MA* + MB? = MA?* + MB? = (MI +14) + (MI +IB)
= MI? + 2MI.1A + IA? + MI? + 2M1.1B + IB? = 2MW + 2MI(TA + IB) + IA? + 1B
= 2MI? + 2M1.0 + |42 #IB*@A + 1B = 0)
.
BA\?  (AB\? BA 5 ) , AB?
:2M12+(7) +(7) = 2MIF + (— = MA® + MB® = 2MI* + —-
b) MA? — MB? = MA? — MB? = (M4 + MB)(M4 :TB”)
=(M )(MA — MB) = (MA + MB)(MA + BM)

= (MA + MB)(BM + MA) = 2MI.BA = MA? — MB? = 2MI.BA

Exercice 4 :

|
Soit ABC un triangle AB =4, AC = 3, BC = 2 et soit I le milieu de [AB]. Calculer CI.
Solution :

B

N . AB2 42
D’apres la propniétéd),on remplace M par C etona: CA?+ CB? = 2CI* + -~ = 32+22=2CI"+ 3

5 5
=9+4=20"+8=20I'=13-8=5=(I=_=C(I= |5
¢) MA.MB = (MI +1A)(MI + 1B) = MI? + MI.1B + TA.MI + IA.TB

—.(— _\ 4B AB . AB?
=MI?2+MI.|IB+IA|-—.—=MI? + MI.0 - —
—) 22 4

) AB? , AB* . __ , AB?
= MI +O—T:MI —T=>MAMB=MI —T




Relations caracteéristiques du triangle rectangle

Soit ABC un triangle rectangle en A et soit H le projeté orthogonal de A sur [BC],
Le triangle ABC estrectangle en 4 si, et seulement si I'une des propriétés suivantes est vérifiée :

a) AB?=BH.BC
b) AC?=CB.CH
¢) AH?=-HB.HC

Démonstration :
o BA.BC = BA.BA = ABY[1]
a) Montrons que AB> = BH.BC ; ona : et
BA.BC = BH.BC[2]
De[1]et[2]on a;AB? = BH.BC
b) Montrons que AC? = CB.CH \
On a d’une part : CA.CB = CA.CH[1] Et d'autre part: CA.CB = CA.CA = CA? = AC¥2]

De[1]et[2], ona:AC? = CB.CH.
¢) Montrons que AH? = —HB. HC. D’aprés la propriété a), AB*> = BH.BC,

=0
= AH? + HB? = BH.BH + BH.HC

= AH? + HB? = HB? + BH.HC
Remarque 3 : Les réciproques de ces propriétés sont admisesg ¢
Exercice 5 : \d

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 6 cm, AC =
1°) Calculer CH, BH et AH ;
2°) Calculer BA.BC et CA.CB ;

est le projeté orthogonal de A sur (BC).

3°) Que vaut AB.AC et pourquoi ?

Solution :
1°) Selon le théoréme de Pythagote, BC = 10 cm

—_ ‘
AB? = BH.BC = AB? = BH.B¢

(B, CetH éfnt alignés)

36
:}62:BH><10ﬁBH=E

AC? = CB.CH = AE? = CB.CH(B, @etH étant alignés)

alignés)
= AH? = 3,6 X 6,

23,04 = AH = /23,04 = [AH = 4,8

—_— - = =
2°) BA.BC = || |ﬁ|| ><_cosB = 6 X 10 X cos B.Or, on sait que ;

. c.adjacent AH 3,6 3 - 3
cosB = = = =§=>BA.BC=6><10><§=60><0,6=36

hypoténuse BA 6
C_A)C_B7 = ||C_A)|| ||E’)|| x cosC =8 x 10 X cos é.Or, on sait que ;

. c.adjacent CH 64 4 _, _, 4
cosC=——F——=—-= =—=CA.CB=8%x10x-=80x0,8=64
hypoténuse CA 8 5 5

39) AB.AC = ||Z§||||ﬁ|| x cosA=8x%10xc0s90°=80x0=0

Exercice 6 : Démontrer les relations du théoréme de la médiane.




Remarque 4 :
Les relations du théoréme de la médiane s’appliquent aussi lorsqu’on a un triangle AMB, avec I milieu de [AB].

3. Formule d’Al-Kashi (Pythagore généralisé) :

Pour tous trois points non alignés A, B etC du plan P on a;
—,— AC*+AB*-BC?

AC.AB = >
— ., BC?+BA?-AC?
BC.BA = > 2]
CA.CB = >
Exemple 11 :

ABC estun triangle dont les cotés mesurent; AB =7; BC =9 et AC = 5.Calculer AB.AC

Réponse
D’apres la propriété d’Al-Kashi ; BC? = AB? + AC? — 2.AB.AC.cos A = 9% = 72 + 52 — &A
N A . =7
= 81 =49+25—70cosA=>7=—70cosAﬁcosA=%= 1

1 =35
X x__—_ ju—
= AB.AC=7x5 0= 10 = AB.AC = -3,5

Exercice 7 :
1°) Démontrer les formules d’Al-Kashi,

2°) En utilisant la définition du produit scalaire et les formules d’Al-Kashi,

___ AC?+AB% - BC?
cos BAC —— @
2.AB.AC
BC? + BA? — AC? g

égalités ;

jE—

cos ABC = —
2.BC.BA

CA? + CB? — AB?
2.CA.CB

cosACB =

Exemplel2 :
Soit 4, B et C trois points tels que ; AB =6, A 10 Calculer ; cos 4, cos B, cos C.
Réponse :
cosA = 52 + 62 — 102 _25+36-— 100

2X6X5

§_102+62—52_
oS8 = X10x6
p 107 -6
St = sxm
Exemple 13 :
Soit ABC un triar%l

1°) Calculer AH, BH

Réponse :
1°) BA.BC = ||BA||.||BC|| x cos B = 6 x 10 x cos B
] . c.adjacent AH 36 3 _— 3
Or,onsaitque; cosB=——F———==—=—==-=BABC=6Xx10Xx==60X%0,6 =36
hypoténuse BA 6 5 5
2°)C—A).C_B) = ||C—A)|| ||E§|| x cosC =8 x 10 x cosC.
0 tque; cosC = codacent _CH_ 64 4 i o x10x = 80x0,8=64
fonsattque; cost = hypoténuse CA 8 5 - 5

3°) AB.AC = ||AB||.||AC|| x cos A = 8 x 10 X c0s90° =80 x 0 = 0




V. Sinus de I'angle de deux vecteurs :
L o o o (X S(x
Dans une base orthonormée(Z, j)de V, soit i et ¥ deux vecteurs tel que i (y) etv ( ,)

!

det(u; v
Alors ; det(u; ¥) = ||[u]| x ||Y|| X sin(u; ¥) = sin(u; V) = #
]l x |||l
Exemple 14 :
7 - . — 4’ - 3 . — -
Dans une base orthonormée (7, )de V, soit les deux vecteurs u (_7) etv (5), calculer sin(u; v).
Réponse :
det(ii; ¥) : 3| 41
et(u; v _
sin(u; v) = = 7_5

Sl < 19l a2+ (—7)2 xV3ZT+ 52 V2210
VI. Complément de cours sur les relations métriques :

1. Application aux aires du triangle :
Soit ABC un triangle tel que ;AB = ¢, AC = b, BC = a.

a. L’aire A du triangle :
_ BasexHauteur

L’aire du triangle ABC est donnée par la formule :Aypc = 2

Avec la relation d’Al-Kashi appliquée au triangle, on a aussi ;
b. La formule des aires :

1 -~ 1 -
Appc = Eb.c.sinA = Ec.a.sinB =—a.

On en déduit que ;
c. La formule des sinus :

Exemple 15:
Soit ABC un triangle non aplati tel que AB = c = 8, AGac= b sinB = \/7§,
sAsinAdetBC =a

1°) Calculer sin €, en déduire les valeurs des anglesgg

2°) Calculer de trois fagons I'aire du triangle ABC. g
Réponse :
c 4 8 o 8v5 1 2
1)—=——F=—==—-=>sinC =——X-—=sinC=——=0.64
sinB sinC Y5 sinC (Y 7 4 7
7 L)
N _ Y 2V
sinB=7=>A=arcsin B ~ 18.63°, sinC=T=>C=arcsin7=>cz39.71°

°_5834°= A~ 121.66° = sin4 ~ 0.85

4x085x7 238
= q= = = a=10.64

V5 V5

2°)JZABC=§b.c. A=%c.a.sin§=%a.b.sinf

A~ 180°— (18.6
a b

sinA sinB

1
Aspc =7 b.c§i “x4x8x%0.85~13.6

1 ~
Appc = EC' a.sinB = -=x8x10.64x0.32~13.61

1
2
1
f i
Appc = Ea.b.sin(f‘ ~ 5 X 10.64 x 4 X 0.64 ~ 13.62

d. Expression du sinus en fonction du périmetre et des cétés d’un triangle et formule de Héron :
Soit ABC un triangle non aplati, tel que ; AB =c¢,AC =betBC =a,ona;

sind = %\/p(p —a)(p—b)(p—c)etAypc = \/p(p —a)(p — b)(p — ¢); (Ot p est le demi-périmétre)
Exemplel6:

Soit ABC un triangle non aplatitelque AB =c =13, AC=b =9etBC=a =5

1°) Calculer sin A, sinB, sin € puis en déduire A, B, C;

2°) Calculer l'aire du triangle ABC.




Réponse :
a+b+c 5+9+13 27

.2
sinA=E\/p(p—a)(p—b)(p—c) SRR 9\/13 5(13,5 — 5)(13,5 — 9)(13,5 — 13)
\/135x85x45x05 2 258.1875 2><16'06~32'12~oz7
~ 117 117 ~T17 T T
. 2 2 2v/258.1875 32.12
sin B =—\/p(p—a)(p—b)(p—c) =-——+258.1875 = ~ ~ 0.49
13 x5 65 65
2 2v258.1875 32.12

sin€ = —\/p(p —a)(p—-b)(p—c)= 5\/258 1875 = 15 T 0.71.
sind ~ 0.27 = A ~ arcsin 0.27 =~ 15. 66° etsinB ~ 0.49 = B ~ arcsin 0.49 ~ 29.34°
sinC ~ 0.71 = C ~ arcsin0.71 ~ 180° — 45.23° ~ 134.77° (L’angle Cétant obtus)
Vérification: A + B + € = 15.66° + 29.34° + 134.77° = 179.77° ~ 180°. \

2°)Aupc =/P(p — a)(p — b)(p — ¢)4/13,5(13,5 — 5)(13,5 — 9)(13,5 — 13).
=/13,5x8,5 X 4,5 x 0,5 = V258.1875 ~ 16.06.
2. Equation de cercle dans un repére orthonormé :
a. Equation d’un cercle par l'utilisation du produit scalaire :
Dans un repére orthonormé (0; 7,)) du plan 2.
On a déja vu dans le chapitre du calcul vectoriel et de 1a géométrie analytique,
A(x,,v,4) etde rayon R est 'ensemble des points équidistants de
(x—x2)? + (¥ —ya)?* = R? -
L’équation cartésienne peut aussi étre calculée par le produitsca
[AB] étant un diameétre du cercle C, pour tout point M € C,ona; C4%¥x —x5)(x —xg) + (y —y4.)(y —yg) =0
Exemple 17 :
Dans un repére orthonormé (0; 1,)) du plan P, on donn&les deuxpoints A(4; 7) et B(—5; 3).
Donner I'équation cartésienne du cercle C de diamétr
Réponse :

PourtoutpointM(x;y)deC‘,ona:met aire doncAM. BM—O:(;_4).<;+2)=O
=>(x—4)(x+5)+(y 7)(y— + £0+y —10y+21—0=>C‘ x2+x+y?2-10y—1=0

deux points ; A(a, b) ; B(a', b") et soit (C) le cercle de diamétre [AB].
du cercle (€), et pour tout point M(x,y) € (C),ona;

cle C de centre

Dans un repére (0; 7,7) du plan P,
Soit I le milieu de [AB], I estle c
C: (x—xD* + (y gy’ SR
Exemple 18 :
Dans un repére ofthano
Donner I'équation car
Réponse :

(0; 1,)) du plan P, on donne les deux points A(—9; 10) et B(7; 4).
lenne du cercle C de diameétre [AB].

Soit le I centre\du ce#€le C,ona;l =A*B = C: (x—ﬂ)2+(y_ﬂ)2 :(ﬁ)z

2 2 2
\/292)2

=C: (x+1)2+(y—7)2=<T =C: (x+1)2+(y—7)2=g=>6‘: x+1)2+@Wy-7)2=73

4
C:x*+2x+1+y?>—14y+49=73=C: x> +2x+y*—14y—-23=0

3. Equation d’une droite dans un repere orthonormé :
Dans un repére orthonormé (0; 7,) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(x,,v,) et de vecteur

normal 7t (Z) Pour tout point M(x,y) € (D),ona;(D):a(x —x4) +b(y—y,) =0

Exemple 19 :
Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, soit la droite (D) passant par le point A(4, —7) et de vecteur

normal 7t (_3). Donner I'équation cartésienne de (D).

5




Réponse :
Pour tout point M(x,y) € (D),ona:

m(;:4>.ﬁ(_3)=():—3(x—4)+5(y+7)=O=>—3x+12+5y+35=0=>(D):3x_5y_47=0

7 5

4. Distance d’'un point a une droite dans un repére orthonormé :
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 1), soit (A) la droite d’équation cartésienne ;

L /a \ . . .
ax + by +c =0, le vecteurn (b) est le vecteur normal a (A), soit A(xg, ¥,) un point du plan P et soit A’ le
|axg+byq+c|

Va2+b?

projeté orthogonal de A sur (A).La distance de A a (A) est notée ; d(4; A) = AA' = AA' =

Exemple 20 :
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 1,), soit (A) la droite d’équation cartésienne ;

5x — 3y + 4 = 0, le vecteur i (—76) est le vecteur normal a (A), soit A(1,2) un point du plan P et soit A’ le

projeté orthogonal de A sur (A).Calculer d(4; A) la distance de Aa (A).
Réponse : \

laxy + by, + c| B [5x1—-3x%x2+4| B 3]
Va4 5 [+ (e V8
5. Produit scalaire et lieu géométrique :

Notion de lignes de niveau :
Soit f une application du plan P dans R et k un réel.On appelle ligne de niveau k

des points M tels que f (M) = k. On note en général L, la ligne de niveau k ;
Exemple 21 :

d(4; b) = =d4; A =

3
V8§

ication f 'ensemble
{ME€P/f(M) =k}

1°) Soit O un point fixé et ; f: P—R
M — OM
La ligne de niveau 4 est 'ensemble des points M tels que OM =4 wi it donc du cercle de centre O et de
rayon 4.
2°) Préciser la ligne de niveau k selon que 'ona; k > 0 : k=0; k<0

=0=1lensembleM =0,sik< 0=

Sik > 0 = l'ensemble M estle cercle de centre O et de raygn k, s

I'ensemble M = ¢.

Exercice 7 :

On considére un segment [AB] avec AB = 10@ r 'ensemble des points M tels que :

1) MAMB = 1. 2) MA? =75,

Solution :

On considére un segment [AB] av 10 cm. Determlnons I'ensemble des points M tels que :

1) MAMB=1s (MI + IA).(MI +dB , ol I est le milieu de [AB]. Donc MI. MI + M. [A+ML.IBE+1AB=1o

MI2 + ML (1A + IB). = 1< MI2 + MI. @ —IA2=1 MI2—52 = 1 MI? =26.
=0
D’ou: I'ensemble des ts M tel que MA.MB = 1est le cercle de centre I et de rayonv/'26.
2 Ona:{M 1A). (MI + IA) = MI? + 2MLIA + IA?
MB? = (MI #IB). (MI + IB) = MI? + 2MLIB + IB?
MA? + MB% =5 + 2MLIA + 1A2+MI2 + 2MI.1B + IB? = 5 < 2MI? + 2MI. (IA+IB) + (1A + IB?) = 5

; ou I estle milieu de [AB].

&2MI2 + 2ML.[ IA+IB |+ 21A2 = 5 <2MI2 + 21A2 = 5 <2MI2 = 5-2IA2 = 5 — 50 = —45 <2MI2 = —45

=0

Un carré n’étant jamais négatif, aucun point M ne vérifie cette condition

Remarque 5 :
On peut aussi utiliser la relation de la médiane pour gagner du temps...




)

( Exercices Généraux

1.Soit ABC un triangle. On pose ;BC = a, CA=b, AB =c.
Les longueurs a, b et ¢ sont ceux des cotés opposés
respectivement aux angles ; 4, B et C.
Montrer que I'on a;
a?=b%+c?—2.b.c.cos A
b2 =a%+c?—2.a.c.cosB
c? =a?+b?—2.a.b.cos C
2.So0it ABC un triangle non aplati tel que ;
AB =c,AC=betBC =a
1°) Donner I'expression de cos A en fonction des longueurs des
cOtés.
2°) En déduire des expressions analogues pour cos Bet cos €.
3.Soient 4, B et C trois points tels que ;
AB =7,AC =12,BC =8.
Calculer ; cos 4, cos B, cos C.
4.Soit ABC un triangle rectangle en A tel que ;
AB =13 cm, AC = 9 cm, H est le projeté orthogonal de A sur
(BC).
1°)Calculer AH, BH et CH
2°) Calculer BA.BC etCA.CB
3°) Que vaut AB.AC et pourquoi ?
5.ABC est un triangle tel que ; AB = 8 cm, AC = 12 cm etd =
30°
1°) Calculer la mesure du coté BC ;
2°) Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, quelle
est la nature du triangle OBC ?
3°) En déduire la mesure du rayon du cercle circonscrit au
triangle ABC.
6.ABC est un triangle tel que ;
AB = 6cm, AC = 10cm, BC =12cm
Calculer les mesures des angles de ce triangle
7.Déterminer les angles (ﬁ’;\ﬁ) dans chacun des cas suivants :

97(0)-5(ay5)
2 (33)-7(27)
373().5 ()
11 (3). ()

8.S0it ABC un tnangle tel que AB = 9c¢
15cm.

1°)Calculer sin 4; sin B ; sin €.

2°) Calculer de trois fagons l'aire du trian,
9.So0it ABC un triangle t
AB=7,AC=9,BC =14
Calculer sin 4 puis Iairgdu tri
10.Dans le plan P muni d
donne la droite (D) d’équati
(D) : 5x — 4y + 7 = Oet
Calculer d(D; A).
11.Etudier les position
(D) dans chacun des ca
d’intersection éventuels:
1°)(D) : 3x + 4y — 25 = 0, et C(0; 5)

29)(D) : 2x + 3y — 5= 0,et C(I(=1,1); 3)

12.Soit un carré ABCD et soit I et] les milieux respectifs de
[AB]et [BC].

1°) Faire une figure ;

2°) Montrer par trois méthodes que (DI) L (4)).

13.Le triangle OAB est rectangle en O. H est le projeté
orthogonal de Osur (4B).

Une droite (D) passant par A coupe (OH) en M et le cercle de
diameétre [AB] en N.

1°) Faire une figure ;

2°) Montrer que A0? = AM.AN.

14.0AB est un triangle isocéle en 0.

<

e orthonormé (0; 1,7), on
int A(=3,2)

ives du cercle (C) et de la droite
wants, puis déterminer les points

C et D appartiennent respectivement a [A0], [OB] tels que
0C = 0D.
1°) Faire une figure ;
2°) Montrer que la médiane issue de O dans le triangle OBC est
une hauteur issue de Odans 0OAD.
15.ABC est un triangle tel que les médianes issues de B et de C
sont perpendiculaires ;
1° Faire une figure ;
2° Montrer que ; AB? + AC? = 5BC?.
16.Soit ABC un triangle tel que ;
AB = 3,AC = 4et BC = 6.
1°) Construire le point R = A | B
bar

2°) Calculer CR;
3°) a) D estle point tel que R soit le centre
construire D ;
b) La paralléle a (AC) passant par B
(4D)
passant par Ren S, constr

Déterminer les réels a, b e sque;

2°) Repre r (D).
18. repére orthonormé (0; 7,j) du plan P, on donne
les point§A(3, —2) et B(—5, 8).

r deux méthodes I'équation cartésienne du cercle C

Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne
les points A(3, —4) et B(—7,2).

Calculer I'équation cartésienne de la médiatrice (A) du segment
[AB].

20.Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne
les points A(5, 2), B(—8,7) et C(—3,1).

Calculer I'équation cartésienne du support (d) de la hauteur
issue de A.

21.Dans le repére orthonormé (0; 7,7) du plan P, on donne les
points A(—5,6), B(4,3), C(3,—4).

1°) Déterminer les coordonnées des points G, H et
respectivement, centre de gravité, orthocentre et centre du
cercle circonscrit au triangle ABC.

2°) Vérifier que G, H et Q) sont alignés (cette droite s’appelle la
droite d’Euler).

3°) Ecrire une équation de la droite d’Euler relative a ce
triangle.

22.

1°) A partir de la figure ci- T— 0O
dessus, donner des
mesures approchées a un
degré pres des angles du
triangle ABC.

2°) Ecrire une équation du
cercle C circonscrit au
triangle ABC.

23.So0it ABC un triangle

rectangle en A tel que ;AB = 6 c¢m,

AC = 8 c¢m, H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
1° Calculer AH, BH et CH

2° Calculer BA. BC et CA.CB

3° Que vaut AB. AC et pourquoi ?

24.Dans un repére (0; 7,]), on donne les points ;




A(2,3); B(—1,2)etC(0,—1)

1°) Calculer les coordonnées deAB et BC dans la base (3, ]).
2°) Montrer que AB 1 BC.

3°) Calculer ||T§||, ||B_(f||

4°) Représenter AB et BC dans le repére (0; ,]).

25.Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7), soit

les deux vecteurs U (_35) etV (;).Calculer sin(u; 7).

26.ABCD estun carré de centre 0. M est un point de la

diagonale [BD]dont les projetés orthogonaux sur [AB]en Pet

sur [AD] en Q.

1°) Faire une figure

2°) Montrer que le triangle OPQ est isocéle rectangle en O.

27.ABC est un triangle rectangle en A non isocéle.

H est le projeté orthogonal de Asur [BC].

P et Q sont les projetés orthogonaux de H sur [AB] et [AC], A’

est le milieu de [BC].

1°) Faire une figure

2°) Montrer que (44") L (PQ).

28.4BC est un triangle. A I'extérieur de ce triangle, on

construit deux carrés, ABDE et ACFG.Soit I le milieu de [BC].

1°) Faire une figure

2°) Montrer que (AI) L (GE).

29.ABCD est un carré de c6té 12 cm. M est un point de [AB] tel

que ; AM =5 c¢m, N est un point de [AD] tel que ; DN = 9 cm.

1°) Faire une figure

2°) Calculer CM.MN, le triangle CMN est-il rectangle en M ?

39. Dans le plan P est muni d’un repére orthonormé (0; 7, )),

soit les points A(—=2; —1), B(—1; —4) et C(4; 1).

Montrer que le triangle ABC est rectangle en A :

1°) En calculant AB?, BC? et CA? et en utilisant Pythagore.

2°) En appliquant le produit scalaire de deux vecteurs.

30.Soit les points ;P(—3,-4): Q(3,2); R(-3V3; 3v3-1).

1°) Montrer que le triangle PQR est équilatéral.

Soit S le projeté orthogonal de P sur [QR] ;

2°)Calculer ag, puis ﬁaﬁg et (_2_1?.1_23), F§Q—If

31.1°) Déterminer le centre et le rayon de chacun des cerc

définis par les équations suivantes :
(C):x?+y*—4x—8y+4=0

(C):x2+y*—x—6

Uv=-2
Calculer(2%u + 3%). (U — ).
Donner un réel x tel que*
Il = 11151l = 3 etﬁ-§= -
33.1et Usont deux vecteugs,tel
IE]l = 5;l19]l = 3 etcos (4,

On posew =1 — 2V et

- % Calculeru. v
+ 7.
V6

a) Calculerw.t, |l e .Vérifier que cos (i.7) = 5

35.1°) Soient A, B gfpoints. Démontrer que, pour tout
point M du plan : MABC+MB.CA+MC.AB=0.

2°) Soit ABC un triangle. On note H le point d’intersection des
hauteurs issues de A et B.

ATaide de la relation du 1), démontrer que la hauteur issue de C
passe aussi par H.

36.0n considere les triangles rectangles isocéles de la figure ci-
dessous.

Démontrer que : ABAD = ACAE.

En déduire que: (ﬁ +E)(,ﬁ _E) =0.

Soit I le milieu de [BE]. Démontrer a I'aide du 2) que les vecteurs
Al et CD sont orthogonaux.

37.Soit ABC un triangle. On note H le projeté orthogonal de A
sur(BC).
Démontre que : ABAC = AC? —CH.CB.
En déduire que le triangle ABC est rectangle en A si, et seulement
si, AC2 = CH x CB et les vecteurs sont de méme sens.
38.Soit ABC un triangle d’orthocentre H.
On note A’, B’ et C’ les pieds des hauteurs issues respectivement
deA,BetC.
Démontrer que : HAHA'=HB.HB'=HC.HC'.
39.1°) Soient A et B deux points du plan tels que ; AB = 2.

a) Déterminer I'ensemble E des points M du plan tels que
ABAM =3

b) Déterminer I'ensemble F des points M du plan tels que
ABAM =-3
2°) Généralisation : Soit A un point du plan, y un vecteur non
nul et k un réel. On note Dk I'ensembl ints M du plan tels
que u.AM =k
Démontrer que, pour tout réel k, 'ensemble

st'une droite de

vecteur normal U.
40.Soit A, B, C, D des points. On
de [AC] et [BD].

1°) Démontrer que : AB2 +
Indication :on pourra_utilis
médiane.

2°) En déduire qu'un qu
i, la somme des carrés de ses cotés est égale a la
és de ses diagonale.

somme c
etx points distincts du plan ;

b) k=4a?; c) k=-az
239 Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble des
points M du plan tels que : MAMB =K. (c’est -a- dire la ligne de
niveau k de I'application du plan dansr : M — MA.MB)

a) k=az: b) k=-2aZ; c) k=-az
42.ABC sont trois points non alignés du plan ;
Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble des points
M du plan vérifiant I'égalité proposée.
43.ABCD est un carré, I est le milieu du coté [AB] et ] celui du
coté [BC].
Montrer que les droites (DI) et (A]) sont perpendiculaires.
44.ABC est un triangle tel que les médianes issues de B et de C
soient perpendiculaires.
Montrer que : AB2 + ACZ = 5BC2.
45.C est un cercle, de centre O et de rayon R.
M est un point du plan. Une droite passant par M coupe C en
deux points P et Q.
1°) Démontrer que 'ona : MP.MQ = OM?-R?,
(On pourra faire intervenir le point P’ de C diamétralement opposé a P)
Le produit scalaire WWQ est indépendant de la sécante

choisie, il ne dépend que des points M, O, et du réel R; on
I'appelle puissance du point M par rapport au cercle C et on note
ici ce réel : P(M, C).

2°) Etudier le signe de P(M, C) suivant la position de M par
rapport au cercle C .

3°) C’ et un cercle, de rayon R’ et de centre un point O’ distinct
de 0.

a) Déterminer 'ensemble A des points du plan ayant la
méme puissance par rapporta C etC’.
b) Tracer A lorsque C et C’ sont sécants




Chapitre 10 :-TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES

Définition :
Les transformations géométriques planes sont des applications bijectives du plan Pdans lui-méme.
Les transformations qui seront objet d’étude sont ; la translation, 'homothétie, la symétrie centrale, 1a symétrie
axiale et la rotation.
>
a. Notion de translation :
Définition :
On appelle translation de vecteur U et on note t; latransformation du plan P qui a tout point M fait
correspondre le point M’ tel que ; MM' = 4.

ty: P —> P ——
{ M'_)M,telqueMM =u.

Exemple 1 :
Dans le plan P muni d’'un repére (0; 1,7), soient A(7; 5), B(—4; 1) et C(—3; —6).
Déterminer les coordonnées des points A’, B’ et C’ images respectives de 4, B et C par la tra

(%)

on de vecteur

Réponse :
amad — X — X
tﬁ(A)=A’<=>AA’=ﬁ<=)AA’(y‘:,_yj)=ﬁ(_29)
_,,XAI—7 o 2 XAI—7:2 {xA,:2+7
= 44 (}’141'—5)_11(—9)=>{yAr—5:—9=> Yo =—-9+5
—_— _— x,—x R
tz(B) =B = BB =i = BB’(yg _y§)=u(_29
__,,xB/+4)__) 2 {XB/+4=2 {xB'= —
= BB (yBl—l _u(—9)=> yB’_1:—9=> yB’=_9+1

t:(0)=C' =CC=i=C

iR r+3=2
”(—29) = {ytf ++6 =9

=cC <yC’+6)

Définition :

Dans le plan P muni d’'un repére (%soi .‘Doit les points M (x,y) et M'(x',y") tels que ; tz(M) = M.
, ey SN X% X\ _ (a x'—-x=a

Il en résulte que ; MM' = u = MM )_u(b):{y’—y=b

. . . L ra
elée expression analytique de la translation de vecteur u ( b)'

-y

{x’=x+aes
y=y+b

Exemple 2 : -

Dans le plan P muni

t

pere (0; 1,7), on donne la translation de vecteur u (2)

1°) Déterminer I'ex
2°) Utiliser cette ex

ssion analytique de la translation t3.
sion pour calculer les coordonnées des points A’ et B’ images des points A(4; 0) et

B(-7,-8). A
Réponse :

o (X' =x+5
1) y'=y+6

2°)

r=4+5=9 r=—-7+4+5=-2
Xa + {xB + .Donc, A'(9; 6)et B’(—2; —2).

Yo =0+6=6° |y, =—8+6=-2

b. Premieres propriétés :
tz(4) = A’
tz(B) =B !
2°) L'image d’une droite (d)par une translation est une droite (d')qui lui est paralléle.
3°) La translation transforme un cercle (C) en un cercle (C") de méme rayon.

Le centre O de (C) a pour image le centre 0'de (C").

1°) = A’B’ = AB. La translation conserve la distance.




Exemple 3 :
Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,j), soit D la droite d’équation ; 7x + 5y — 2 = 0.

Déterminer une équation de la droite (D) image de (D) par la translation de vecteur U (_43)

Réponse :

Déterminons un point de la droite (D) en donnant une valeur pour xcomme —4, et en calculant la valeur
correspondantedey;ona;7 X —4+5y—2=0=y=6.

Le point A(—4; 6) € (D) etil a pour image par la translation t3, le point A’ € (D") dont les coordonnées sont

r=—4+4+4=0
calculées par I'expression analytique ; {xA _ _ ., = A'(0;3).
Yy =6—3=3

(D)//(D"), elles ont le méme vecteur directeur ¥ (_75)

(D"):7x + 5y + ¢ = 0. pour déterminer c, on remplace par les coordonnées de 4’;
7X04+5%x3+¢c=0=c=-15,dou;(D"):7x+5y—15=0.
On peut aussi utiliser la représentation paramétrique de (D) qui est ;

X
t=—=
x = -5t 5 x y-—3 . e
{y=3+7t=> t_y_3:»—§_T=> —7x=5(y—-3)=>7x+5y—-15=0= x+5y—15=0
-7
Exemple 4 :

Méthode 1
(D)//(D") = D':2x — 5y + ¢ = 0. Cherchons a determl erc.

Vo 2 1) (‘74) = {X;E :__83 = E'(-3,8).

E' vérifie I'équationde D’ = 2(-3) — 5% 8 + ¢ 46.= (D') : 2x — 5y +46 = 0.
Méthode 2 :
Le point M'(x',y") € (D") = {x : X : 2(x'+4)-5('-7)+3=0

E(1,1) € (D) = tz(E) =E' € (D) = EF =1 _

= 2x +35+3—0$(D’) 2x' —5y'+46 = 0.
Méthode 3 :
E(1,1) e (D) >ty itM(x y)E(D’):EMetv(z)sontcollnealres
det(E'M, ) = >72x+6-5y+40=0= (D"):2x -5y +46 =0
r—8—4-=4-
2, _FAEHCE -+ -D? =5 (C):x" —8x+y —8y-25=10
yA’—_3+7
Remarque 1 :

Si i est un vect Tecteur de (d) alors (d) est globalement invariante par t3.
c. La translation conserve ;

= Le parallélisme :

@)1/ ee[T) 7 G = diya
* L'orthogonalité :
(dy) L (dy) et{i‘__‘:gsg : Zi —d) L d




= L’alignement:

tz(A) = A
Les points 4, B et C sont alignés et t;(B) = B =A’, B’ et C’ sont alignés.
tz(C)=C'
tﬁ(F1) = F1’
* Lecontact:E =F, NF,et{tyz(F,) =F, = F NF, =E'
tz(E) =E'
= Le barycentre :
A B C t:(A t:(B) | t;(C
G = bar = t;(G) = bar i) | t(B) | ta(O)
a | B v a B Y

d. Translation de vecteur opposé :
La translation t; est une bijection sa bijection réciproque est la translation de vecteur —u e

() =ty

Car,tz;(M) =M = MM =i =>MM=—-i =t_y(M') =M.
e. La composée de deux translations :

tz:M—Mettz:M —M =tzotz: M— M"

ts(M) = M' = MM’ = 5,t,(M") = M" = M'M" =&, MM" = MM + W'M" = +

to\tit :

Remarque 2 :
- La translation de vecteur nul est appelée I'identité du plan, € note Idyp ;

t;(M)=M' MM =0 M= M.
- Une translation de vecteur non nul n’a pas de pointsdnvafiants?
)

Exemple 5 :

Dans le plan P muni d’'un repére (0; 1,]), soit e dfoite d’équation ; 4x + 3y — 2 = O et t et tz deux

translations de vecteurs respectifsi (_5 6) ed\V ( 4’4 Déterminer une équation de (D") image de (D) par la

translation t3 o t3.

Réponse :

Onatyoty = tyss

— S = 5 - — —)4- X’=x+4 x:x,_4‘ " r_ _ _ .

u+u_u(_6)+w u+v(2){y,:y+2 {y:y'—z =40’ —4)+3(' -2)—2=0;

= (D"):4x" + 3y’ —

Exemple 6 : C’

Soit ABCD un 2 -gramme de centre 0. Construire 'image de ABCD /

par la translatio®, ;% t5:. B

Réponse :

Ona; A0 + BC = AF = ty5 0 tge = tm. c

Donc; t=(4) =F; t=(B)=FB'; ’
AF AF B D

tip(C) =C'; tzz(D) =D'; tzz(0) = 0'; A

t;z(ABCD) = FB'C'D'.




Définition :
Soit k un nombre réel non nul, et Q un point fixé du plan 2.
On appelle homothétie de centre () et de rapport k que I'on note h(q ), la transformation dans le plan P qui

laisse le point ) invariant, et qui a tout point M associe I'unique point M’ tel queQ—M; = k.QM.
Onnote; hg (M) =M < QM' = k. oM.

Exemple 7 : A
Soit ABC est un triangle non aplati et h 'homothétie de centre A

et de rapport k = 2. Construire 'image de ABCpar hy, 7).

Réponse :

hea, 2)(A) = A (A estle centre de h)

hea, 2)(B) = B' = AB' = 24B;

hea, 2(C) = C' = AC' = 24C.

ha2)(ABC) = AB'C’ (figure).

a. Premiéres propriétés d'une homothétie :

1°) Le centre () d’'une homothétie, un point M et son
image M’ sont alignés.

29)sif, @ , = A'B’ = k.AB
) {hm, 0(B) =B a

Exercice 1 :
Démontrer la propriété 2°).

3°) heq, (M) = M' = OM’ = k.OM,= OM = M’ = hig, 1 =M.

L’homothétie h(€, k)est une bijection, et sa bijection réciprogue esgfhomothétie h(Q, E) et on écrit;

h,
=0

(hg, 1)
4°)Sik=0=M =Q.
59 Sik=—-1= QM = —QM = QM’ + QM Q=M*M = M = So(M).
Donc, 'homothétie de centre Q &)rt - m‘e symétrie de centre Q.h(g _1) = Sq.
6°)Sik=1= QM = QM = M' =
7°) L'image d’une droite par une
8°) L’homothétie d
Exemple 8 :
Soit ABCD un parafel e et ] un point de la diagonale [BD] autre que B et D, (Al) coupe (BC) en E et (CD)
en F. Soit h 'homothétj
1°) Montrer que h t
2°) Montrer que h t
3°) Déduire des
Réponse :
1°) Les triangles IAD et IEB sont une configuration de Thalés, donc 4 D
I'’homothétie de centre I qui transforme D en B, transforme A en E.

h(ﬂ,l) = Id:p
hétie est une droite qui lui est parallele.

ons précédentes I'égalité 1A2= IExIF.

2°)Les triangles IDF et IBA sont aussi une configuration de Thales, donc
I’homothétie de centre I qui transforme D en B transforme F en A. B 7 v
3°) Soit k le rapport de h, d’aprés les questions \/

1°)et2°) ona: IE=kIAet IA=KIF.

1l en résulte que : I[E=KIA et IA=KIF, d’'oti: k= E:i
1A IF

et par suite 1A’ = IEx IF.Clest a- dire IA? = IEx IF.




b. L’homothétie conserve ;

ha, 1(dy) =d;
h(n, k)(dz) =d;
h(n, k)(d1) =d;
ha, ©(d2) =d;

= Le parallélisme : (d,)//(d,) et { = dy//d;

= L’orthogonalité : (d,) L (d,) et{ =d; Ld)

= L’alignement :

Si A, B et C sont trois points alignés, alors ; h )(4), hiq, k) (B) et hiq k) (C) sontalignés ;
= Le contact :

E=FNF,= hq ) =hq, ) N hg, ).

= Le barycentre :

A|B|C ha 0@ [ ha, B [ b (€
G = bar = h(ﬂ,k)(G) = bar @ k)( ) «Q, k)( ) «Q, k)( )

al|Bly a B Y
= Les angles orientés :
Soit @ un nombre réel, et(ﬁ; R) =a= hg, (XE, ZE) =a.

c. Autres propriétés :
= Pour tous points 0, A et B alignés et distincts deux-a-deux. Il existe une unique ho ie de centre O qui

transforme A en B, le rapport de cette homothétie est z—i.
= Soit4, B ; A’ et B’ quatre points du plan vérifiant (A'B")//(AB) et A'B’ #+ AB, xiste une homothétie

qui
transforme A en A’ et B en B’. Le centre de cette homothétie est O x(AA') N (BB"), et son rapport est
o4' _ o8’ “
0A ~ 0B
Remarque 3 :
Si une droite (D) passe par le centre Q d’'une homothétie h, alors elle est globalement invariante par h.

Remarque 4 :

Une homothétie est caractérisée par : >}

- Un centre et un rapport;

- Un centre, un point et son image ;

- Un rapport, un point et son image ;

- Une des configurations de Th \ “

Exemple 9 :

P et Q sont deux points. G = bar ? .Soitla fonction f(M) = M’ tel que ; PM’ = P_Q) +3PM

Démontrer que f est

Réponse :
OnaG = bar = —3GP+GQ =0
PM’ = (PG +G (PG + GM) = —GP + GQ — 3GP +3GM ;

Comme@)—3G—P)=(_))=P—IVI”+G_P)= 3GM = GM' = SEﬁ:f: h3)-
d. Expression analytique d’'une homothétie :
Dans le plan P muni d’'un repére (0; 1,]), soit 'homothétie h de centre Q(x,, y,) et de rapport le réel ket notée
hq, 1)- Soit M(x, y) un point quelconque du plan P, et M'(x’, y') sonimage par 'homothétie h.On a;
hqio(M) = M' = QM = k.OM = QM (; :;z) = k.QM (Z; B :;z)

{x’ —xo = kx — kx, {x’ = xg + kx — kx, {x’ =kx+ (1 -k)xg

Y —yo=ky—kyo W =yotky—ky, ' =ky+d-K)y,

Cette écriture est I'expression analytique de I'homothétie de centre Q(x,,y,) et de rapport le réel k, dans le plan
P muni d'un repére (0; ,]).

—




Exemple 10 :
Dans le plan P muni d’'un repére orthonormé (0; 1,7), soit les points A(—7,5) et B(3, —6).
1°) Donner les coordonnées de A’ et B’ images des point 4 et B par I'homothétie h de centre Q(—2,4) et de

rapportk = Z;
2°)Donner une équation de (4B) ;
3°) Donner une équation de (A) image de (AB) par 'homothétie h.

Réponse :
5 —-35 2 33
. Xyt =ZX( 7)+(1——)X( 2)_T+Z:_T , 33 21
1) 5 5 25 21 ﬁA(_T’T)
yA,=—x5+<1—Z)><4=T—1=T
5 15 2 17
x:-Zx3+( )x( 2) = 4—7 17 34 \
5 5 _30 34— B (T'_T)
yB,=Z><(—6)+<1—Z)><4=T—1=—T
. Ty DT R T x+7 10
2°)Soit M(x,y) € (AB) = AM et AB colinéaires = ‘y _c _11|7 0 = —-11(x+ (y=5)=0;
= —-11x—-10y—-27=0 = (4AB): 11x+ 10y + 27 =0
3°) a) Méthode 1:
(A)//(AB), soit M(x,y) un pointde A, ona; \
h:Mw~— M, alors: “
P 4x' = 5x +2 x=4x,_2 4x' =2 4y' +4
x' = 5x -
| - i@{4y,=5y_4<:> 4y,5 4;=>11< : >+10< : >+27=0
y=2y-1=2y-3 y=
44x" — 22 40y"+40 135 g
5 + c +T=0ﬁ44x'—22 0y' +40 + 135 =0 = (A):44x" + 40y’ + 153 = 0.
b) Méthode 2 :

La droite (A) = (A'B’), cherch

i = (A'B"), sWéquation r).
M(x,y) € (A'B") = A'MetA'B’ sotwgoléaires.

33 50
Xt 55 50( 21) . 55 1815 50 1050

= -] = = - — — — _—
2 2V A TI S AT
)
220 1050

=X o = 0= —220x— 200y — 765 = 0 = 44x + 40y + 153 = 0

= (A)=(A'B"):44x+ 40y + 153 =0
3) Symetrie .cr.trale 4
Définition :

Dans le plan P, Soit I un point fixé, on appelle symétrie centrale de
centre / et on note Sj, la transformation dans le plan P qui laisse le point/
invariant, et qui a un point M associe 'unique point M’ tel que I soit le )i

milieu de [MM']. M

SI(M) =M’
SIM)=MsI=M«M & et
si(H=1




Exemple 11 :
Soit ABC un triangle quelconque.

1°) Construire I'image de ABC par la symétrieS,.

2°) Quelle estla nature du quadrilatére BCB’C’ ? Prouvez-le.
Réponse :

1°)SAo(A) = A; SA(B) =B’; SA(C) = C'.S5(ABC) = AB'C'.
2°) A étant le milieu [BB'] et de [CC'], les deux diagonales de BCB’C’ on le méme milieu 4, donc BCB’C’ est un
parallélogramme.

Remarque 5 :

La symétrie centrale de centre() est une homothétie de centre Q et de rapport —1:Sq = h¢g _1).

a. Premieéres propriétés d’'une symétrie centrale:
1°)5(M) =M © S;(M') = M.

S, est une bijection et sa bijection réciproque est (S,)~! = S, (Ia symétrie centrale est invo

™

image un angle

2°) Si une droite (A) passe par /, alors (A) est globalement invariante par S;.

3°) La symétrie centrale conserve la mesure d'un angle orienté ; (Un angle direct aura p

direct, et un angle indirect aura pour image un angle indirect) ; S; (ﬁ, ﬂf) = (A_) A

4°) Une symétrie centrale transforme un cercle C(Q, R) en un cercle C'(Q
5°) La symétrie centrale conserve ;
= La distance :(la réflexion est une isométrie) e

S;(M,N) — (M',N') = M'N’ = MN et MN = M'N".

Q' est 'image de (.

* Le parallélisme :

(A1) // (A2) et S;: (Ay, A7) — %A, M%) = (A1) // (A7)
* L’orthogonalité : e

(A1) L (Az) et S;: @, A7) (A'pA'z) = (A') L (A)

= |’alignement :

A, B et C trois points alignés, = $;(4), S; ) sont alignés.
= Le contact: \ L
F=ENnG= S;(F)=S/(E)nS(
= Le barycentre de deux point lus :
G = bar 5(6) 54| $B) | 50
= bar o B y

M:SIHM’:SJ ”=>M_) SJOS[_>M”
S,(M) =M = 2IM',S;(M") = M" = M'M" = 2M']

D p— = _— _— —_— —> —
= MM" =MM"+ M'M" =2IM' +2M'] = 2(1M’ + M’]) =20
Donc; §; 08, = ty5

La composée de deux symétries centrales est une translation MM = 217

dont le vecteur est 1] ; ol I est le centre de la premiere symétrie
qui intervient, et / est le centre de la deuxieme.
Exemple 12 :
ABCDest un parallélogramme.Caractériser S, o Sg o S¢ © Sp.
Réponse :
SpoSpeSceSp =tgzot,pe = tz(m_'_m) =t;=S4°8Sp°ScoSp =Idyp.




c. Expression analytique d’'une symétrie centrale :
Dans le plan 2 muni d’'un repére orthonormé (0; 1,7), soit le point I (x;, y;).

Un point M (x, y) du plan a pour image un point M'(x’, y")par la symétrie Sj, signifie que ;

x' +x
X =— r_ _
oy _ , 2 {x—le X
SSIM)=M=1=M+M = , =1, .
(M) Y4y W =2y-y
Vi = 2

Cette écriture est 'expression analytique de la symétrie centrale de centre L

Exemple 13 :
Dans le repére (0; 1,) du plan P, on considére la droite d’équation (D): 5x — 6y + 3 = 0, et le cercle
d’équation ;

(©):x2+8x+y?—2y—152=0.

1°) Déterminer une équation de (D’) image de (D) par la symétrie Sy tel que B(4; —7) ; \
2°) Donner une équation de (C") = Sg(C).

Réponse :

1°) (D):5x — 6y +3 = 0.

= Premiére méthode :

{ x'=8-—x =>{ x=8-—x'
y=-14-y " ly=-14-y
(D"):5x' — 6y —127 = 0.

= Deuxiéme méthode :

On a d’une part; (D)//(D") = 5x — 6y + ¢ = 0.D’autre part‘%‘

=58—-x")—-6(-14—-y)+3=0 +84+6y"+3=0

xp=8—-0=8 , 20N e _
1 20 = E (8,——).Ever1f1e1equat10n de (D
YE’=_14_5=_7 2

29
5(8)—6(—7)+c=0=>40+87+c=0 =c=—12V =

2°) (C):x%>+8x+y?—2y—152=0;

= Premieéere méthode :

B-x)?+8B8—-x)+(-14—y)2—-2(-14—yl) — 152 =0;

= 64 — 16x' + x'* + 64 — 8x, 6 + 28 o+28+2y'—152=0

= ¢ : x'*-24x +y'* + 30y 0

=C: (x'-12)2-144 + (y —2254+200=0 =¢C': (x' —12)2+(y' +15)2-169 =0
=C: (X" Y22+ (y' +15)2 =169 =132 = c’(H

'(12,-15); 13)"

= Deuxiéme métho
(©):x? +8x + yz‘—
(x+4)?-16+ (y—
= (x+4)?%+ @y

2 = 0. Déterminons les coordonnées de H centre de (C).
-1-152=0= (x+4)?*+ (@ —-1)%?-169=0
2 =169 =132 = H(—4,1).

Xy =8—(—4) =12
a yy =—-14—-1=-15
(€): (' = 12)2 + (¥ +15)? = 169 = 132 = €145 _15,13)
Définition :
Dans le plan P soit la droite fixée (A).
On appelle symétrie axiale (ou réflexion) d’axe (A) (ou par rapport a la droite (A)) et on la note Sy, la
transformation dans le plan P qui laisse les points de (A) invariants, et qui a tout point M de P n’appartenant
pas a (A), associe 'unique point M’ de P tel que (A) soit la médiatrice de [MM'].
SA(M)={ M si M € (b) '
M' tel que (A) = med[MM'] si M ¢ (A)

Soit H' le centre de @ftel que H' = Sz(H) = { = H'(12,-15) = ;




Exemple 14 :
Soit ABCD un carré. Construire 'images de ABCD par les réflexions ;

S(aB) S(ac)-

Réponse :

Scap)(A) = A (car A € (AB), S(4p)(B) = B (car B € (4B),
Sp)(C) = C'tel que (AB) = med|[CC'], S(ap)(D) = D'

tel que (AB) = med[DD']

Donc, I'image du carré ABCD par la réflexion S 45y est le carré
ABC'D’.

Sac)(A) = A, Sacy(B) = D, S(acy(C) = C, Scacy(D) = B,
Donc, I'image du carré ABCD par S, est lui-méme.

Exemple 15 :
Soit ABCD un parallélogramme. Construire I'image de ABCD par

S(BD).
Réponse :
Sp)(B) = B (car B € (BD), Sgpy(D) = D (carD € (BD),
Sp)(A) = A’/ (BD) = med[AA'],S3p)(C) = C'/ (BD) = med[CC'].
S(p): ABCD — A'BC'D (figure).
Propriétés d’'une réflexion :

1°)S,(M) =M = S;(M'") = M.

Sgest une bijection et sa bijection réciproque est (S;)™! = S, (las xaxiale est une involution).
2°) S4 0S4 = Idp (Idpest 'application identique dans le plan Pia
3°) Si une droite (A) est perpendiculaire a(d), alors (A) est globale
4°) La réflexion transforme un angle orienté en son opposé :S;(
5°) La réflexion conserve ;

® La distance S;(M,N) —» (M',N") = M'N' = MN

= Le parallélisme :(4;) // (A,) et S4: (A1, 4,) — (A4,
= L’orthogonalité :(A;) L (A;) et Sy: (A1, 4,)
= ’alignement :Si 4, B et C sont trois points ali
=Lecontact:F =ENG = S;(F) = S4(E) nSy(G
6°) Le barycentre :

invariante par S;.
C) = —(AB,AC)..

=) /@)
(a'y) L (A%)
S4(4), S;(B)etS4(C) le sont aussi.

|
c=bar 2 B $,(G) = bar Sq(A) | Sa(B)| Sa(C)
a B a B 14
Définition :
Dans le plan P, Soit un xé et soit a un réel donné.
On appelle rotatiofd A etd’angle @ et onlanote R(4, ), la transformation dans le plan Pqui laisse le

point A invariant, et quif& tout point M distinct de A associe le point M’ tel que ; AM' = AM et(m, A—M;) = a.

On écrit;
Ram(4) =4
. AM = AM’
et R(A,a)(M) =M < (m,AM;) — a[zn]

Exemple 16 :
Soit ABC un triangle équilatéral direct
{ AB = AC R w(B)=C { CA=CB R B) =4

a8 A°) = F = T =Cet{//s 77\ _ T = ju =

(4B,AC) = 3 [2m] (aZ) (CB,CA) = —3[2m] (¢:-5)
Exemple 17 :

Soit ABC un triangle non aplati. Construire I'image de ABC par R(B _E).

2




Réponse :
BA =BA'
R n(B) =B ;R b4 A =A’ 2
(2P =P K5 (54, BA") = - [27);
, CA=CA N
R(5-m)(©) =C"=1 (¢4, ca’) = .y R(B‘_g)(ABC) = A'BC’.(voir figure)

Caractérisation d’'une rotation :

A A
B—>B'

Q=med[AA']nmed[BB'], sinon il est I'intersection des droites (AB) et(A' B ')

alorsl'anglederest: :(/@,A'B') [Zn] et A'B'=AB le centre derest:

F(Q’a)

Exemple 18

ABCD est un carré direct de centre 0. I, ], K et L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], NDA].
Déterminer le centre et les angles des rotations R, et R, telles que ; B A
D R;(A)=B,Ri{(B)=C,2)R(C)=DetR;(D)=A
3) Ry(I) = L, Ry(L) = K, Ry(K) = J et Ry () = I

Réponse :
1) R,(A) = B, R;(B) = C; donc le centre est O =med[AB]~med[BC] 5

Et d'angle (4B, BC) = = [2n]

2) R,(C) = DetR,(D) = Adonc le centre est O=med[DC] /ﬁ]
Et d'angle (CD, DA) = = [27] ¢ K D

3)R,(I) = LetR,(L) =K donc le centre est O =med ~med K] Et d’angle (IL LK) =— 21t]

Propriétés d’'une rotation :
, AM = AM'
) Ry M) =M= (b, a7 ) = 0 = {

La rotation R, 4) est une bijectio%bij i iproque est une rotation de méme centre et d’angle - a

, -1
(opposé de a) ; (R(A,a)) =R~
2°) Si un cercle (C) a pour centr int 4, alors (C) est globalement invariante par R4 4)-

3°) La rotation co

st une isométrie)R 4, (M, N) — (M',N') = M'N’ = MN

// (B2) et Reagy: (A1, A7) — (A1, A7) = (A1) // (A7)

) L (D) et Riagy: (A1, 0) — (A1, A°;) = (A')) L (A7)

G =R, o)(F) =R(a, 0)(E) N R4, o)(G).

= L’alignement : 4, B et C trois points alignés= R(,4)(4), R4 q)(B)etR(4q)(C) sont alignés.

= La distance : (1®rqtati
= Le parallélisme :
= L’orthogonalité

= Le contact:

= Le barycentre :

G = bar A B C - R(A a)(G) = bar R(A, a)(A) R(A, a)(B) R(A, a)(C)
a | B v ' a B Y

4°) L’orientation d’'un angle :

La rotation conserve la mesure d'un angle orienté;

(Un angle direct a pour image un angle direct, et un angle indirect a pour image un angle indirect).
R(a,a)(AB, AC) = (AB, AC).




Y A

5°) Propriété angulaire : d
SiR(qe): (4,B) — (A',B"),alors; (E,A’B’) =q 2
Démonstration : A’

Soit C le point tel que QABC est un parallélogramme. Donc C’ = R(q 4)(C) estle
point tel que QA’'B'C’ est un parallélogramme, d’ou ; (E, A'B’) = (ﬁa ﬁ) =q.

Remarque 6 : A "
a. SiQ estle centre d’une rotation R, telle que ; R(M) = M', Alors () est situé sur la médiatrice de [MM'].

£11

b. Une rotation d’angle g s’appelle quart de tour direct.

c. Une rotation d’angle  est une symétrie centrale dont le centre est le celui de la rotation. R(g ) = Sq.
d. Une rotation d’angle 0 est I'identité du plan /d».

Exemple 19 : \
A. Soient A et B deux points distincts d’un cercle I' de centre O non diamétralement opposés. P point M de

I" autre que A et B on désigne par H I'orthocentre de AMB. Soit enfin C le symétrique de A p
1°) a) Montrer que (MH) // ((BC).
b) Montrer que (BH) // (CM).
c) En déduire la nature du quadrilatere MHBC.
2°) a) Quelle est I'image d M par la translation t de vecteur CB?
b) Quel est 'ensemble des points H lorsque M décrit I" sauf A etB,? Dessin
Réponse : \
A. 1°) a)(CB) et (MH) sont perpendiculaires a la méme droitea
Donc (MH) // (CB).
b) De fagon analogue (BH) et (CM) sont perpendiculaires afla méme
droite (AM), donc (BH) // (CM).

c) MHBC a ses cotés deux a deux paralleles, d s&u
parallélogramme.
2°) a) MHBC est un parallélogramme, d’ou CB t, (M)=H.

et qui a le méme ray

b) Lorsque M décritI', H dwl"] ies acercle I'" de centre 0’ =t(0)
|

Exemple 20 :
Soit ABCD un para de cgntre O ; soit [ un point du segment [AB] et] un point du segment [BC].
On note s la symétgie de 0, Soient K et L les images respectives de I et ] par s.

1°) Montrer que K apgartient a (CD).

Réponse :
o

1°) La symétrie Sde entre O transforme I en K et] en L. Donc O estle milieu commun de [IK] et [JL], d’ou IJKL

est un parallélogramme de centre O.

A L D
2°) a) le centre O de ABCD est le milieu commun de [AC] et [BD]. I
S transforme donc A en C; B en D et par suite (AB) en (CD).
b) I est un point de (AB), donc son image K par s est un point de I'image
B I [

de (AB). C’est- a dire de (CD) ; K € (CD).
3°) Utilisons un procédé analogue a celui de la question 2°) ; on a vu que S
transforme Aen C;doncCenA;BenD.

Elle transforme donc (BC) en (AD), d’autre part] € (BC) et son image L €(AD).




Exemple 21 :
ABCD étant un parallélogramme, on note A’ et C’ les symétriques respectifs de A et C par rapport a (BD).

1°) Faire une figure.
2°) Montrer que le milieu de [AC] est encore celui de [A’C’], que peut-on déduire pour AA'CC’ ?

3°) Montrer que AC = A’C’, que peut-on déduire pour AA’CC’? ////7\'3
Réponse : A

1°) Construction

2°) Une réflexion conserve les milieux.
Le milieu de [AC] a pour image le milieu de [A’C’]. B C
Or le milieu de [AC] est le centre O du parallélogramme ABCD, V

il appartient a la diagonale (BD), il est donc sa propre image dans la réflexion d’axe (BD).

N

Donc O est encore le milieu de [A’C’], le quadrilatere AA’CC’ est donc un parallélogramme.

3°) Une réflexion conserve les distances ; A a pour image A’; C a pour image C’ donc AC = A'C’.
Le parallélogramme AA’CC’ a ses diagonales de méme longueur c’est un rectangle.

Exemple 22 :

Soit ABCD un carré direct ((ﬁ, ﬁ) = ?), soit P un point de [AB] et %ﬂt d

BQ = AP; on note O le centre de ABCD ; on désigne par r le quart d“to irégt de centre O.

gment [BC] tel que

1°) a) Quelle est I'image de A parr ?

b) Quelle est I'image de B parr?

c) Déduire de a) et b) I'image par r du segment [AB].
2°) a) Quelle est I'image de P parr?

b) Montrer que le triangle OPQ est rectangle isqcgle en

Réponse : . 5
o A=0B T
1) a) O estle centre du carré direc onadonc ?D ) i :
"2

(oA ;08

2

L'image de A

b) On a de ménve ; 'image de B est donc C.

stions a) et b) que r([AB]) = [BC]. Al
[BC] et comme AP = BQ; on trouve que r(P) = Q.

c) Il résulte des
2°)a)P e [AB] = r(

. oP=
Puisque r transforme PenQ;ona: | _Q . Il en résulte que OPQ est isocele rectangle en O.
(OP ;OQ) - 7”

b. Composée de deux réflexions :
e Composée de deux réflexions d’axes paralléles : (figure )
Soit Sy la réflexion d’axe (d) et S, la réflexion d’axe (d).
M:Sg— M':Sy;— M";alors: M — Sy 0S; — M"
S;(M) =M = MM’ = 2IM’, S, (M') = M" = M'M" = 2M'J. Donc; MM"" =
21] = t,;(M) = M.

D'ol, Sy 08y = t,zj, avec I un point de (d) et ] son projeté orthogonal sur (d").

La composée de deux réflexions d’axes paralléles est une translation.



Exemple 23 :

ABCDest un carré. Déterminer la nature des transformations S¢4gy © S(pcyetSgc) © Sap)-

Réponse : M

Swp) °Soe) = tpaet Seece) ° Scap) = Lo )
e Composée de deux réflexions d’axes sécants : "
Soit (A) et (A") deux droites sécantes en A avec (n’) =p.

Posons M' = Sy(M)et M" = S,1(M"). Etudions S,/ o S, !

A
A &
SaMD =M e [ A=A / f
{ Mg — W =medMM]= {(AM, M) =2 (AI,AM') w
((A)étant la bissectrice de (m, AM )). \
AM' = AM"

Sar (M) = M" = () = med[M'M"] = {(W AM7) = 2(AM A_’])

((A") étant la bissectrice de (W,AM ”)).

AM = AM' = AM"'
De[t]et[2] ona ;{(ZM’, AM?) + (AM’, AM7) = 2 (A1, AM') + 2 (AM', 4] ) = 2(Al B.
Donc, Spr 0 Sy(M) = M" tel que ; AM = AM" et (W, AM") =28} (&)
La transformation R = S’ o S, est une rotation de centre A%t 2.

Exemple 24 :

ABCD est un carré direct de centre 0.

Déterminer a chaque fois la nature de la transformatio cgn ruire I'image du carré ABCD par f
1°) f = S(AC) ° S(AB) ;29 f = S(DC) ° S(AC) ;3 = S(D ° S(AB) ; 4°) f = S(BD) ° S(AC) .
Réponse :

3°)f =Swey° S = f(ABED) = A'D'C'D’(figure 3).

4°) f = Spp) ° S(f@ =

—t.—

2AD

1°) f = Stac)° Sp) = r(A ) = % = :ﬁgure 1).
2
2°) f =Swey ° Sac) = T'(C -0 = ) = A'D'CD(figure 2).
’2
A

) = ABCD.ABCD est globalement invariant par S (figure 4).

A D'
-\\‘ /,/
-.\%./
¢ c /" "‘-.\ A D A o " 5
iy ¥ g r
L -0 e [ 7 i 7 P
B'=D c=¢
\‘\ 4 . ” i ~ _.-'-"'f‘ i % a"f ™ //
3 , X ! -«’f o
‘/& b /f r}\"\-\. M, PN
# ,>~E £ ey A ‘\\ 7 ~
NS . . .
4 g B / N /"' \‘\H - . , 7 \ .
£ N : c B ¢
A B

Figure 1 Figure 2 Figure 3 Figure 4




Exemple 25 : !
Sur la figure ci-contre, déterminer la nature de chacune des transformations

suivantes ;
a)tﬂ°tm;tm°tﬁ"tW°tﬁ6; L
b) SMOSNiSNOSP'S] OSK;

) Stuwy ° Spg) Scap) ° Scany Se) ° Suk) % =
Réponse :

a) tﬁotm=tm;tmot]7,=tﬂ;tmotw=ldp;

b) Sy o Sy = tgz:Sn ° Sp = tgg; Sy o Sk = Uy

Sun) ° S(pg) = tgi s Sap) ° Sap) = Sai S0y ° Sux) = bz

Cas particuliers : composée de deux réflexions d’axes perpendiculaires \

Soit (A) et (A") deux droites perpendiculaires en I, et soit S, la réflexion d’axe (A) et Sy, la réflex xe (A).
Cherchons a déterminer Syr o Sy ;

M:Sy—M'; Sy:M' +— M".AlorsM — Sy 05y, — M".

Sp(M) =M’ = MM’ = 2KM’, Sy(M") = M" = M'M" = 2M'L . Donc; MM"' = 2
Comme (MM") L (M'M'") = ABC estrectangle en M' et = M « M" (propriété X).

Donc; Sy 0 Sy(M) = M"tel que I = M * M"", \
D’ou, la composée de deux réflexions d’axes perpendiculaires es’me rie centrale de centre I, point
d’intersection des deux droites.

Exemple 26 :
ABC est un triangle non aplati et A’ est le pied de la hauteyr issue de'A. Caractériser S (ad’) ° S(Be)-

Réponse :

Ona (44) L (BC) = S(auy° S(sc) = Sar- .

Exemple 27 :

ABCD est un rectangle de centre 0, caractériser | nsformations S(4p) © S(cp) PUis S(ap) ° Sac) ° Soe) ©
Sa)-

R(g;z)nse : .

Sam) ° S(cp) = g i Sam) ° S(ae °Spa) = Sg °Sp = ;55




)

( Exercices Généraux

1.Dans le plan P muni d'un repeére (0; 1,)), soit
A(7; =2),B(4;5) et C(—1;3).

Déterminer les coordonnées des points 4’, B’ et C’
images respectives de 4, B et C par la translation de

(4
vecteur u (_3).
2.Dans le plan P muni d'un repére (0; 7,]), on donne la

translation de vecteur U (_23)

1°) Déterminer I'expression analytique de la translation
ty.

2°) Utiliser cette expression pour calculer les
coordonnées des

points A’ et B’ image des points A(1; —5)et B(3,—1).
3.Dans le plan P muni d’'un repére (0; 1,7), soit D la
droite d’équation 5x —3y +3 = 0.

1°)Déterminer une équation de la droite (D’) image de

(D)par la translation de vecteur u (_23)

2°) La translation transforme un cercle (C) en un cercle
(€") deméme rayon, le centre O de (C) a pour image le
centre 0’ de (C").

4./Dans le plan P muni d’un repére (0; 1,)), soit la droite
(D) d’équation cartésienne 3x + 2y — 1 = 0.

1°) Déterminer une équation de la droite (D) image de

(D) par la translation t; tel que i (_52) ;

2° Déterminer une équation du cercle (C") image du
cercle C(4, 3) tel que (—4,1).

5.Dans le plan P muni d’un repére (0; 7,}), soit (d) une
droite d’équation ; 4x + 5y — 2 = 0 et tz et t; deux

translations de vecteurs respectifs % (_73) et (é)

Déterminer une équation de (d’) image de (d) par la
translation tz o t3.

6.50it ABCD un parallélogramme
Construire I'image de ABCD par la
7.S0it ABC un triangle non aplati, G son
gravité, A’ le milieu de [BC], C’ le mili
milieu de [AC].
Déterminer le centre
transforme les sommets
cotés. .
8.ABC est un triangle no
hauteurs issues respec
Caractériser une ho
de ABC en médiatrice ABC.

9.ABCD est un trape bases [AB]et [CD], soit I le
milieu [AB], J le milieu [CD] et O le I'intersection de ses
diagonales.

Montrer que O, I et] sont alignés.

10.Soit ABCD et AEFG deux parallélogrammes tels que ;
E € [AB], G € [AD]et (EG)//(BD).

Montrer que 4, F et C sont alignés.

11.Soit ABC un triangle non aplati.

Etsoient] =B *C(C,] =A*CetK = A *B.

Soit P le point d’intersection de la paralléle a (BJ)
passant par K et la paralléle a (CK) passant par J

1°) Faire une figure ;

2°) Démontrer que A4, P et I sont alignés.

céntre 0.
1 n t;5 °© tge.

ati, on note Ay, Ag et Ac les
mentde 4, B etC.
étie qui transforme les hauteurs

| )
L)

12.P et  sont deux points.
- p Q
G = bar 5 1
Soit la fonction f(M) = M’ tel que ;
PM’ = PQ + 5PM.
Démontrer que f est une homothétie dont on
caractérisera (centre et rapport).
13.ABC estun triangle non aplati.
A=Bx*C, B=AxC et C'=A%*B.
P estun point du plan P.
Les droites (A,), (Ag) et(A) passent respectivement par

A, B et C et sont paralléles respectivement a (PA"), (PB")
et (PC).
Soit G le centre de gravité de ABC.

1°) Montrer que les droites (A,), (
sécantes en un point Q ;

2°) Faire une figure ;

3°) Justifier que P, Q et G so
14.Soit ABC un triangle gon
I=B*C;PelIC];
(MP)//(AC) et (MQ)

1°) Faire une figure
omothétie de centre I qui transforme Aen M,
ineiyh(B) et h(C).

29)

e plan P muni d’un repére orthonormé (0; 1,7),
ints A(5,—3) et B(7, 2).
er les coordonnées de A’ et B’ images des point

r&)port k= % ;
2°)Donner une équation de (4B) ;

3°) Donner une équation de (A) image de (AB) par
I’homothétie h.

16.Dans un repére orthonormé (0; 7,7) du plan P sont

donnés A(2,3); B(1,-2);u =1+ 2jet¥ = =21 +].

1°) Vérifier que (0; U, ¥) est un repére du plan;

2°) Donner une équation de (AB) dans le repere

©; %)

3°) Donner une équation de (AB) dans le repére

(0; U, 7);

4°) Soit h 'homothétie de centre Q(1,—3) dans (0; 1,))

et de rapport 2, donner les coordonnées de () dans

0; 4,7);

5°) Déterminer de deux fagons une équation de la droite

(A) image de (AB)par h = h(q ;).

17.Dans le plan P muni d’'un repére orthonormé (0; 7,)),

on considére les droites ;
(A):2x+3y—5=0;(4,):4x+6y+24=0.

1°) Quelle est la position relative de (A;)et(4;) ?

2°) Déterminer le rapport k; de 'homothétie h; de

centre /(3,4) transformant (A;)en (A,).

3°) Déterminer le centre J d’abscisse nul de 'homothétie

h,de rapportk, = 2 transformant (A;)en (4,).

18.Soit ABCD un carré.

On définit 'application f par f(M) = M’ tel que ;

MM’ = MA — MB + MC + MD.

1°) Déterminer f(A), f(B), f(C) et f(D);




2°) Construire A’, B’,C’ et D’;
3°) Quelle estla nature du quadrilatere A'B’C’'D’ ;

A B c D
1 -1 1 1
Exprimer f (M) en fonction MG ;

Quelle est la nature de f ?

19.ABCD estun losange tel que ;

. 2
AB =3 et (AB,AD) = ?ﬂ [2m]

C’ estl'image de C par le quart de tour direct de centre B.
0 estle point commun entre (CC")et (BD). A’ est 'image
de A par 'homothétie h de centre O qui transforme Cen
C.
1°) Montrer que (BD) est la médiatrice de [A'C'] ;
2°) Déterminer la nature du quadrilatere AC’A’C ;
3°) Déterminer le rapport k de 'homothétie h.
20.Soit ABC un triangle non aplati. Les points P, Q et R
sont tels que ;
1 . 2 ., 4_,
AP =§AB; AQ = §AC; BR =§BC.
Soit T le milieu de [PB] et S le milieu de [BR].
1°) Faire une figure ;
2°) Déterminer le rapport k de 'homothétie h de centre
A qui transforme ;

a) QencC,

b) TenP,

c) PenB.
3°) Déterminer le centre de 'homothétie h de rapport

4°) Soit G = bar

3 .
Zqui transforme ;

a) QenC,

b) PenA4,

c) RenC.
4°) Déterminer les images par h(A 3) de;

73

a) La droite (BC),

b) Le segment [AC],

c) Le triangle ABC.
21.ABC estun triangle non aplati. EetF sont les poi
définis par;

AE = 2 4B
-3 ,

1°) Faire une figure ;

qui transforme B en
5°) Quelle est I'image de
6°) Existe-t-il une hom

A tout point M duy pla
MM = MA - M
Soit D le point du plan 2 tel que ABCD soit un
parallélogramme.

1°) Déterminer les points A',B’,C’et D'.

2°) Que représente A'pour A, B’ pour B, C' pou C ?

3°) Quelle est donc la nature de la transformation f qui a
M associe M' ? Pourquoi ?

23.Soit ABC un triangle quelconque.

1°) Construire I'image de ABC par la symétrie S,.

2°) Quelle estla nature du quadrilatere BCB'C’ ?
Prouvez-le.

24.ABCD est un parallélogramme.

n associe le point M’ tel que ;

Caractériser S, o Sg © S¢ © Sp.

25.Dans le plan P muni d’'un repére (0; 1,)), soit la
droite d’équation (D): 3x + 2y — 4 = 0, et le cercle
d’équation; (C):x? —6x +y%> —y = 0.

1°) Déterminer une équation de (D’) image de (D) par la
symétrie S tel que B(—1;2) ;

2°) Donner une équation de (C") = Sg(C).

26.ABCD est un carré.

Déterminer la nature des transformations S4p) © S(pc) et
S(ac) © S(ap)-

27.ABC estun triangle non aplati et A’ est le pied de la
hauteur issue de A.

Caractériser S, 47y ° S(ac)-

28.Soit ABCDun rectangle de centre O, caractériser les
transformations Sp) © S¢cp) ;

Puis ; Sap) © Sac) ° Sioe) © Spay-

29.Sur la figure ci-dessous, détermin\ture de

chacune des transformations suivantes
1

A B
L 7
P
b C
K

a)tEO N;tﬁotw,tﬁotm;
b) Sy © »Sm©Sg,Sp oSy
S(M Snps S(CB) ° S(CD)r S(DA) ° 5(1(1)

3‘0.ABCD est un carré direct de centre O.
Déterminer a chaque fois la nature de la transformation
f et construire I'image du carré ABCD par f
19) f = Stac) ° Swus) 5
2°) f = S(DC) ° S(AC) ;
3°) f = Swe) © Seamy 5
4°) f = Swp) ° Sac) -
31.Soit ABC un triangle équilatéral direct. Montrer que ;
R/, m(B)=CetR/. =(B)=A
(4%) (-5

A
3
32.Soit ABC un triangle non aplati.
Construire I'image de ABCpar R(B 1)
2

33.ABCD estun carré direct de centre O.
I,], K et L sont les milieux respectifs [AB],[BC],[CD] et
[DA].

Déterminer le centre et les angles des rotations R, et R,
tel que;

R,(A) =B,R;(B) =C,R(C) =DetRy(D)=A4

Ry(I) = L,R,(L) = K, R,(K) =] etR,(J) =1

34.ABCD estun carré direct. Les trianglesABE et BFC
sont équilatéraux directs.

Montrer que les points D, E et F sont alignés.

35.ABC est un triangle rectangle direct. M est un point
intérieur au triangle tel que MA = 5cm ; MB = 4cm ;
MC = 3cm. Soit N le point du plan tel que AMN soit
équilatéral direct.

1°) Calculer les distances MN et NC ;

2°) Quelle est la nature du triangle MNC ?

3°) Déterminer une mesure de I'angle ANC ;




4°) En déduire une valeur approchée de AC.

36.ABC est un triangle quelconque ; on construit
extérieurement les carrés ABDEet ACFG.

Montrer que BG = CEet (BG) L (CE).

Symétries et translations

38.ABCD est un rectangle de centre 6. Déterminer les
transformations suivantes :

a) S(a)0 S(cp) ; S(ar) 0 S(ap) ; Sac) 0 S(ap) ;

b) t,,oSe ; t,joSe t, 0Se ;

) t,z05mn) ; t,,0S0p0; t,,0Su0;

d) Sa0Se; Sgo Se; Sco Se;
e) Lgoley 5 Lgolyy 5 ol
Homothéties

39.Traduire par des égalités vectorielles les

phrases suivantes :

a) M’ estl'image de M par I'homothétie de centre 6 et
de rapport 5.

b) Le point C a pour image D par 'homothétie de

1
centre S et de rapport E .

c) L’homothétie de centre I et de rapport -3

transforme A en B.
40.Interpréter en utilisant une homothétie les égalités
vectorielles suivantes :

BC=4AB : 2MN = -5MP gis@

41.Soit 'homothétie de centre I et de rapport -2; A’; B’;
C’ sont les images des points A, B, C par cette homothétie.
Compléter les égalités suivantes :

IB'=..IB ; C'B'=..CB ; A'B'=..AB.

42.Soient A ; B et C trois points deux a deux distincts.
Déterminer dans chacun des cas suivants le rapport
I'homothétie de centre A transformant B en C.

1°)AC+3AB =0 ; 2°) BC - 4BA = 0_; 3%BC = 2BA) 4,
43.Soient A, B et C trois points deux a‘dgux'distincts tels

que : AC =5BC.
Déterminer le rapport de :
a) L’homothétie de ¢
b) L’homothétie de centre
c) L’homothétie de &

» Construire l'image de M par
eAenCetBenD.

45.0n considere la & suivante :
[ ] 4] ) o o & @
A B C

a) Trouver le centre de 'homothétie de rapport 3 qui
transforme B en C.

2
b) Trouver le centre de I'homothétie de rapport g qui

transforme A en B.
46.Soit ABC un triangle ; H son orthocentre, 6 le centre du
cercle circonscrit, I le centre du cercle inscrit. Une
homothétie h transforme le triangle ABC en le triangle
A’B’C’. Définir les images des points H; 0; [ par cette
homothétie.

47.Le plan est muni d'un repére ( O ; i; _j )

L

Calculer les coordonnées du point M’ image de M par
I’homothétie de centre 0 et de rapport 3.
48.Le plan est muni d'un repére (O ; i _j ).
On considere l'application h du plan dans lui-méme qui a
tout point M(x ; y) associe le point M'(2x —1; 2y + 3).
a) Démontrer qu'il existe un unique point I tel que :
h(l) =1L
b) Démontrer que h est une homothétie
précisera le centre et le rapport.

dont on

49.Le plan est rapporté a un repére (0; i; j).

Soit f'la transformation du plan qui a tout point M(x; y)
associe M'(—2x + 3; —2y — 6).Démontrer que fest une
homothétie dont on déterminera le r: t le centre.
Déterminer en fonction de x et y les coo nées du point

50.ABC est un triangle; M est un
considere les transformations f,

Construire les images
trois transformations f;

orfBtruire a la régle et au compas les points :

-7 T 3n
re: —)(A) ; re, —)(B) ; ra.—)(B) ;
© 4)() (94)() @ 4)()
3n 3n 3n
" ore;-—)(A) 5 re; —)(0) ; ra;-— (0
® 8)() ® 8)() @ 8)()

52.Soit ABCD un rectangle tel que : Mes(ﬁ : m) = g
Construire a la régle et au compas I'image de ce rectangle

2n
par la rotation de centre A et d’angle ? .

53.So0it A une droite et 0 un point extérieura A.

1°) a) Construire I'image A’ de A par le quart de tour
direct de centre 0; on écrira et justifiera le programme de
construction.

b) Soit U un vecteur directeur de A et U " un vecteur
directeur de A’.

Quelles sont les mesures principales possibles de 'angle
orienté (U ; U")?

2°) Méme question pour le quart de tour indirect de
centre 0.

54.Soit A une droite, 6 un point extérieur a cette droite.
1°) a) Construire I'image A’ de A par la rotation de centre

fetdangle ™.
6

On écrira et justifiera le programme de construction.




Soit Uun vecteur directeur de A et U' un vecteur

directeur de A’.
Quelles sont les mesures principales possibles de 'angle

]
orienté (U ; U )?
2°) Méme question avec la rotation de centre 0 et d’angle
T

Z .
55.Soit ABC un triangle équilatéral tel que
Mes(AB; AC ) = g ; G son centre de gravité et A'B'C’ les

milieux respectifs des segments [BC] ; [AC] ; [AB].
Quelle est la nature des transformations f; getk ?

Quels sont les points r; %)(C) T %)(B) ; T(C; %)(A) ?

Déterminer le centre et l'angle d'une rotation qui
transforme AenB;BenC; CenA.
Construire les points P ; Q et R tels que :

b T T
P=r@n =) (C); Q=rec; =) (B); R=re; =) (A).
3 3 3
Démontrer que le triangle PQR est équilatéral.
56.Soient A et A’ deux points distincts et r une rotation

T
d’angle — transformant A enA’.

Construire a la régle et au compas le centre de cette
rotation.

57.Soit ABCD un carré tel que (AB ; AD) = g

On note E; F; G et H les milieux respectifs des segments
[AB]; [BC]; [CD] ; [DA].

1°) Démontrer qu'il existe une rotation qui transform

en Det B en A. Déterminer son ce wngle. “
2°) a) Démontrer qu'il existe une rota i transforme

BenDetAenA,

et G en F, Déterminer s
4°) a) Démontrer qu'il

AenDetGenE, Dét

ste une rotation qui transforme
er son centre.

b) Soit o la mesu ale de son angle ;

-
démontrer que tan(— ) = 2 ; en déduire a l'aide
2

d’une calculatrice une valeur approchée de o.

58.S0it ABCD un trapéze de bases [AD] et [BC], tel que :
Mes(?C : ﬁ) = 5—n

12

1°) Trouver une rotation transformant Aen D et Ben C.
Préciser son centre et son angle.

A B

5n

1

2°) Trouver une rotation transformant CetBenD.
Préciser son centre.
59.ABC un triangle équilatéral

ect, C son cercle

circonscrit, M un point de
[MB] tel que MI = MA.
1°) Démontrer q MI est équilatéral.

2°) Déterminer I'ima la rotation de centre A

transfermant B .
39) édtige que: MA + MC = MB.

I le point du segment

gments [BC]; [AC]; [AB].
D8terminer trois couples de droites (A ; A") telles que la

2n
rotation de centre G et d’angle ? soit 'application

SaoSa.
61.Le plan est rapporté au repere orthonormal direct
(O:1:7).

T
Soit r la rotation de centre 6 et d’angle E M un point de

coordonnées (x;y);I';]; M’ les images respectives de [ ;
]J;etMparr.

1°)Démontrer que le repére (O;T‘ ; T) est orthonormé

direct.
2°) Démontrer que le point M’ a pour coordonnées

(x;y) dans le repére (O T j;) .
3°) Exprimer en fonction de x et y les coordonnées de M’
dans le repere (O; 1 ; J).




Chapitre 1l : ARITHMETIQUE DANS N

b
Définition :
Soient a et b deux un entiers naturels et b non nul, on dit que b divise a s'il existe un entier naturel k tel que :
a=kxb,ainsi:

e aestmultipledeb; e et/oub estun diviseur de a.

Remarquel :
Si a est un multiple de b, alors b est un diviseur de a ; réciproquement, si b est un diviseur de a, alors a est un

multiple de b. Le nombre zéro a une infinité de diviseurs (tous les entiers non nuls).

Exemplel : 21 = 3 x 7, donc 21 est un multiple de 3 et/ou 3 est un diviseur de 21.

Exemple 2:

o Les multiples de 6 inférieurs ou égaux a 30 et non nuls sont 6, 12, 18, 24 et 30. IIs son Wre de5et
le quotient dans la division euclidienne de 30 par 6 est 5 (car 30 =6 x 5 + 0).

o Les multiples de 10 inférieurs ou égaux a 34 et non nuls sont 10, 20 et 30. IIs sont au n e3etle
quotient dans la division euclidienne de 34 par 10 est 3 (car 34 =10 x 3 + 4).

o Les multiples de 9 compris entre 100 (exclu) et 120 (inclus) sont 108 et 117. Ils
quotient dans la division euclidienne de 120 par 9 (qui est 13 car 120=9 x 1 iminué du quotient
dans la division euclidienne de 100 par 9 (qui est 11 car 100=9 x 11 + 2=13-11).

e Les multiples de 12 compris entre 70 (exclu) et 140 (inclus) 50%84, 9 20 et 132. Ils sont au

nombre de 2 etle

nombre de 6 et le quotient dans la division euclidienne de 140 pag 12 (qui est 11 car 140 =12x11 + 8)
diminué du quotient dans la division euclidienne de 70 par#12 (Gui est5 car 70 = 12x5 +10) est 6 (car 6 = 11 - 5).

Exemple 3 : -

¢ 10 est-il multiple de 4 ?

e 5 est-il diviseur de 257

e 252 est-il multiple de 9 ?

¢ Quel est I'ensemble des multiples de 5 ? e

e Quel est 'ensemble des diviseurs de 48 ?

¢ Soit n un entier naturel. 0 est-il un multiple

¢ Soit n un entier naturel non nul, 0 est-il diyise n
Réponse : \ |

e Non,10=2,5 x 4, mais 2, 5 n’est n entier naturel.

¢ 0,5,10,15,20,...
©1,2,3,4,6,81%
e Qui,car 0 =0 x n.
e Non,car0 xk=
Théoréme 1 :
Propriété addit 7 est multiple de c et b est multiple de c, alors :

* a+bestmultiple de c, * etsi, de plus,a=b,alors a-b estmultiple de c.
Démonstration :
Il existe un entier naturel k tel que a = k x ¢ (car a est multiple de c). Il existe un entier naturel I tel que b =1x
¢ (car b est multiple de c). Ainsi, par somme,a+b =k x c+1xc=(k+1) xc. Puis, a + b est multiple de c (on a
pu trouver un entier naturel k + I qui, multiplié par c, donne a + b). Et, par différence,a-b=kxc-1xc= (k-
1) x c. Puis, a — b est multiple de c (on a pu trouver un entier k - 1 qui, multiplié par c,donnea+b;etk-120
cara-b>0etc=0donnent k-120daprésa-b=(k-1)xc).

Exemple 4 :
49 =7 x7 et 21 = 7x3 sont multiples de 7, donc 49 + 21 = 70 et 49 - 21 = 28 sont aussi multiples de 7 (en

effet,70 =7 x 10 et 28 =7 x 4).




Théoréme 2 :

Propriété de transitivité : si a est multiple de b et b est multiple de c, alors, a est multiple de c.
Démonstration :

Il existe un entier naturel k tel que a =k x b (car a est multiple de b). Il existe un entier naturel 1 tel que b =1 x
¢ (car b est multiple de c). Ainsi, par substitution,a =k x b=k x (1 x ¢) = (k x 1) x ¢ (par associativité de la
multiplication). Puis, a est multiple de c (on a pu trouver un entier naturel k x 1 qui, multiplié par c, donne a).

Exemple 5 :
63 =21 x 3 estmultiple de 21 et 21 = 7 x 3 est multiple de 7, donc 63 est multiple de 7 (en effet, 63 =7 x 9).

Exemple 6 :
e Vrai ou faux (justifié) : si a est multiple de b et a est multiple de c, alors, a est multiple de b + c.

e Vrai ou faux (justifié) : si c est diviseur de a, si b est diviseur de a et si ¢ 2 b, alors, ¢ - b est diviseur de a.
¢ Vrai ou faux (justifié) : on peut trouver un multiple de 14 qui ne soit pas un multiple de 7.

e Vrai ou faux (justifié) : je connais un diviseur de 24 qui ne soit pas un diviseur de 12, ni
¢ Vrai ou faux (justifié) : on peut trouver un multiple de 7 qui ne soit ni un multiple de 14, ni

21, ni le nombre 7, lui-méme.
e Vrai ou faux (justifié) : je connais un diviseur de 124 qui ne soit pas un diviseur de 248.

Reponse :
e Faux! 21 est multiple de 3 et de 7, mais pasde 3 + 7 = 10.

, lai-méme.
Itiple de

e Faux!7 et 3 sontdes diviseurs de 21, mais pas 7 - 3 = 4.

e Faux!D’apres la propriété de transitivité, comme 14 est multip%tou ultiple de 14, 'est de 7.

e Vrail!8.
e Vrai! Par exemple, 35, 49, ... )
e Faux!D’apres la propriété de transitivité, comme 124 est di de 248, tout diviseur de 124, 'est de
248.
2. Division euclidienne
Définition : e

aetb deux entiers naturels quelconque et b nognul, il existe un entier naturel q et un entier naturel r tels que :
a=bxq+r,oul0<r<b.

Dans ce cas, on parle de division euclidienne\de a (l¢'dividende) par b (le diviseur) ou q est un quotient et r

un reste. “

Théoréme 3 :

Dans la division euclidienne de a yle quotient et le reste sont définis de facon unique.

Note : Le quotient la division euclidienne de a par b est souvent appelé quotient euclidien pour le

distinguer du quotien

Exemple 7 :
Dans la division eu

ienne de 356 par 15, le quotient est 23 et le reste est 11 ; cela s’écrit: 356 = 23 x 15 + 11.
Théoréme 4 : A
Soita eta’ deux entiers naturels tels que a’ < a et b un entier naturel non nul.

Le nombre de multiples de b qui sont inférieurs ou égaux a a et non nuls est le quotient dans la division
euclidienne de a par b.

Le nombre de multiples de b qui sont compris entre a’ (exclu) et a (inclus) et non nuls est le quotient dans la
division euclidienne de a par b diminué du quotient dans la division euclidienne de a’ par b.

Exemple 8 :

¢ Les multiples de 6 inférieurs ou égaux a 30 et non nuls sont 6, 12, 18, 24 et 30. IIs sont au nombre de 5 et le
quotient dans la division euclidienne de 30 par 6 est 5 (car 30 =6 x 5 + 0).

Les multiples de 10 inférieurs ou égaux a 34 et non nuls sont 10, 20 et 30. IIs sont au nombre de 3 et le
quotient dans la division euclidienne de 34 par 10 est 3 (car 34 =10 x 3 + 4).

Les multiples de 9 compris entre 100 (exclu) et 120 (inclus) sont 108 et 117. Ils sont au nombre de 2




et le quotient dans la division euclidienne de 120 par 9 (qui est 13 car 120 =9 x 13 + 3) diminué du

quotient dans la division euclidienne de 100 par 9 (qui est 11 car 100 =9 x 11 + 1) est 2 (car 2 =13 - 11).
e Les multiples de 12 compris entre 70 (exclu) et 140 (inclus) sont 72, 84, 96, 108, 120 et 132. IIs sont au

nombre de 6 et le quotient dans la division euclidienne de 140 par 12 (qui est 11 car 11 140 =12 x 11 + 8)

diminué du quotient dans la division euclidienne de 70 par 12(quiest5 car 70 =12 x 5 + 10) est 6 (car 6 = 11 - 5).

L’algorithme d’Euclide pour la division euclidienne.

Le voici sur 'exemple de la division euclidienne de 3 562 par 23. Il permet 3562 |23
d’obtenir le reste (20) et le quotient (154) de cette division euclidienne. -2 3 154
La technique opératoire dans la division euclidienne de a par b est la suivante : 126
1. On écrit au brouillon la table utile des multiplesde b (1 xb,2 xb,..., 9 x b). -115
2. On considére aj le plus petit nombre constitué des premiers chiffres de a tel que 112

ai 2 b. On effectue la division euclidienne de a; par b dont le quotient est noté q1 -92

et dont le reste est noté r;. q;est le premier chiffre du quotient (d’ou I'utilité de
I'écriture au brouillon de la table des multiples de b).

3. Tant qu'’il existe encore des chiffres a considérer dans a, on effectue (la premiere fois, i
incrémenté a chaque fois de 1) :
(a) On consideére ai le nombre formé des chiffres de r;_;suivis du premier chiffre
été considéré.
(b) On effectue la division euclidienne de ai par b dont le quotient est not
est le itme chiffre du quotient (d’ou encore I'utilité de I'écriture au broui
- Y
4. Les restes 1y, I'y, . . . sont appelés les restes partiels et les @oti
partiels (ce sont des chiffres). Le reste de la division euclidie
obtenu ; le quotient de cette division est le nombre formé de

otients partiels.

N

, puis il est

i n’ait pas encore

le reste est noté r;. qi
de la table des multiples de

, q2, - - - SONt appelés les quotients
e a par b est le dernier reste partiel

Exemple 9 :
Sachant que 36 202 744 =9 658 x 3 748 + 4 560, donnl yotient de la division euclidienne de 36 202 744
par 3 748.
Réponse : mE 76 |36
On peut écrire 36 202 744 =3 748 x 9 658 (3 748% 812) =3 748 x 9 659 + 812. -3mnm 9m
Le quotient de la division euclidienfie,de 36 2 @ar 3 748 vaut donc 9 659 et le EEE
reste 812 (on a bien 812 < 3 748). —EEE
Exemple 10 : 2nm
Compléter les m par des chiffres e venant qu'un chiffre situé en premiere
position est non nul.
Indiquer toutes lessmani ossibles pour compléter ces m.
Réponse : am 76 |36
La table des 36 est 36=36;2x36=72;3%x36=108;4x36=144;5 x 36 =180; Zam o m
6x36=216; 52;8x36=288;9 x36=324. EEE
»
Comme le seul élément de la table de 36 dont le premier chiffre est un 3 est 324 =9 x -~ HEm
36, le nombre en deuxiéme ligne a gauche de la potence est 324 et le premier chiffre 2.
du quotient est 9. On compléte la potence :
mm 76 |36
En troisiéme ligne a gauche de la potence, le 6 de la premiére ligne est abaissé et le
-324 9m
chiffre des unités de mm 7 - 324 est 3. On compléte la potence :
m 36
Toujours en troisieéme ligne a gauche de la potence, le nombre m3 (obtenu par mm 7
-mun
- 324) est un reste partiel et est donc compris entre 0 (inclus) et 36 (exclu). En tenant
2nm

compte aussi du fait qu'"un chiffre situé en premiére position est non nul", en troisieme

ligne a gauche de la potence, le nombre m3 (obtenu par mm 7 - 324) ne peut étre que 13, 23 ou 33.




mm /6 36

Premier cas : en troisiéme ligne a gauche de la potence,

le nombre m3 (obtenu par mm 7 - 324) est 13. On compléte alors d’abord la premiere _~ 324 om
m36

ligne h 1 :

igne a gauche de la potence —

comme mm 7-324=13, mm 7 -327. 2m

Ensuite, comme 136 = 3 x 36 + 28 = 108 + 28, le nombre en quatrieme ligne a gauche 3376 36

de la potence est 108, le nombre en cinquieme ligne a gauche de la potence est 28 et

-324 93
le deuxieme chiffre du quotient est 3. 136
Deuxiéme cas : en troisiéme ligne a gauche de la potence, ~108

le nombre m3 (obtenu par mm 7 - 324) est 23.

On complete alors d’abord la premiére ligne a gauche de la potence :
comme mm 7 -324 =23, m m7-327. Ensuite, comme 236 =6 x 36 + 28 =216 + 20,
le nombre en quatrieme ligne a gauche de la potence est 216, le nombre en cinquieme
ligne a gauche de la potence est 20 et le deuxieme chiffre du quotient est 6.
Troisiéme cas : en troisiéme ligne a gauche de la potence, le nombre m3 (obtenu pa
m B 7 -324)est33.0n compléte alors d’abord la premiére ligne a gauche de la potence
ccommem ™ 7-324=33, mm 7=357.
Ensuite, comme 336 =9 x 36 + 12 = 324 + 12, le nombre en quatriéme ligne a ede la potence est 324,
le nombre en cinquiéme ligne a gauche de la potence est 12 et ledeuXig¢me chiffre du quotient est 9.
Cependant, le nombre en cinquiéme ligne a gauche de la potencea e premier chiffre et il est donc
impossible que ce soit 12. Ce troisieme cas ne fournit pas de soluti
€S nombres premiers
Définition :
On dit qu'un nombre entier naturel est premier s'il possede

96

actement deux diviseurs distincts.

Exemple 11 :
2,3,5,7,11,... sont des nombres premiers

Les nombres 0 et 1 ne sont pas premiers : 0 posse e infinité de diviseurs ; et 1 ne posséde qu’'un seul diviseur,

Le crible d’Eratosthéne (Y
Cette méthode permet de décrire%Qu entiers pr!miers inférieurs (au sens large) a un nombre donné N .
e J'écris tous les entiers naturels de s

e Jebarre 1.
o Jitére "j'entouret@suiv t je balire ses multiples”, jusqu’a avoir barré ou entouré tous les nombres écrits.

Exemple 12 : N =g 00.

2 3 5 7
11 13 17 19
A 23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
83 89

o7

(4) Les nombres premiers entre eux
Définition :
On dit que deux entiers naturels sont premiers entre eux s’ils n'ont que 1 comme diviseur commun.




Exemple 13 :
e 21 et 32 sont premiers entre eux car les diviseurs de 21 sont {1, 3, 7, 21} et les diviseurs de 32 sont

{1, 2,4,8,16, 32} et 1 est leur seul diviseur commun.
e 21 et 35 ne sont pas premiers entre eux car les diviseurs de 21 sont {1, 3, 7, 21} et les diviseurs de 35 sont
{1,5,7,35}et1et7sontleurs diviseurs communs.

Théoréme 5 :
Si a et b sont premiers entre eux et si a est un diviseur du produit b x c, alors a est un diviseur de c.

Exemple 14 :
e comme vu précédemment, 21 et 32 sont premiers entre eux et 21 est un diviseur de 32 x 147 =4 704

(en effet, 4 704 = 21 x 224), donc, d’apres le théoréme précédent, 21 est un diviseur de 147 (en effet, 147 =
21 x7);

e Pour montrer I'importance de 'hypothése "premiers entre eux" comme vu précédem 21 et 35 ne sont
pas premiers entre eux et méme si 21 est un diviseur de 35 x3 = 105 (en effet, 105 = 2 Xe n’est pas
pour autant que 21 est un diviseur de 3.

Théoréme 6 :
Si a et b sont premiers entre eux et si a et b sont deux diviseurs de c, alors a x b est u

Exemple 15:
e comme vu précédemment, 21 et 32 sont premiers entre eux et 21 est un divi 4704 (en effet, 4 704 =
21 x 224) et 32 est un diviseur de 4704 (en effet, 4 704 = 32 x apres le théoréme précédent,

21 x 32 =672 estun diviseur de 4704 (en effet, 4704 = 672;
e Pour montrer I'importance de I'hypothése "premiers entre €u
pas premiers entre eux et méme si 21 est un diviseur de 10

fine vu précédemment, 21 et 35 ne sont
et, 105 = 21 x 5) et si 35 est un diviseur

5) Decomposition d’un entier naturel en prydu’. de facteurs premiers
Théoréme 7 : o &
Soit n un entier naturel. Alors, on peut écrire n #p; x p, x4. . x p;, ol les entiers naturelspy, p,, . . . et pisont

Exemple 16: 24=2x2x 2 x 3.
Recherche systématique de cetteNdéc osition : s‘oit n I'entier naturel a décomposer en produit de facteurs
premiers ; je cherche le plus petit enti@g naturel premier p qui divise n ; j’écris alors n = p x m et je recommence
en faisant jouer a m le role de n.

Exemple 17 :

120=2x60=2 x®2 x 30 2x2x15=2x2x2x%x3 x5,

Remarque 2 :

Une écriture abrégé@'de cette décomposition eut été : 120 = 23 x 3 x 5. Ceci méne a une autre écriture du

Théoreme 8 :
Soit n un entier L. Alors, on peut écrire n = (p)®t x (p;)%2 x... x (pr)** ; ou les entiers naturels py, p,, . . .
et py sont premiers et distincts, et ol a4, 5, . .. et ay sont des entiers naturels. De plus, cette écriture est
unique Si p1< py<...<pg.

Utilisation de cette écriture : pour dénombrer les diviseurs d’un entier naturel n donné.

Théoréme 9 :

Soit n un entier naturel tel que n=(p;)*1x(p,)*2x...x(pr)* ; ou les entiers naturels py, p,, .. ., pr sont premiers
et distincts et ou ay, ay, . . .,0, sont des nombres naturels. Alors, le nombre de diviseurs de n est :

(o1 +1) x (0 +1) x ... x (g +1).

Exemple 18 :
120 =23 x 3 x 5, donc le nombre de diviseurs de 120 est (3+ 1) x (1 +1) x (1 + 1) = 16.

Ceci peut s’expliquer a I'aide d'un arbre !




Définition :
On appelle plus grand commun diviseur des deux entiers naturels a et b le plus grand entier naturel qui soit
diviseur a la fois de a et de b (comme son nom l'indique). On le note PGCD(a, b).

Remarque 3 :
On ne parle pas de PGCD(a, b), lorsque a et b sont conjointement nuls.

Exemple 19:
Les diviseursde 12 sont 1, 2, 3,4, 6,12 ; les diviseurs de 18 sont 1, 2, 3, 6,9, 18 ; les diviseurs communs a 12 et

al8sont1,2,3,6;leplus grand de ces diviseurs communs est donc 6 et par suite, PGCD(12, 18) = 6.

Exemple 20 :
Les diviseursde 12 sont 1,2, 3,4, 6,12 ; les diviseurs de 18 sont 1, 2, 3, 6,9, 18 ; les divise an al2et
al8sont1,2,3,6;leplus grand de ces diviseurs communs est donc 6 et par suite, PGCD(12, 18

Théoréeme 10 :
Soit a un entier naturel tel que a=(p;)%tx(p,)*2x...x(p,)** ;ou les entiers naturels p
et distincts et ot 4, a5, . . ., sont des nombres naturels.
Soit b un entier naturel tel que b =(p;)P1x(p,)B2x. . .x(p,)Px ; ot les entiers
et distincts et ol 4, By, . . . ,Bx sont des nombres naturels.

Alors, PGCD(a, b) = (py)™™ (4P (py) ™" (C2F2)x.. x ()™ (“"'Bk\

Exemple 21 : |
12 =22x3" et 18 = 2'x3?, puis PGCD(12, 18) = 2™min (21)xgmin )

, Px sont premiers

D2, - .-, Px Sont premiers

in, PGCD(12,18) = 21x31 = 6,

Exemple 22 :
120 = 23x3'x5 et 108 = 22x33 x 5°, puis PGCD(120, 108ha2™in (
et enfin, PGCD(120, 108) = 22x31x5% = 12.

) x3min (1,3) x5min (1,0).

e
Théoréme 11 :

Soient a et b deux entiers naturels. Alors, les di
Algorithme d’Euclide pour la recherche du plus gr

S muns a a et b sontles diviseurs du PGCD(a, b).
commun diviseur de deux nombres

Théoréme 12 :
Soient a et b deux entiers naturels. S\PGCD(a, b) = PGCD(b, a).

Théoréme 13 :

Pour tout entier na ul, PGCD(0, a) = a.

Théoréeme 14: w»

On considere deux en naturels a et b tels que a = b. Alors, PGCD(a, b) = PGCD(b, a - b).

Remarque 4 :
Soit d le plus gran iseur commun de a et b. d divise alors aussi a - b, d est donc diviseur commun de b et

de a-b, mais o it pas encore s'il est le plus grand. On va alors raisonner par 'absurde et supposer qu'il
existe d’ un diviseur commun de b et de a - b qui soit plus grand que d. Dans ce cas, d’ est diviseur aussi de
a=b + (a-Db), dest par conséquent diviseur de a et de b et est plus grand que d, ce qui est absurde car d est
défini comme étant le plus grand diviseur commun de a et de b.

Les théorémes 12, 13 et 14 permettent de donner le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels.

Exemple 23 :
PGCD(120, 108) = PGCD(108, 12) = PGCD(96, 12) = PGCD(84, 12) = PGCD(72, 12) = PGCD(60, 12)
=PGCD(48, 12) =PGCD(36, 12) = PGCD(24, 12) = PGCD(12, 12) = PGCD(12, 0)=12.

Exemple 24 : PGCD(154, 49) = PGCD(105, 49) = PGCD(56, 49) = PGCD(49, 7) = PGCD(42, 7) = PGCD(35, 7)
=PGCD(28,7)  =PGCD(21,7) = PGCD(14, 7) = PGCD(7, 7) = PGCD(7, 0) = 7.




Théoréme 15 :
On considere deux entiers naturels a et b tels que a 2 b. Alors, PGCD(a, b)=PGCD(b, r) ou r est le reste dans la
division euclidienne de a par b.

Remarque 5 :
Soit d le plus grand diviseur commun de a et b. d divise alors aussi a - b x q =, ou q est le quotient dans la

division euclidienne de a par b. d est donc diviseur commun de b et de r, mais on ne sait pas encore s’il est le
plus grand. On va alors raisonner par 'absurde et supposer qu'il existe d’ un diviseur commun de b et de r qui
soit plus grand que d. Dans ce cas, d’ est diviseur aussi de a=b x q + r, d’ est par conséquent diviseur de a et de
b et est plus grand que d, ce qui est absurde car d est défini comme étant le plus grand diviseur commun de a
et deb.

Exemple 25 :
PGCD(120, 108)= PGCD(108, 12)= PGCD(12, 0)=12.

Exemple 26 :

PGCD(154, 49) =PGCD(49, 7) =PGCD(7, 0) =7.

Plus grand commun diviseur de plusieurs nombres
Soient a, b et c trois entiers naturels, le plus grand commun diviseur de a, b et ¢, noté PGCD(& b, c) vérifie la
propriété : PGCD(a, b, c) = PGCD(PGCD(a, b), ¢) = PGCD(PGCD(a, c), b) = PGCD( , C), a).

On peut étendre cette propriété au plus grand commun diviseur des n nombres e e aturels a4, a,, ..., a,.
7) Plus petit commun multiple de deux entiers naturels
Définition :

On appelle plus petit commun multiple des deux entiers naturel‘

plus petit entier naturel non nul qui

soit multiple a la fois de a et de b (comme son nom I'indique). @n PPCM (a, b).

Remarque 6:

On ne parle pas de PPCM(a,b) si 'un des deux parmi a et b est nul ;Jle PPCM (a, b) est un diviseur de a x b.

Exemple 27 :
Les multiples de 12 sont 0,12, 24, 36,48, 60,72, .. .; les ti}les de 18 sont 0, 18, 36, 54, 72,90,108, 126, ...;

les multiples communs a 12 et a 18 sont 0, 36,

nul) est donc 36 et par suite, PPCM (12, 18) = 36.

.; le plus petit de ces multiples communs(qui soit non

Théoréme 16 :
Soit a un entier naturel tel que a=(
et distincts et ol 4, y, . .. ,0 SO
b =(py)P1x(p,)PB2x. . .x(p, )Pk ; ot [és entiers naturels p;, p,, ..., P sont premiers et distincts et ot By, By, .. . ,Bi

Exemple 28 :

12 =2%2x3' et 18 = 2" x8?, puis PPCM(12, 18) = 2Max (21)x3max (1.2) et enfin, PPCM(12, 18) = 22x32 =36.

Exemple 29 :
120 = 23x3'x5%\et 108+ 22x33 x 5°, puis PPCM(120, 108) =2max (3:2) x3max (1,3) x gmax (1,0)
Et enfin, PPCM(120, 108) = 23x33x51= 1080.

Théoréeme 17 :
Soient a et b deux entiers naturels. Alors, les multiples communs a a et a b sont les multiples du PPCM (a, b).

Théoréme 18 :
Soient a et b deux entiers naturels. Alors, 5 a x b = PGCD(a, b) x PPCM (a, b).

Remarque 7:
Cette propriété découle directement des théorémes 10 et 16.




)
( Exercices Généraux

1.Soit n un entier naturel. Démontrer que 6n+9 est multiple de
3;que(n + 2)? — n?est multiple de 4et que(n + 2)? —

(n — 2)2est multiple de 8.

2.Un groupe de majorettes étudie une disposition pour défiler.
Elles décident de se placer en rangées pour former un
rectangle. Elles remarquent que :

Quand elles se placent par rangées de six, il en reste trois non placées,
quand elles se placent par rangées de cing, elles sont toutes placées.
Sielles se placent par rangées de trois, en reste-t-il ? Justifier.

Si elles se placent par rangées de deux, en reste-t-il ? Justifier.

Dans cette question uniquement, on fait I'hypotheése qu'il y a en tout
moins de cinquante majorettes.

Quel peut étre le nombre de majorettes ? Donner toutes les solutions.
3.Quels sont les entiers naturels a et b tels que a? — b? = 225?

4.Les lettres a et a’ désignent des entiers naturels. Dans la division
euclidienne de a par 11, le reste est r. Dans la division euclidienne
dea'par11,lereste estr’.

Déterminer le reste dans la division euclidienne de a + a’par11.
Déterminer le reste dans la division euclidienne de 3 X a par 11.
5.Dans la division euclidienne de a par b, le quotient est q et le reste
estr. On donne a<3000, q=60, r=47. Trouver toutes les valeurs
possibles pour a et b.

6. Dans la division euclidienne de a par b, le quotient est q et le
reste est r. On donne q=r=37. Trouver la plus petite valeur possible
que peut prendre a.

7.Dans la division euclidienne de a par b, le quotient est q et le

reste est r. On donne a = a2 ou « est entier naturel, b = 8. Donner r
pour o = 1. Donner r pour o = 3. Donner r pour a =5. Montrer
que si a est impair, alors r=1.

9,10,11,12,13,15,16,..).L est de rang 1,

4 estderang4, 5 estde rang 5, 6 est de

rang 8, 10 est de rang 9,

11estderang 10,12 e
Quel estle rang de 47 ? Quel est le rang de 7417

Quel est le terme de rang 26 ? Quel est le terme de rang 52 ? Quel est

le terme de rang 136 7

11. Vous comptez de 7 en 7, a partir de 38, jusqu'au plus grand

nombre inférieur ou égal a 365.

Quel est le dernier nombre atteint ?

Combien y a-t-il de nombres atteints (38 y compris)?

Par quels nombres puis-je remplacer 365 sans modifier les deux réponses
précédentes?

12. Soit a un entier naturel. Dans la division euclidienne de a par
7, on obtient un quotient double du reste. Quelles sont les
valeurs de a possibles?

13. Quel est le plus petit entier naturel qui possede exactement 15
diviseurs?

14. Je suis un nombre a trois chiffres qui posséde exactement trois
diviseurs. La somme de mes chiffres est de treize. Qui suis-je?

15. Histoire de boites...

L'histoire se limite aux boites parallélépi
dimensions sont des nombres entiers de céngim

es dont les
s. L’histoire dit

parfaitement remplie avec un nombre enti
un) d’exemplaires de la boite Q (apré

suivantes:

Boites

ne des boites est un agrandissement de I'autre ?
e échelle ? Vous justifierez vos réponses.
ouvez toutes les boites cubiques qui pavent Bi. Combien en faut-il a
aque fois pour paver B1? Quelle est celle de plus grand volume ?

ous justifierez vos réponses.

Trouvez toutes les boites cubiques qui pavent a la fois B1 et Ba.
Combien en faut-il a chaque fois pour paver B2 ? Vous justifiez vos
réponses.

Quelle est la notion mathématique sous-jacente aux questions 2 et 3 ?
16.Le service des espaces verts veut border un espace
rectangulaire de 924m de long sur 728m de large, a I'aide
d’arbustes régulierement espacés. Un arbuste est replanté a chaque
angle du terrain.

La distance entre deux arbustes doit étre un nombre entier de
métres.

Déterminer toutes les valeurs possibles de la distance entre deux
arbustes.

Déterminer, dans chaque cas, le nombre d'arbustes nécessaires a la
plantation.

17. Pour son anniversaire, Charlie a recu des timbres.

Il'y en avait moins de 200.

Sion les répartit en tas de 2,il n’en reste pas.

Si on les répartit en tas de 8, il n’en reste toujours pas.

Si on les répartit en tas de 14, il n’en reste pas, non plus.

Mais si on les répartit en tas de 5, il en reste 3.

Combien de timbres Charlie a-t-il regus pour son anniversaire ?




Chapitre 12 : GEOMETRIE DANS L’ESPACE

Une droite dans l'espace est déterminée par ;

5
A-Un vecteur directeur et un point:(d) : | 4(2,0,-9); u (—4)
3
B-Deux points :(d) : (A(0,10,—3); B(1,—4,11))
2x+3y—5z—-7=0
x—4y+6z+1=0
2) Déetermination d’un plan dans I'espace
Un plan dans I'espace est déterminé par ;
Trois points non alignés
Deux droites paralléles
Deux droites sécantes
Une droite et un point non situé sur la droite
Un point et deux vecteurs directeurs non colinéaires.

A

C-Un systeme d’équations de plans.(d) :

\ V]
3) Positions relatives de droites et de plans
N

A-Plans et droites :
Une droite et un plan sont sécants,

a

: = P
LD eP=)//P
= )//P (La droite est contenue dans le plan)

< 5y

A coupe® : (A) N P = {A}; on dit que (A) perce le plan
4) Plans et plans 4
Deux plans sont sécants ou paralleles.
L’intersection de deux plan est une droite ;

P




5) Droites et droites
Deux droites dans I'espace sont coplanaires ou non coplanaires.

a- (dq) // (d3) b- (d1) n (d,) = {4}

Dans les deux figures ci-dessus, les droites (d;) et (d,)sont dites coplanaires

- {(d1) n(dz) =9
(dy) ¥ (d3)
Dans la figure ci-dessus les droites (d;) et (d,)sont dites non coplanaires
Remarque 1:
Si deux points distincts d’une droite (d)sont contenus dans un plan P, alors tou nts de la droite sont
contenus dans ce plan (la droite est incluse dans le plan)

F4
A) Droite et plan : By
Une droite (d)est paralléle a un plan P si elle est paralléle a une d

a. Conséquences :
- Il existe une infinitude de droites passant par un point donne et

- Il existe une droite et une seule passant par deux points és
b. Propriétés :
1°) Un plan coupe deux plans paralleles suivant deux d

v ?
paralléles.

ralleles a un plan donné.
parallele a un plan donné.

Pi/ [P,
PNP=(4) //(Az)
P,NP =(4,)

)

2°) Si une droite (d)
alors (d) est parallele #(A) = P; N P,.
P1//(d)
P//(d)
:Pl n :Pz = (A)

B) Plans
Deux plans sont paralleles si I'un d’eux est paralléle a deux droites sécantes ou deux droites paralleles

appartenant a l'autre.
/ / :
P =l Py
""-\..__\_\_‘. ‘-_"-\_J




C. Théoréme du toit :

Si deux plans sécants contiennent deux droites paralleles, alors leur droite d’intersection est paralléle a ces
deux droites.

Conséquences :

= [l existe un plan et un seul passant par un point donné et paralléle a un plan donné.

= [l existe un plan et un seul paralléle a un plan donné et contenant une droite parallele a ce plan donné.

= Un plan coupe deux plans sécants suivant deux droites paralléles a la droite d’intersection des deux plans.
= Siune droite est parallele a une droite d’un plan, alors elle est parallele a ce plan.

= Si une droite est paralléle a deux plans sécants, alors elle est paralléle a leur droite d'intersection.

= Un plan parallele a deux droites sécantes est parallele au plan de ces deux droites.

e, 7 y d'
7) Orthogonalité dans I’espace \ 3

a. Deux droites sont orthogonales dans I'espace si leurs
paralleles coplanaires (qui passent par le méme point) sont d
perpendiculaires
b. Une droite est perpendiculaire a un plan si elle est
perpendiculaire a deux droites sécantes de ce plan.
c. Si une droite est orthogonale a un plan alors elle est
orthogonale a toute droite de ce plan.
8. Orthogonalité et parallélisme dans 'espace :
a) Si (A) est parallele a(A") et (d) est perpendiculaire a (A),
alors (d) est aussi perpendiculaire a (A"), et tout plan P
perpendiculaire a (A) est perpendiculaire a (A").
b) Si deux plans P et P’ sont paralléles toute droite (d)perpendiulaire a I'un est perpendiculaire a I'autre, et
tout plan parallele a I'un est paralléle a 'autre. .
¢) Si deux plans P et P'sont perpendiculaires a la méme araite d o méme plan Q, alors ils sont
paralleles.
9. Plan médiateur : 1
P est le plan médiateur du segment [AB], s'il passe par legnilieu de[AB], et est z
perpendiculaire a son support (4AB).
Propriété : e i . i
Le plan médiateur d'un segment est 'ensemble des pointsjéle 'espace équidistants des
deux extrémités de ce segment.

10. Projection :

Définition : £
Soit un plan Pet une droite (d) Nun p & Pour tout point M de

'espace € la paralléle a (d) passantpar M coupe P en M'. ﬂ\ \
Le point M’ est appelé projeté de P selon (d)ou parallélement a (d).

L’application p qui a tout point M associe le point M' € P est appelée ¥ \ \'
projection de € sur selon(d), et on note ; g i

pE—P ¥«

M— M d M1

1

Cas particulier : :
Sid L Palors pes rojection orthogonale sur P et M’ est le projeté _ 4 ok
orthogonal de o /'{ i
Exemple 2 : 1 . |
On considére un cube ABCDEFGH (voir figure). [
1°) Citer toutes les arétes du cube qui : : .

a) sont paralléles a (AB). Ef—

b) coupent (AB)

c) ne sont pas coplanaires avec (AB).
2°) Citer toutes les faces du cube qui : b R .

a) sont paralleles a (AB) ;

b) coupent (AB) ;
3°) Citer toutes les faces du cube qui A B

a) sont paralléles a (ABCD)
b) coupent (ABCD).
4°) Soit I le milieu de [EF], J celui de [FG] ; les droites (DF) et (I]) sont-elles coplanaires ?




Réponse : ;
1°) a) Un cube a 12 arétes dont 4 arétes sont paralleles a (AB) : (AB); (CD) ;(EF) et (GH) ; 71
b) 4 arétes coupent (AB) : (BC) ; (BF) ; (AD) et (AE). E : 3

c) les 4 arétes restantes ne sont pas paralleles a (AB) et ne coupent pas (AB),
donc elles ne sont pas coplanaires avec (AB) : (CG) ; (DH) ; (FG) et (EH).

2°) Un cube a six faces
a) quatre sont paralléles a (AB) : (ABCD) ; (ABEF) ; (CDHG) et (EFGH). PR erc
b) les deux autres coupent (AB) ; ce sont ( BCGF) et (ADHE).

3°) a) Deux faces sont paralléles a (ABCD) : (ABCD) et (EFGH). A s A

b) les quatre autres coupent (ABCD) : (BCFG) ; (ADHE) ; (CDHG) et (ABFE).
4°) Si un plan contient les droites (IJ) et (DF) ; alors il contient en particulier les trois points[; ] et F;

ce plan est alors le plan (EFGH). I G
Mais D n’appartient pas a (EFGH) donc (I]J) et (DF) ne sont pas coplanaires.
Exemple 3 : -

La figure est celle de I'application 1.
Le c6té du cube mesurant 4 cm.

On consideére les points I de [AB], et ] de [BC] tel que :BI = B] = 1 cm, ainsi que les points
K de [EF] et L de [FG] tel que : EK=LG =1 cm.

1°) Montrer que les droites (I]) et (AC) sont paralléles.
2°) Montrer que les droites (KL) et (EG) sont paralleles ;
3°) Déduire des questions précédentes que les droites (I]) et (KL) sont paralléles.
Réponse :

1°) 1 € (AB) ;] € (BC), donc les cinq points A ; B; C; I et] sont coplanaires.

Dans le triangle ABCon a: B _BJ_1 ; de plus I et ] apparti t aux A
BA BC 4 1\‘l
segments [BA] et [BC]. Donc, d’apreés la réciproque de Thales*(1]) ) sont paralleles.

2°) Comme dans la question 1), mais dans le triangle EFGon a :

?é Elé 3 ; K e [EF]; Le [FG]; il en résulte que (KL) et (EG) paralleles.

3°) On sait que ACGE est un parallélogramme (propriété ube) ;fdonc (EG) et (AC) sont paralleles ; etona:
(KL)Z/(EG); (EG)7(AC) et (AC)/(1]). 1l en résulte que JI ont paralléles.
Exemple 4 :

ont de méme longueur) ;
leprojeté orthogonal de A sur le plan (BCD).

Soit ABCD un tétraedre régulier (toutes les arét
Soient ] et K les milieux respectifs de [CD] et [B
1°) Montrer que le plan médiateur de [CD] est le plan (AB]). A
2°) Montrer que (AH) est orthogenale a (CD) “

(En déduire que H appartient AB]J) puis que H appartient a al droite (BJ).
3°) Montrer que H appartient a (DK).
4°) Que représente H pour le tria
5°) Calculer en fonction de I'aréte a
Réponse :

CD)?
tétraédre les distances BH et AH.

plan (BCD) ; donc (AH) est orthogonale a (CD), donc H
qui passe par A et est orthogonal a (CD) ; c’est-a-dire plan

2°) (AH) est orthogo
appartient a I'unique
médiateur de [CD]

On vient de voir qu

ppartient au plan (AB]J), or H appartient par définition au
rtient a la droite d’intersection des plans (ABJ) et (BCD) qui est (B]).

3°) KB =KC; AB ="AC’; DB = D(, donc le plan médiateur de[BC] c’est le plan ADK; (AH) est orthogonal a (BCD)
donca (BC); H appartlent donc a 'unique plan qui passé par A et est orthogonal a (BC) c’est-a-dire (ADK). H
appartient a la fois a (ADK) et a (BCD), donc H appartient a leur droite d’intersection qui est (DK).

4°) Les médianes (BJ) et (DK) du triangle (BCD) se coupent en H ; H est dong, le centre de gravité de ce triangle.

V3
5°) BCD est équilatéral de coOté a; sa hauteur BJ vaut donc PR H est le centre de gravité de BCD.

2 a3 a\/_

Donc, BH =3 B] d’'ou BH = 35 © . (AH) est orthogonale au plan (BCD), donc en particulier a (BH).
a? 2
Dans le triangle ABH rectangle en H, on a: AH2 = AB2 -BH2 = a? — <%> =a?- 573 a?.
Donc, AH_‘M_M BH—i . AH = 200

V3 3




)
( Exercices Généraux

1.Dans I'espace £ muni d’un repere orthonormé

(0; [ E), on a la droite A passant par le point
-3

A(6,—5,2), et de vecteur directeur i ( 8
-1

représentation paramétrique de la droite A.

2.Dans 'espace £ muni d'un repere orthonormé

(0; ©.J, k), soit (D) une droite dont une représentation

paramétrique est;

). Donner une

x=1+2p
(D):yy = =3B .Donner une équation cartésienne de
z=1

cette droite.

3.Dans 'espace € muni d’un repére orthonormé

(0; L7 E), soit (D) la droite d’équation cartésienne ;

3x — 2y — 1 = 0. Déterminer une équation cartésienne de
la droite (A) passant par A(2, 0, —3) et orthogonale a (D).
4.Dans un repére (0; 7,7, E) de I'espace, on donne les
points A(3,-5,2), B(4,1,7), donner I'équation
cartésienne du plan médiateur P du segment [AB].
5.Dans I'espace € muni d’un repére orthonormé

(0; 1, Jk),

soit (D) une droite dont une représentation paramétrique
est;

x=1+72t
(D): §y = =3 + t, Et (A) une droite dont I’équation
z=2+5t

cartésienne est; (A):2y +z—5=0.
Déterminer les coordonnées de leur point d'intersection
H.

6.ABCDEFGH estun cube d’aréte 1.

On suppose que 'espace est muni du repere orthono
(4; 4B, 4D, 4E).

1°) Déterminer les coordonnées des vecteurs ;

AB,AC,AD, AE, AF, AG, AH dans la bz&ﬁ@, 7)

puis en déduire les coordonnées
dans le repére

(4; 4B, 4D, 4E).

2°)Donner une équation des droites
3°)Soit les points ; I'1

7.ABCD désignant un tétraédre, soit I le milieu de[BC].
Déterminer la droite d’intersection des plans (ABD) et
(AI]) lorsque :

1°)est le point du segment (CD) tel que C] = %CD ;
2°)est le milieu de [CD].

8.Soit le cube ABCDEFGH ci-dessous et I le milieu de
[EF]. Déterminer successivement :

1°) L'intersection des plans (ABEF) et (BCGF) ;

2°) L’intersection des droites (Al) et (BF) ;

3°) L'intersection de la droite (AI) et du plan (BCGF).

H G

9.ABCDEFGH estun cube, I et]
sont les milieux respectifs de

= [AB]et [BC].
Prouver esWdroites (I]) et
D c (EG) sont paralleles.

10.Dans le CDEFGH,
|~ 4 J§

#

prouver q plans (ACH) et

A

I B G
(EBG) sont paralléle.

11.Dans le cube
ABCDEFGH précéde

prouvertgue la droit€’(AC)
est parallel&au plan P
(EFG). 3

A

valeur approchée a i ! &

lcm pres.
13.ABCDEFGH estun
cube, I est le milieu de J
[EH], ] celui de [GH], K L
celui [BC] et L celui [CG]. D
1°) Les droites (I]) et c
(BG) sont-elles sécantes ? ’,./
2°) Les droites (I]) et A
(KL) sont-elles

sécantes 7*

14.0n considere un tétraedre ABCD, et on désigne par E
un point situé a I'intérieur du triangle BCD. Montrer que
la droite (BD) et le plan (ACE) sont sécants et préciser
leur point d’intersection.

15.Dans un tétraédre ABCD, on désigne par [ et] les
milieux respectifs de [AC] et [AD].

1°) Montrer que la droite (I]) est paralléle au plan (BCD).
2°) On désigne par K un point du segment [AB] autre que
son milieu. Les droites (K1) et (BC) se coupent en E, les
droites (KJ) et (BD) en F. Montrer que les droites (EF)
et (IJ) sont paralleles.

16.ABCDEFGH estun cube.

Dessiner la droite d’'intersection des plans (ACH)et
(EDF).

17.Soit un tétraédre ABCD, I le milieu de [AB] et J celui
de (CD).

1°) Soit K le point de [AC] défini par CK = %CA.




Dessiner les droites d’intersection du plan (IJK)
successivement avec chacun des plans (ABC), (ACD),
(BCD) et (ABD).

2°) Refaire la figure en supposant cette fois que K estle
milieu de [AC].

18.Soit un cube ABCDEFGH et I le milieu de [GH].
Construire le point P d’intersection de la droite (AI) et du
plan (BCGF) de deux facons différentes :

1°) En utilisant le plan (4BI) ;

2°) En utilisant le plan (AI]), ou J est le milieu [CD].
19.Soit un tétraédre ABCD, I le milieu de [AD] et G le
centre de gravité de ABC. En utilisant le plan (AGI),
déterminer 'intersection de la droite (IG) et du plan
(BCD).

20.Soit un prisme ABCDEF (voir la figure ci-dessous).
Déterminer 'intersection du plan (ACFD) et de la
paralléle a (BF) passant le milieu Ide [AB].

D F

21.ABCDEFGH estun cube. Les affirmations suivantes
sont-elles vraies ou fausses ?

1°) Les droites (AF) et (BG) sont paralléles.

2°) Les droites (AF) et (BG) sont sécantes.

3°) La droite (AF) etle plan (DCG) sont paralléles.

4°) Les droites (AF) et (CH) sont sécantes.

5°) Les droites (BG) et (AH) sont paralleles.

6°) L’angles AFCmesure % rad.

22.Dans un tétraedre ABCD, on dési
N les milieux respectifs des arétes
[AB], [BC],[CD], [DA], [AC] et [BD].

1°) Montrer que IJKL est un parallél e.

2°) Montrer de méme que LMJN est allélogramme.
3°) Déduire des questi@ns précédentes que les trois
droites (IK), (JL) et (M ourafites.

GH ci-dessous.
e la nature des triangles
e du tableau suivant. Pour

23.0n considére le cabe AB
L’exercice consiste a re
cités dans la premiere co
chaque triangle, on prof#ose 3 réponses. Pour chacune
d’elles, I’éleve doit in r si elle est vraie ou fausse en
cochant la case carrespoftfdante. On justifiera les
réponses.

oFaux oVrai
oFaux oVrai
oFaux oVrai

Triangle isocéle
AEG | Triangle rectangle
Triangle équilatéral
Triangle isocéle
AHF | Triangle rectangle
Triangle équilatéral
Triangle isocéle
AFG | Triangle rectangle
Triangle équilatéral

oFaux oVrai
oFaux oVrai
oFaux oVrai
oFaux oVrai
oFaux oVrai
oFaux oVrai

24.0n considere le tétraédre ABCD etles points I, ] et K
situés respectivement sur les arétes [AB], [AC] et [AD]
comme indiqué sur le dessin ci-dessous.

1°) Dessiner l'intersection M de la droite (I]) avec le plan
(BCD).

2°) Dessiner l'intersection N de la droi K) avec le plan
(BCD) et en déduire l'intersection desyplang(I/K)et
(BCD).

)
25.0m c

segment

uiSdes plans (ADI) et (ABC).
°) Déduire de ce qui précéde 'intersection de la droite
DI) avecle plan (ABC).

26.Soit le cube ABCDEFGH
dont on a coupé le coin A B
contenant le point D, I
suivant la coupe
triangulaire (I/JK) comme K
I'indique la figure données
ci-apres.
1°) Les arétes du cube ont
pour longueur 6¢m, de plus V
Al = 2¢cm, i
CK =1cmetH] = 2cm.

Quel est le volume du cube tronqué ?
2°) Déterminer 'intersection du cube tronqué avec le
plan passant par le point C et parallele au plan (//K).
3°) Déterminer l'intersection du cube tronqué avec le
plan passant par A et paralléle au plan (//K).

27.0n considere le parallélépipede rectangle (ou pavé
droit) ABCDEFGH tel que :

AB=8;BC=4;AE=4

Le point Iest le milieu du segment [AB] et le point O estle
centre du rectangle EFGH. (voir figure ci-apreés.)
1°) Quelle est la nature du quadrilatere HGBA ?
Les diagonales de ce quadrilatére se coupent en K,

déterminer la mesure de 'angle AKB ?




(on en donnera la valeur approchée au degré prés par

défaut.)

2°) Calculer les longueurs 04, OC, AC. En déduire la
nature du triangle AOC et déterminer la mesure
approchée au dixieme de degré pres par défaut de
chacun de ces angles.

3°) Montrer de I'angle DIC est droit. En déduire que le

triangle HIC est rectangle.

H G
0
E c
~ b F
als 5 B
I

28.0n considére un tétraédre ABCD régulier, (c-a-d dont

toutes les arétes ont la méme longueur).

On appelle I, ] et K les milieux respectifs des cotés [BC],

[AB] et [AD]. Le point G est le centre de gravité du

triangle ABC.

1°) a) Montrer que la droite (AB) est orthogonale (ou

perpendiculaire) au plan (DCJ). Que peut-on en déduire

pour les droite (AB) et (DC) ?

b) Montrer que la droite (DG) est orthogonale au plan

(ABC).

c) Montrer que la droite (IK) est orthogonale aux droites

(BC)et (AD).

2°) On pose a la longueur de chaque aréte du tétraed

calculer les longueurs CG et DG en fonction de a.

3°) Calculer le volume du tétraédre en fonction de a.

Quelle valeur doit-on donner au nombye réel a pdur qu

o
4

le volume soit égal a

29.La pyramide SABCD de sommet S
horizontale carrée ABCD de c6té 7.0
projection orthogonal
sont les projections Qrthog
sur les cOtés [AB] et [A
On donne les longueurs
figure ci-dessous.)
1°) Calculer les longu SA,SB, SC et SD.

2°) Calculer la bas volume de cette pyramide.

3°) Soit E un point du segment [AN], différent de A et de
N tel que AE = x.

Dans le plan ABCD, on appelle O le point d’intersection
des droites (AB) et (EH) et celui des droites (BC) et
(EH).

En utilisant une configuration de Thaleés, calculer les
longueurs OA et BF en fonction de x. En déduire I'aire du
trapéze EABF.
4°) Déduire des résultats de la question précédente, la
valeur de x pour laquelle le plan (SHE) partage la
pyramide en deux parties de méme volume.

espéctives du point H

=3,HN = 2etSH =8, (la

Perspective
30.Représenter sur une feuille no
d’aréte 7 cm en perspective cavaliere
o =45° etk= E .
2
31.Représenter sur une feuill
pyramide réguliére a base ca
hauteur 10 cm en perspegtiv

11ée (0,5 x 0,5) une
cOté 6 cm et de
valiere aveca = 45° etk

-2,
2
321ABC A
équil
1°) Laafig -
C I em H 3om B

* izontal, le c6té [BC] étant vu de face.
réciser le code de cette perspective cavaliére.
) Représenter ce triangle en perspective cavaliére avec le
code (a=45° etk=1),
3

Lorsque la hauteur [AH] est verticale et vue de face, le
support du coté [BC] est perpendiculaire au plan vertical
de face.

33.SABC est un tétraedre, L est un point de [SA] ; M un
point de [SC] et N un point de [SB].
= Les droites (MN) et (BC) se coupenten H ;
= Les droites (NL) et (AB) se coupenten|;
= Les droites (LM) et (AC) se coupenten];
Montrer que H, [ et ] sont alignés.
s

34.SABCD est une pyramide de sommet S de base
parallélogramme ABCD ; O est le centre de cette base, soit
] le milieu de I'aréte [SA].

1°) Démontrer que les droites (C]) et (SO) sont sécantes ;




35.S0it un prisme droit ABCDEF a bases triangulaires
ABC et DEF. 1 et ] sont les milieux respectifs de [AC] et
[DF].

Déterminer la nature du quadrilatére IBE].

Soit O le point d’intersection des segments [IE] et [JB] les
droites (AO) et (FC) sont-elles sécantes ?

Positions relatives et parallélismes

36.0n considére une pyramide de sommet S dont la base
est un quadrilatére ABCD. Représenter la droite
d’intersection des plans (SAB) et (SCD) lorsque :

1°) (AB) et (CD) sont sécantesen;

2°) (AB) et (CD) sont paralleles.

37.Soit un tétraedre ABCD et E le milieu de son aréte

[BC].

1°) Soit F le point du segment [CD] tel que DF = 1pc
3

a) Montrer que (EF) coupe le plan (ABD) et placer leur
point d’intersection.
b) Représenter la droite d’intersection des plans (AEF)
et (ABD).
2°) Soit G le milieu de [CD].
a) Refaire une figure.
b) Montrer que la droite (EG) est parallele au plan
(ABD).
c) Représenter la droite A d’intersection des plans
(AEG) et (ABD).
38.ABCDEFGH est un cube, représenter la droite
d’intersection des plans (ACH) et (BDF).

39.ABCDEFGH est un cube, soient I et ] les centres
respectifs des carrés EFGH et ABFE.

1°) Montrer que la droite (I]) est paralléle au plan A
2°) a) Montrer que les plans (IJE) et (ADHE) sont séc
selon une droite A paralléle a (I]).

c) Représenter cette droite A dan

)
DHE e L)
précisant son intersection P avec puis

représenter A dans I'espace.

40.0n considére un té
L, M et N les milieux resp
[CD], [AC] et [BD]. ®
1°) Montrer que IJKL es
2°) Montrer qu'IMKN e
3°) a) Déduire des q

qui joignentles m

D, On désigne par], ], K,
egpaents [AB], [BC],

parallélogramme.

ions précédentes que les droites
des deux arétes opposées

d’un tétraédre courantes.

b)Ces droites son -elTes coplanaires.

41.ABCDEFGH est un cube. On désigne par |, ] et Kles
milieux respectifs des arétes [EA], [EF] et [EH].
Montrer que les plans (IJK) et (AFH) sont paralléles.

Orthogonalité

42.Sur la figure de 'exercice précédent nommer :
a) Toutes les arétes orthogonales a (HB) ;

b) Toutes les arétes orthogonales au plan (ABCD) ;

43.Le triangle ABC est rectangle en A, Soit S un point de la
perpendiculaire en A au plan (ABC).
1) Montrer que les triangles SAB et SAC sont rectangles en

44.Soit C un cercle et [AB] un diametre de C.
Soit M un point de C distinct de A et de B. Soit P un point
distinct de A situé sur la perpendiculaire en A au plan de C

1) Montrer que les droites (AP) et (BM) sont
orthogonales.
2) En déduire que le triangle PMB est rectangle en M.

45.ABCDEFGH est un cube.
Montrer que les droites (AE) et (BC) sont
perpendiculaires.

46.ABCDEFGH est un cube.
Montrer que les droites (AE) et (BG t
perpendiculaires.1) Préciser le pla Nr du
segment [AE] et représenter la section @ citbe par ce
plan.

2) Préciser le plan médiateur
représenter la section du cu

47.ABCDEFGH est un cu
On désigne paral
K, L, M et N les milie

[CD], AC] et [BDT.
lanumédiateur de la diagonale [CE] du cube.
er qiie0& P.

Soit
mo#tre de fagcon analogue et on considere donc
cofhime démontré que L, M et N appartiennent a P.
) Représenter la section du cube par le plan P.

48.ABCDEFGH est un cube.
1) a) Montrer que E et C sont équidistants de A et F.

b) En déduire que (EC) et (AF) sont orthogonales.
2) Montrer de méme que (EC) et (AH) sont orthogonales.
3) Déduire des questions précédentes que (EC) est
orthogonale a

(AFH).
4) a) Calculer le volume du tétraédre EAFH (utiliser la

base AEF).

b) Calculer I'aire de AFH, puis en utilisant la réponse de
la question 4) a) la distance de E au plan (AFH).
d) placer alors, le point d'intersection P de (EC) et de

(AFH).

49.0n considére un tétraedre OABC tel que :
OA=0B=0C=a/(a>0)etqueles trois faces OAB, OAC et
OBC soient rectangles en O.
Soit M un point du segment [OA], on pose
AM = x. Le plan P passant par M et paralléele aux droites
(AB) et (OC) coupe respectivement les droites (AC),
(CB) et (OB)enN, PetQ.
1°) Montrer que le quadrilatére MNPQ est un rectangle.
2°) Calculer en fonction de x I'aire 4 (x) de ce
rectangle.




Chapitre 13 : APPLICATIONS

el

Définition :
Une application est une correspondance entre deux ensembles, un ensemble “de départ” et un ensemble
“d’arrivée”, qui a tout élément de 'ensemble de départ associe un unique élément de ’ensemble d’arrivée.

Représentation :

Lorsque les ensembles de départ et d’arrivée sont définis par une liste exhaustive, une application peut étre
représentée par un diagramme sagittal, dans lequel on trace une fleche entre chaque élément de 'ensemble “de
départ” et son image.

Une application peut aussi étre définie par une expression, notamment dans le cadre des fonctions numériques.

Exemple1:
(O Le diagramme sagittal ci-contre représente A B

Une application car tout élément de A a une image dans B

L’ensemble de départ est A ’
L’ensemble d’arrivée est B ‘
L’'image de 1 est b

L’'image de 3 estd

L’antécédent de c est 2

Les antécédents de bsont 1 et 4
L’élément a n’a pas d’antécédent.

DDDDDDD

Remarque 1:
Le diagramme sagittal ci-contre ne représente

pas une application car I'élément 6 n’a pas d’'image
Exemple 2 :
On définit I'application f: R - R

x f(x) =3x+2

O L'ensemble de départ est R.

O L’ensemble d’arrivée est R.

O L'image de 3 est 11. “
O L'image de —2 est —4.

O L’antécédent de 5 est 1.

QO L’antécédent de —7 est —3.

/.

Soit E un ensembl® L’applidtion “identité de E” noté Idg ,estdéfiniepar: Idg: E - E
XX

Application Identite

C’est'application, qdassocie a tout élément x de E I'élément x lui-méme.

2) Applicaiwrr,ns et fonctions
PP \. V5
Définition : (]
Une fonction est une correspondance entre deux ensembles, un ensemble de départ et un ensemble d’arrivée,
qui a tout élément de I'ensemble de départ associe au plus un élément de 'ensemble d’arrivée.

Exemple 2 :
Soitf: R— R

1
x> f) =73

Le nombre 2 n’a pas d’'image par la fonction car 2 & Dy, fest une fonction mais pas une application




Remarque 2 :

Le domaine (I'ensemble) de définition Dy d’une fonction f définie sur un ensemble E et a valeurs dans un

ensemble F est 'ensemble des éléments x de E pour lesquels f(x) existe.
Dans notre exemple, le domaine de définition de f est: Dy = R\ {2} carx -2 =0 x = 2.

L’ensemble de définition d'une fonction est toujours inclus dans I'ensemble de départ. Il est égal a 'ensemble de

départ lorsque la fonction est une application.
Si on désigne par g la restriction de f sur son ensemble de définition :

g:R\{2} =R

1
x'—>g(x)=m

Alors g est une application car tout élément de I'ensemble de départ a une image dans I'ens d’arrivée.
Restriction d’'une application :

Dans la restriction d’'une application (ou une fonction) on garde I'’ensemble d’arrigeé a correspondance, mais

I'ensemble de départ devient plus petit.

a)Surjection :

L’application f: E — F est dite surjective si todPélémentide 'ensemble d’arrivée F a au moins un antécédent

dans E.
Exemple 3 : ~\\ “
Applications surjectives Applications non surjectives
E F

b) Injection :
L’application f: E — F est dite injective si tout élément de 'ensemble d’arrivée F a au plus un antécédent dans

E, C’est-a-dire si deux éléments distincts de I'ensemble de départ E ont toujours deux images distinctes.




Exemple 4 :

Applications injectives Applications non injectives
E F E E
S ¢
x -~
-
X »X ‘
X
x X f N\
E F E F
X X
X » X X > X
x X
X > »
c) Bijection :

L’application f: E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective, c’e

I'ensemble d’arrivée F admet exactement un seul antécédent dans E.

re si tout élément de

1) Application bijective 2) Application no
F F
X X
X X
»X ) —»X
X X - X X
»X X »X
X X X4—%x
X X X X
2) Application non bijective ‘4jApplication non bijective
E F
X X
X »X
X X
»X
X X
X

cation bijectivef: E — F, I'application réciproque de f, notée f 1, est 'application qui a

Soit f: E — F une application bijective telle que f(4) = 3.Alors f~1(3) = 4.

Remarque 2 :

1) Une application non bijective n’admet pas de réciproque.

ocie son antécédent par f. C'estadireque f~1(y) =x © f(x) = y.

2) La réciproque d’une application bijective est bijective : Si f: E — F est bijective, alors f ~1: F — Eest bijective

3) Une application surjective est appelée une surjection. Une application injective est appelée une injection. Une
application bijective est appelée une bijection.




[SURJECTION)| : [INJECTION | i [BIJECTION |

Xx—'r -y  x-—92.y @ x-h.y

Exemple 6 :
On considere I'application définie par; f : R — R
x — x? \d
f n'est pas surjective car certains réels ne possédent pas d'antécédent. Par exemple, il n'y a%pas de réel x tel
quef (x) = —1. Mais si on change la définition de fen donnant comme ensemble d'arrivée "R — Rt
2
X=X

osséde exactement un
e de y et son opposé.

alors elle devient surjective car chaque réel positif y posséde au moins un antécédent®:
antécédent 0, et tous les réels y strictement positifs en possédent deux : la racine

Dans ce cas, I'application n’est pas injective car il y a des éléments de I'ensem
d’'un antécédent dans I’ensemble de départ ; par exemple le nom r@séd

f-2)=f@ =4 .

Mais si on change la définition de fen donnant comme ensemae art etd'arrivée Rt ; f : Rt — R*

ivée qui possedent plus
eux antécédents :

x — x?
alors elle devient injective.

Commef : R* — RYest ala fois surjective et injective,fe 1]e e.
x — x?
Exemple 7 :
La fonction définie par; g : R — R
ement us%

X —

n'est pas surjective car les ré
d'antécédent. Mais la fonction deﬁn

rands que 1 ou strictement plus petits que -1 n'ont pas
arh: R — [—
X > CoS (x)

qui possede la mé , mais avec un ensemble d'arrivée qui a été restreint a I'ensemble des réels

compris entre -1 et
solutions a l'équaﬂ) s (x) d'inconnue x.

dans R.

Mais la restriction h sur l'intervalle [0, 7] définie par; k : [0, 7] — [—1,1]
x +— cos (x)

est a la fois surjective et injective, donc k est bijective.

Complément : Version Symbolique

L’application f: E — Festsurjective & Vy € F,ax € E /f(x) =y

L’application f: E — F estinjective& Vx,y €EE,f(x) = f(y) =>x =y

L’application f: E — F est bijective & Vy € F,Alx €E /f(x) =y




5) Composition des applications

Soient f:E — Fet g: G — Hdeux applications.

Lorsque F € G, on peut définir I'application : h = f o g( se lit g“rond” f)pour tout x de E par:
fog(x)=f(g(x)

L’application h = f o gest I'application composée des applications g et f.

Exemple 5 :

Calculer f o g etg o f dans chacun des cas suivants :

19f(x) =vx+1; g(x) =771

2°)f(x) = cosx ; g(x) =x*+3x -5

Réponse : \

1 1 1 241 242
010001069 =1 ()= [y 1= [ERE- (22

1 1
Wx+D2+1 x+1+1 x+2
2°) fog(x) = f(g(x)) = f(x* + 3x = 5) = cos(x* + 3x = 5)
gof(x)=g(f(x)) = g(cosx) = (cosx)? + 3cosx — 5

gef@) =g(f(x)=g(Vx+1) =

Propriétés :

3°) La composée de deux applications injectives (resp.
bijective)

4°) La composée d’'une application bijective et sa réciproque est I'identité
Sif: E — F est une bijection :

|
|
vx € E.\ux) =) =%, flof =1ds

frO=fFe) =x, foft=Ids

o fexiste, alorsg o fest bijective et (g o )™ = f~1 o g 1(Attention a 'ordre).

5°) Si f et g sont bij




)
( Exercices Généraux |

1.Les applications suivantes représentées en diagramme 12. L’application f est représentée par le diagramme
sagittal sont elles surjectives ? injectives ? bijectives ? suivant, est-elles injective ? Surjective ? Bijective ?

(2) Peut-on construire un digramme de sa réciproque ?

.

- e T i T =

13. On considere I'application f de 'ensemble E =
@) {Dates de I'année 2023} surl’ensemble F =
{Vendredi; Samedi, ...; Jeudi}qui a toute date de l'année
2023 associe le jour de la semaine cohgespondant.
L'application f est-elle injective, s Nijective ?
14. On consideére l'application g: de E
{chaine de caractéres} dans N qui a

caracteres associe sa longueur. L'a ion g est-elle
injective, surjective, bijective

XX

IAVI 3 I‘l C
-
A
p!

2.L’application f:N — Ndéfinie par f(n) = |n — 1|n’est 15. Soient E et F les ensemb

pas une bijection: pourquoi? E={A;B;C;D}, F=, oy _

3.L’application f:N — N définie par f(n) =n + In'est Construire une a u njective de E sur F; puis
une application f2 : de on-injective. Peut-on

pas une bijection: pourquoi ? Que peut-on modifier pour

construige une appligdtion surjective de E dans F ?

que f soit bijective ? 16. S8ient Ret G les ensembles suivants :

4.Soient f et g les deux fonctions de R dans R définies F =efil, 28} e®G = {x; A}

par f(x) =3x+ 1 et g(x) = x? — 5x + 3. Cofftrui application f;surjective de F sur G; puis
Calculer fogetgof un ion f,: de F sur G non-injective. Peut-on

5.Dans les cas suivants, déterminer deux constrifre une application injective de E dans G?

fonctions u et v telles que h = w o v : nsidere les fonctions f et g représentées ci-

ssoug’ Représenter le diagramme de gof
h(x) = 2-5x+3);h(x) =—5——— :
() = cos(x? = 5x +3) 1 h(x) = 5~ — F—2 e
2cos + 3
h(x) = (cosx)? — 5cos + 3h(x) = ——

Scosx — 4

6.Les applications suivantes sont-elles injectivesy

surjectives? bijectives? |

19 fIZ—1Z 2°9) L —L fiZ—Z

n—n+line— 2nn—
7. Les applications fi(x) = ||, f2(x x, f3(x) = x2+1

18. La figure suivante représente P S
sont-elles des appli

dang/R? I'application f d'un ensemble E vers - b
I'ensemble F o '
R telles que :f (x) = 1) Completer f(a)=...;f(b) = ... ;
fc)=..;f(d)=... ;f(e) = ...
2) Déterminer (s'ils existent) les
antécédents de 2, 3 et 5.

8.Soientf: R — ]R‘e

3x+letg(x) = x* #l Atonfog=gof?

9.Soit f: [0,1]

X; Six €
f(x)—{ 1 —x; sinon

. Démontrer que f- f=id. 19. Completer
La fonction f: R dans R telle que f(x) = x*; est...

La fonction f: R* dans R telle que f(x) = x*; est...
La fonction f: R dans R* telle que f(x) = x*; est...
La fonction f: R* dans R" telle que f(x) = x*; est ...

10.Soit f : [1,+00[— [0,+00] telle que f(x) =x2 -1.
f est-elle bijective ?

11.Les applications suivantes sont-elles injectives,
surjectives, bijectives ?

af:N->N; b.g:Z->17Z;
n-n-1 n-n-1

c.h:R? > R?; dk:R\{1}- R.

(xy) > x+y,x—y) X —

x-1




Chapitre 14 : DENOMBREMENT

>

1. Notion d’ensemble :
Définition :

Un ensemble est un groupe d’objets ou d’éléments bien définis et deux-a-deux distincts.

Exemple 1:

e L’ensemble des chiffres décimauy,

e L’ensemble des lettres alphabétiques latines,

e [’ensemble des nombres premiers,

e [’ensemble des nombres pairs, etc...

» L'intersection de deux ensembles c’est 'ensemble des éléments communs entre eux.

» La réunion de deux ensembles c’est I'ensemble de tous les éléments des deux ensembles Wition.

» Le complémentaire d’'un ensemble par rapport a un autre c’est 'ensemble des éléments du s
n’appartenant pas au premier.

2.Cardinal d’'un ensemble fini :

Définition :
Le cardinal d'un ensemble fini E noté card (E) est le nombre des éléments de cet
o Le cardinal de 'ensemble vide est : card (¢) = 0
e Si E est un ensemble vide (noté ¢); cet ensemble n’a aucun élément, alors, ca
S E=9¢.
o Le cardinal d'un singleton est 1. e
e Le cardinal d’'un ensemble contenant exactement deux élémefits
3.Vocabulaire et Propriétés :
Si A est une partie de Q (un sous ensemble de (1), on écritA c Q: (A
Alors; 0 < card (A) < card ()

¢ estla partie vide de Q) et Q est la partie pleine de Q. Y

. ) card(
Pour toute partie A d'un ensemble non vide ), oft a " e fo0;1]

=0;card(E)=0

Soit A et B deux ensembles finis ;
1°) card(AUB) = card(A) + ¢
EtsiAN B = @, alors card(A U B)
2°)card(A — B) = card(A4) — car B).Etsi B c A, alors, card(A — B) = card(A) — card (B).

3°) Si A et Q sont deux ensembles tels que A c Q, le complémentaire de A par rapporta Q est noté A =
QO) —j¢ard(A),AnB=AUBetAUB=ANB

— car .
(A) + card(B).

Q—A,etona;card
Exemple 2 : e
0={0;1;2;3}, car
O={a,; ay;as; a, & a,}, card (Q) =n

Q={ay; a;; az; 4} Aphcard () = n+1

Q={ay; a;; ay;a Jee; Qp_q1), card (Q) = n

L'ensemble E = ™ a;b;c;d}, card(E)=6

Exemple 3 :

Soit E 'ensemble des chiffres décimaux :

E={0,1,2,3,4,56,7,8,9};F ={0,2,3,5,7}; G =1{0,1,2,3,6},ona:Fn
¢={0,23}; FuG={0,1,2,3,56,7};

F=1{1,4689}; G=1{457809}:; FNnG=1{4,8;9};
FuéG=1{1,4567809}.

card (E) =10; card (F)=5; card (G) =5;

card(FNG)=3; card(FUG)=7; card (F)=5; card (G) =5;
card(FNG)=3; card(FUG) =7.

Diagramme de Venn




Exercice 1:
On a effectué une étude aupres des lecteurs de trois revues 4, B, C. Sur 100 personnes interrogées, 51 lisent 4,
42 lisent B et 38 lisent C, 22 lisent A et B, 14 lisent B et C, et 16 lisent A et C, 8 lisent 4, B, C.

ATaide d'un diagramme de Venn, calculez le nombre de personnes de personnes qui ne lisent que A et B, B et
C,AetC,nelisentniAniBniC.

4. Produits cartésiens d’ensembles :

Soit A et B deux ensembles ; les ensembles A X B et B X A désignent les produits cartésiens de A et B.

eAX B ={(a;b)/a€ Aetb € B};

oB X A={(b;a)/bEBetac€ A}

eSoient A; ; A, ; ... Ap(n ensembles)L’ensemble :4; X A, X ...X A, estle produit cartésiende 4, ; A, ; ...A,.
etd; X Ay X . XA, ={(a; Xa, X ..xa,)telquea, € Ay; a, EAy; ...; a, € A,}
En plus,siA;; A,; ... A, sont finis, alors A; X A, X ...X A, est fini

et,card (A; X Ay X ...xX A,) = card (A1) X card (A,) X ...X card (A,).

e Soit A un ensemble et n € N*: A%désigne A x 4 ; AMdésigne AX AX A X ...X
n facteurs

e Soient 4 et B deux ensembles finis ;

Ilya Si, et seulement si
Possibilité d’'injection de A dans B card (A) < card (B)
Possibilité de surjection de A surs B card (A) = card (B)
Possibilité de bijection de A sur B card (A) = card (B

1. Notion d’application :

Définition :

Soient E et F deux ensembles, en associant a chaque élément?d seul élément y de F , on définit une

application f de Evers F; f:E — F
x—=y=f(x)

. Les applications
. \

Exemple 4 :
E={ab;c}, F={1,2;3};f(@)=1;fb)=1;f(c .Em plus,ona:
f estune injection de E dans F ; si et seulemen®si Vx;,xp € E; x; # x, = f(xq) #

fxz2)
1\;siet ‘entsi Vy€eF;ax €EE /f(x) =y.

Exemple 5 :

f
Exemple 6 : * :
Dans le 1ercas f est surjective, a ue dans le 2i¢me cas f n’est -’ -
pas surjective( car antécédent) " -
Ona: f estune bijectio sur”F ; si et seulement si :

On a: f estune surjection de
etune surjectionde EsurF @ Vy € F; Alx€E: f(x) =y
lication réciproque notée f 1, par conséquent,Vy € F; Alx €E: f1(x) =y

2. Composée de deux applications :
Si f est une application d'un ensemble E vers un ensemble F et g une application de 'ensemble F vers un
ensembleG.Alors, g o f estapplication de 'ensemble Evers 'ensemble G, définie par :

VX€E: (gof)() = g(f(x)

Exemple 8 :

(gof X)) =g(f(V) = g(@) = a;(g 0of)(2) = g(f(2)) = g(b) = p;
(goNB =g(f3)=gb)=4

f estala fois une inj
En plus,f admet une

Exemple 7 :




3. Fonction et application :
Une fonction f d'un ensemble E vers un ensembleF, est une application de E vers F, si et seulement si,

L’ensemble de définition defest E.
3. Permutation(Notion de n! avec n£N
Définition :

Soit E un ensemble fini de cardinaln, on appelle permutation de n éléments de E et on la note n! (et on lit
factorielle n) le nombre naturel défini par:n! =n(n —1)(n—2)(n —3) X .x2x 1

Exemple 9 :
7'=7X6X5%X4Xx3%x2%x1=5040;5'=5%x4%x3%x2x1=120;
20=1%x2=2; 3'=1%X2%X3=6; 4'=1%Xx2%Xx3X%x4=24.
Remarque 1 :
* Par convention,0!=1,1!=1 " nl=n(n-1)!

Exemple 10
Avec combien de fagons peut-on garer 5 voitures numérotées de 1 a 5 dans 5 garages numé de AaE?
Réponse : \
Le nombre de facons est égal au nombre de permutations : 5! =5x4x 3 x 2 x 1 = 120.
Formules :

» VvneN*: [[¥Xk=n! » VneN: (n+Dnl=mn+1),
Exemple 11: 5! = 5x4!/=5%X4X3%x2x%x1;4x3!=4!

5! 5X4x3!
Exemple12:;= 3 =5x%x4=20;

4. Listes | )
Exemple 13 :
SoitQ ={1;2;3;4;5}unensemble ;(1; 2; 3) est une liste dans 3 termes on I'appelle une 3- listedans Q.

(1; 1;2; 3)estune 4-listedansQ;(1; 2;3;2;1; est ung 6- liste dans Q ;
(1;2;1;2;3;3; 3; 3)estune 8-liste dans Q.

Définition : -

e Soientn etp deux entiers naturels non nuls. Lefhombre d€ p-liste dans un ensemble Q) ayant n éléments est n?.
e Soient A et B deux ensembles finis non vides t eCard(A) = p;card(B) = n.

Le nombre d’applications de A vers B est n?. s

. Arrangement 4

1.Le nombre d’arrangements ave

Définition :
Soit E un ensemble fini de cardina n appelle p - arrangement dans (), ou nombre d’arrangements avec
répétition de p élé ri < p < n)toute p - liste dans () a termes distincts deux a deux,
C’'est-a-dire le non@re n éfiri par n?.
Exemple 14 :
SoitQ={1;2;3;4;
»(1; 2; 3) estungd- arrangement dans Q »(1;2;5;4; 3)estun5 - arrangement dans Q
»(3;2; 1)estu arrangement dans Q P Uné6 - arrangement dans Q n’existe pas

Définition :
Soit Eun ensemble fini de cardinal n. On appelle nombre p - arrangement ou d’arrangements sans répétition

de p éléments pris parmin (0 < p < n) le nombre naturel défini par :
Al =n(n—-1)(n—2) X ..x (n—(p—l)) =nn—-1)n-2)x..x(n—p+1).
n!
(n—p)!
e Soient A et B deux ensembles tels que ; card(4) = p; card(B) = n; avec p < n. Le nombre d’injection deA
dans B est A?.
e Unn - arrangement dans un ensemble () ayant n éléments est appelé une permutation de ()

En multipliant et en divisant par (n — p)!, on obtient ; A% =




Exemple 15:
SoitQ={1;2;3;4;5}; (1;2;3;4;5); (2;1;4;3;5); (1;3;4;5;2) sont des permutations de Q.

n!

e Le nombre de permutation d'un ensemble ) ayant n éléments est : A = ke n!

e Soient A et B deux ensembles finis tels que : card (A) = card (B) = n.
Le nombre de bijections de A sur B estn!.

Exemple 16 :

2 _ 4 4l 4x3x2l 2 _ 4o, 3_ 7V _ 71 _7X6X5X4! 3 _
A= == 5 —4X3=41=12; A =g =g=—7 —=7x6x5= 47 =210
Propriétés :

n! nn—1)! nl n! n!

1= = = 1= An=—=—=—= !:)Anz !

D =D oy AR R s T TERE B Ak
n! n! n! n! n!
DAY =———=—=1=4%=1 DAVl =———— _=—=—=nl=A"1=n!
)An (n—=0) mn! n ) An (n—(n—l))! 11 1 n

Exercice 2 :
Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement sans remise 4 cartes. Calculer le nombre de nnant :

a) Les cartes de la méme couleur,
b) Les cartes contiennent un roi,
c) Les cartes de méme niveau,

d) Les cartes contiennent au moins une dame,
e) Les cartes contiennent au plus un valet.
Solution :

a) Les cartes sont de la méme couleur :

4 4 _ 16 16! 16! _
At + Arg = o9 o2 Zx 5
b) Les cartes contiennent un roi :
4! 28! 4!

1 3
Ay X Asg =

X =—X—_—
4-1! (28-3) 3!
c) Les cartes de méme niveau :
4! 4! 4!
— —=8x—=8x—=8x14 X 2 = 192.
4-4)! 0! 1

d) Les cartes contiennent au moins une dame :

84% = 8 x

AL X A3 + A% x Adg + A3 x 4b 4 x A9 “
__ M 28 N 288 4 28 4 28
T@-1)7(28-3) (4=2) (28-2)! (4-3)!  (28-1)! (4—4)" (28-0)!

8X27+4X3X2X28+4%x3%x2x1=78624+9072+ 672+ 24

28! 4! 28!

=4X28%X27%X26+1Xx28X%X27X26x%25=78624+ 491400 =570 024.
Exercice 3 :

Dans une classe %leves (8 filles et 12 gargons), le professeur veut former une équipe de 5 personnes.
1°) Déterminer le nombre d’équipe de 5 personnes

2°) Déterminer le nombre de cas donnant :
a) Le groupe est du méme sexe.

b) Le groupe contient Meyne.

c) Le groupe contient exactement deux filles.
d) Le groupe contient au moins un gargon.
€) Le groupe contient Ahmed et Fatma.

Solution :
1°) Nombre d’équipes de 5 personnes :




20! 20! 20x19x18x 17 x 16 x 15!

A= =—= =20x19x18x 17 x 16 = 1860480
207 (20 -5)! 15! 15!
2°) a) Le groupe est du méme sexe :
AZ+ A3, = % + 12! —8!+12!—8><7x6><5x4+12><11x10><9><8—6720+9504O
817127 @ —5)  (12-5)! 3! 71 B
=101 760.
b) Le groupe contient Meyne :4} x A% = 1 x (132)‘:19><18><17><16=93024.
c) Le groupe contient exactement deux filles :
Aix A3, = 8 X 12 —8!><12!—8><7><12><11><10—73920
82127 @)1 (12-3) 6l 91 T B
d) Le groupe contient au moins un gargon :
Al x A%+ A2, X A3 + A3, X A% + A, x AL + A3, x A
_12!x8!+12!x8!+12!><8!+12!x8!+2 8!
T(12-1D!T(8=-4)! (12-2)"(8-=3) (12=-3)"(8-=2)! (12-4)!"(8-=1)! (12-%) \(8-0)!
=12X8X7X6X5+12X11X8X7X6+12x11x10Xx8x7+12x11x10Xx9x8+ 12X 0x9x8x1

= 20160+ 44 352 + 73920 + 95 040 + 95040 = 328 512
e) Le groupe contient Ahmed et Fatma :
! 18!

A%xAixAiB:1x1x(18—_'3)!=1x1xﬁ:18x17x16=4896

Exercice 4 :

Une urne contient 7 jetons numerotes de 1 a 7. On tire successigentent egsans remise 3 jetons de cette urne.
Calculer le nombre de tirages possibles. .

Solution :

Le nombre de tirages possibles est :A3 = (77!3)| = % = 7X6:i§i 3>1<2X1 =7x6x5=210.

Le nombre de permutations sans répétition de ngélémentsjpris parmin est : A% =

Exercice 5 :
Dans une salle il y a 10 chaises, 1@% entr 3dans cette salle pour s’y installer. Calculer le nombre de

dispositions possibles.

Solution :

Le nombre de dispositions possi t: A3=101=10x9Xx8x7X..x2X1=3628800.
Définition :

Définition :
Soit E un ensembl ardinal n, on appelle combinaison de p (0 < p < n) éléments distincts (sans répétition)
pris parmi n leno de sous-ensembles de p éléments de n défini par :
[ n!
p _An _ p) n!
"opt 2 (m-p)p!
Exemple 17 :

SoitQ={1;2;3;4;5}
(1;2;3) estune combinaison de 3 éléments dans Q. (1;3;4;5) estune combinaison de 4 éléments dans .
e (partie vide) est la combinaison dans Q de zéro élément.
o()(partie pleine) est la combinaison de 5 éléments.

e Une combinaison de 6 éléments dans () n’existe pas.

Exemple 18 :
5! 5X4x%x3!
c2 = -

(5-2)12! 312!

41 5x4x3! _

=5x2=10;C; = = 5x 4 = 20.

(4-3)131 113!




Exercice 6 :
Une classe de 29 éléves procéde a un tirage au sort pour désigner une commission de trois membres de cette
classe.
1°) Calculer le nombre de commissions possibles dans chacun des deux cas suivants :
a) La commission est composée d’un coordinateur, d'un responsable sportif et d’'un responsable culturel.
b) La commission est composée de trois éleves sans tache particuliére.
2°) Calculer dans le deuxiéme cas, le nombre de commissions qui comportent exactement deux garcons sachant
qu’il y a exactement 7 filles dans cette classe.
Solution :
1°) a) Dans le premier cas, le nombre de commissions possible est :
29! 29! 29 x28x 27 x 26!
(29-3)! 26! 26!
b) Dans le deuxieme cas, le nombre de commissions est le nombre de combinaisons possibles :
29! 29 X 28 X 27 X 26!
(29 —3)131 26! 3!
2°) Dans le second cas, le nombre de commissions qui comportent exactement 2 garcons est ;
22! 22 %21 x 20!
2z—12 " = 202

Ady = =29 x 28 x 27 = 21 924.

c3 = =29x14x9 =3 654.

C%4 x Cl = Xx7=11%x21Xx7=16

Exercice 7 :
Une urne contient quatre boules vertes numérotées de 1 a 4, trois boules rouges nu es de 1a3etdeux
boules jaunes numérotées 1 a 2. On tire simultanément trois boules de cette urne.
1°) Calculer le nombre de tirages possibles.

2°) Calculer le nombre de tirages dans chacun des cas suivants : \
a) Les trois boules tirées sont vertes. “

b) Le tirage est unicolore.

c) Le tirage est tricolore.

d) Le triage est bicolore.

e) Le tirage comporte exactement deux boules rouges.

f) Le tirage ne comporte aucune boule jaune. 2

g) Le tirage comporte au moins une boule jaune.
h) Les numéros des boules sont identiques.
Solution :

9f

3 —
9 T 6131

1°) Le nombre de tirages possib

4!

2°) a) Le nombre de tirages ou les tro les tirées sont vertes : C; = i 4

b) Le nombre de tirages ou les troi les sont unicolores :C3 + C3 =4+1=75

c) Le nombre de tirages ol lgstrois boiles sont tricolores :C X C3 X C3 =4 x3x 2 =24
d) Le nombre de tirages‘aliles ules sont bicolores :

C3 % C3+CF x C3™ 3 )@+ C2 x C} + C3 x C} + CF x C}

41

= ﬁ X
Autre méthode :
Onnote U, B et ifages unicolores, bicolores et tricolores.Alors, B = (UUT),donc;
card (A) = cara =Card (UNT).0r,UNT = @,d ot card(U UT) = card(U) + card(T)
Donc; card (B) = card (Q) — (card (U) + card (T)) = 84 — (5 + 24) = 84 — 29 = 55
e) Le nombre de tirages comportant exactement deux boules rouges :
Cix(Ci=3x6=18
f) Le nombre de tirages ne comportant aucune boule jaune :

! !

C3—L—3SetC1xC2+C2xC1—2><L+7—49
[VTETR 2o T2 T T R 015 -

Autre méthode :
«au moins une boule jaune » est le complémentaire de « aucune boule jaune » : 84 — 35 = 49.

X2+3X2+3%X4+1%x4+1x3=18+12+6+12+4+3 =55

h) Le nombre de tirages o les numéros des boules sont identiques : C3 + C3 =1+ 1 = 2.




Exercice 8 :

Une urne contient 12 boules ; 5 rouges, 3 vertes et 4 blanches. On tire simultanément 3 boules de 'urne.
1°) Déterminer le nombre de cas possibles.

2°) Déterminer le nombre de cas donnant :

a) Les trois boules tirées sont de méme couleur.

b) Les trois boules tirées de couleurs différentes.

c) Les trois boules tirées contiennent au moins une verte.

d) Les trois boules tirées contiennent exactement deux de méme couleur.

Solution :

o . r3 12! _
1°) Nombre de cas possibles :C;, = PR TET 220
2°) a) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont de méme couleur :

3 3 3 5! 4! 3!
CE+C+C3 = =10+4+15=1

sHlatls (5—3)!3!+(4—3)!3!+(3—3)!3! At
b) Nombre de cas donnant les trois boules tirées sont de couleurs différentes :

5! 4! 3!
Cixclxcl= X X =5x4x3=60

G- @-nr1r 3-nr
c) Nombre de cas donnant les trois boules tirées contiennent au moins une verte :
3! 9! 3! 9!

X X

G-D!1r (9-2)2! + GB-2)121 (9=-1)!

=3x%x36+3x9+1x1=136.

d) Nombre de cas donnant les trois boules tirées contiennent exacw de

)

! 9!
X
—3)1317 (9-0)!0!

CIXCE+C2xCE+C3xCY=

e méme couleur :
8! 3! 9!
G-D1 G-z @-D

2 1 2 1 2 1 5! 7!

=10X7+6X8+3%x9 =145,
Propriétés des combinaisons :

1-C2=1,vneN; 2-C} =n,vneN; 3-C=1,vn€eN ; 4-Ct=n,vneN;
5-CF=ck,vneN, 0<k<n; Ckl=cklvneN, 0<k<n
Démonstration :
0 _ n! _ n —E—l— n! _ n _n_!_l=
1- C) = (m-0)l0!  n!x1 n! 1 & T emm  oxnl 1xml 1 1
1 _ n! _ n(m-1)! n n-1 _ n! _ n(n-1)! _n_mn_
2- G = oo ™ e G = ey e 1 o1
n—k _ n! — - — n! k
5- Gy T (n-m-K)(n—k)! P k!(n—k)! (n—k)!k! =Gy
_rk k+1 _ n! _ n! n! _ n!(k+1+n-k)
6-Cn + (" = ( T (n=k)k! + (n—k-1D!(k+1)!  (k+1)(n—k)k!(n—k—1)!
_ nl(n+1) _ (n+1)! — k+1
T (e Dk (n—k) (r8k—1)! TDIn-k)!  +D((n+D-(k+1) L
eSoit (2 un ensemble yant n éléments
Propriétés des ies de Q Propriétés des nombres C,
Ilyaune seu{e p (partie ayant 0 élément c’est ¢ (la partie vide)). =1
Il y a une seule$parfie (partie ayant Q élément c’est (2 (la partie pleine)). cr=1
Ily a (n) parties ayant chacune (1) élément (les singletons de (). Cl=n

A toute partie de Q ayant p éléments correspond une seule partie de () ayant

n — p éléments et réciproquement (ce sont des parties complémentaires dans (2). » nep
C, =C
Donc, le nombre de parties a (p) éléments est le méme que le nombre de " "

partie a (n — p)éléments .




Type de tirage Card(A) conditions
Successif avec remise nP p quelconque
Successif sans remise AP psn
simultané cy psn

7. Formules de developpement du binome de Newton

Va;b€R; Vvn € N*,

k=n

(a+b)" = Z Ck ankpk,
k=0

Démonstration par récurrence :

Initialisation :
Pourn=20:

(a+h) =1 et

C’est donc vrai pourn = 0.

Transmission :

On suppose que la formule de Newton est vraie pour un entiern. (a + b)" =
et nous allons montrer qu’elle est vraie pour n+1. (a+b)"*1 =

(@ +b)™! = (a + b)"(a + b) = (a+b)z Ckqn-kpk

_ ch nkbk+bzck n-kpk _ ch n+i-kpk |

= (C,? ”+1b° +Cra "b1 + +Cla 1b”) + (C,? i
= C2a™1p0 + (CL + CQ)a™bt + (C2 + CL)a™?
=Cpa™b’ + Chiya™bt + CEyq

= COa™ B0 + CL,yah' + C2,qam b +

D’ou, la formule est vraie pour n + 1. Donc,

8) Le triangle de pascal

ct+ct
Remarque 2 :

Le triangle de Pascal porte
Exercice 9 :
Développer les bindm
Solution :

2
(a+b)>= ) C¥
(a+b)3=z 3

k=0
4

P = CPYl (Propriété

'lgbk — C§a3b°

apour la

les v.

a2 + -+ CL

des nombres C?

k=n

(a—Db)" = Z (—=1)kCk ankpk
k=0

Cka®*pk = Ca® '’ =1x1x1=1

n k n—\
k=0 Cn a

Zn+1 Ck n+1—kbk

k=0

n 0pn+1
+ Cra®b

n+1

n

e,

k=0

) n
n € NJMa + b)" = Z Cka™*p*.

k=0

stBuction du triangle suivant appelé triangle de Pascal)

ALa + b)?, (a+b)3, (a+b)* (a+b)° (a+b)°(a—b)*
b* = €2a?b° + C}a'b' + C2a°b? = a? + 2ab + b?

+ C}a?b' + C2a'b? + C3a°b® = a® + 3a?b + 3ab? + b3

(a+b)*= ) Cka**b* =Ca*b® + Cta®b' + CZa?b? + C3a'b® + C}a’b*
4 4 4 4 4 4

k=0

5

=a* 4 4a®b + 6a?b? + 4ab® + b*

(a+b)*= ) Cka®*b* = C2a®b° + C3a*b + CZa’bh? + C3a?b® + Cia'b* + C5a®b®
5 5 5 5 5

k=0

6

k=0

= a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b°

(a+b)® = Z Cka®*b* = C2abh® + Ca’h* + CZa*b? + C2a’h® + Cla?b* + CEa'b® + CLa’h®

= a® + 6a°b + 15a*b? + 20a3b3 + 15a?b* + 6ab® + b°

n-— 1b2 +-~~+C,’}a°b"+1)
n+ CPDalb™ + Clalhm

"+ Cn+1a0bn+1 Zcrllc+ an+1 kbk.




k=4

(a—b)*= ) (-DkCfa**b*k = Ca*b® — Cta®bt + C2a?b? — C3a'b® + C{ab*
k=0
=a*—4a3b + 6a%b? — 4a'b> + b*
n
VxER; VneEN, (1+x)"=zC,’{xk
=0

Exercice 10 :
Montrer les égalités suivantes :

o n k _ on. o _ 2. o l _ 1 _ pp! — 1
1 )Zk:o Cn - 2 ) 2 ) (p + 1)|p' - (p + 1)(p') ) 3 )p! (p+1)! - (p+1)(p!)2 - (p+1)!(p_1)!

Solution :

n

1°) vneN,(a+ b)" = Z Cka™*pk
Six=y=10na; (1 +k1§n =2 =y ckinkik=Yn_ ck=>vneN,2" =Y} ,Ck
29) (p+D!p! =@+ Lplp! = (p + D! ()?
gyl 1 _@+D-pt_ (4 Dpl-pl (+D-1)p! _ pp!

pl (+D! plp+D!  (@E+DIEH> E+DIED* @+ DIE!
Exercice 11 :
1°) En supposant que p est fixe et en raisonnant par récurrence sur n(p €

P P P _ Pl
Cp+CP 4+ G —\
2°) a) Vérifier que : C,f“ + C,f = C,frll |

|
b) Montrer que : Cg + Cz’;+1 +-+CP = cPH

p+Dip-1!

ontrer que I'ona:

n+1
Solution :

P, P P _ P+l
19)C +Cpyy ++ G = (i ?
Montrons par récurrence sur n L
Initialisation :
Pourn =pona; Cg = ngll larelation est don ie pour n = p.
Transmission :
Supposons qu’elle est vraie pourtget faontrons qu‘elle l'estpourn +1

( +( +...+( (
(1+(1 +...+(]

Ona; Cj+Cpi 4 chii+ct,
~ +1)! m+D!  (+ D! (n+1)!
T G rD) D GHI-pp a-plp+ D rI-p)p
(n+1)! (n+ 1) m+D'(n+1-p) n+D'(p+1)

Lt - -Gt DImtl-p) tl-pa-ppp+D)
S@A DA 1I-p A DI _ DIt l-ptp+ D)

n+1-pm-plpip+1) —  @-p+DIE+1D)!
n+1D!(n+2) (n+2)! +1 1 1
= = =cP c? c? . =cPt
m-p+D'+D! (n+2-(@+D) @+ " = Gt T Ot = Cni
D’ou, la propriété est vraie pour n + 1.
o p+1 p _ ,~p+1 p+1 D _ k! k!
292 G+ G = Cera G+ G = 5 T G
k!'(k —p) k'(p+1) _k'(k—-p)+kl(p+1)

T kh-p-DIG+DIk-p)! k-plp@+1)  (k-p!(p+1)




kk! — pk! + pk! + k! kk! + k! k' (k+1) (k + 1)!
= = = = = Cp+1
k-p@+1!  k-p@+D! Gk-p'@+D! (k+1-(@+1))@+1)! **
=t o=
B) Sepia (G2 + CF) = o CL=CEI 4 ClL o4 € 4 O]

p+3 n+1

— b1 p+1 p+1 p+1 P p

= p+1+Cp+2+Cp+3+~--+Cn +Chpq ot Gy
p+1 _ ~p+1 p p p+l _ ~p+1 14 p p p
==+ = = -+ )+ D+ O

=S =114+ + -+ =+ + =0

N

Exercice 12 :

1°) Montrer que; ¥n,p €N, p+2<n,ona:C =P, +2C?", + P2

2°) Montrer que; Vn,p, p =1, p—1<n,ona:pCh,, =n+ 1)6,71’_1

3°) En déduire que : S,, = kl:oﬁC,’f.

Solution :

19) €y + 2003+ CU = Cly + CIh + CO 4 CE = GOy + €Ol =

=ch=c ,+2c0 )+ P2

p(n+1)! p(n+1)! B (n+ 1)

(m+1-p)lp! (n+1-plp-D! (+1-p)p-

n! _1

— _ p p
= (n+1)(n_ (p—l))!(p—l)! =Mm+1)C an
Exercice 13 : | )

On considere la fonction :f (x) = (1 + x)", (n €N) .

1°) Calculer f'(x) et en déduire la somme :}7_, kC¥

2°) En s’inspirant de 1°), calculer les sommes :Y.7_; k(k — 1)CF ,%et Yr_, k2Ck

Solution :

1) f)=1+x0)"= f'(x) =n(1 +x)*?!

£ = (1400 = g CE (DM *xk s f() 3T O = €+ Gl CRx? 4 o+ "
f(x) = 2€Lant 3C2X* + - + nCx™ 1

20 CP —
) Plai (r— D) (p — D)

-1
= (m+1)Ch

n

') =

Onaf'(x) =n(1+x)" 1= f"
f"(x) =2C% + 6C3x + 12Cjx?

n
Clxk \ M () =n. 2" = Z kCk = n.2n1
k=1

m-1DA+x)" 2= f'(1) =nn-1).2" 1]
+n(n —1)CRx™2

X

(1) =2C% + 6%3 +

De[1] et [2] = Y1

(n-1)CR = /(D) = ) ki~ DCK[2]
k=2
-1)Ck =n(n-1).2"2

n n
k(k = 1)Ck =n(n—1).272 = z k2ck — Z kCk = n(n —1).2m2
k

=2 k=2
o n

n
= Z k2ck = Z kCk +n(n—-1).2"2%2 = Z kck —ct+n(n—1).2n2
k=2 k=2

k=2 =
=n2"t+nn-1).2"2-n=n[2+m-1)2"2 - 1] =n[(n+ 1)2"2 - 1]

n
= Z k*Ck = n[(n+1)2"2 - 1]
k=2
Applications :

Listes:

Exemple 1:
L’allumage d'une grande salle de jeux, est assuré par 10 ampoules commandées chacune par un interrupteur.
Combien y-t-il de maniéres différentes d’éclairer cette salle ?




Réponse :

e On note 1 pour : une ampoule est allumée ; 0 pour : une ampoule est éteinte

e Onpose: O ={0;1}.

e Chaque maniere d’éclairer la salle est une 10 — liste dans Q différentes de la 10 — liste (0;0;0;0;0;0;0;
0; 0; 0), qui correspond a la salle non éclairée.

e Dongc, le nombre de manieéres d’éclairer la salle est: 210 - 1=1024 -1 =1023

Arrangements :

Exemple 2 :
Combien de facons différentes a-t-on pour ranger 3 livres dans 5 casiers de couleurs différentes ne pouvant

contenir chacun qu'un seul livre?
foérentes de

Réponse :
e On note C1; Cz; C3; Cs; Cs; les cing casiers.

e On pose : Q={C1 ;G Gy Cy s CS}.
e Chaque facon de ranger les 3 livres est un 3 — arrangement dans ), alors, le nombre de
5l 5x4x3x2x1
—=————""=60.
2! 2!

ranger les livres est: A} =

Tirages:

Exemple 3 :

Une caisse contient 7 boules indiscernables au toucher.

1°) On tire au hasard successivement avec remise 3 boules de la caisse. Qu
tirages possibles ?

2°) On tire maintenant successivement sans remise 3 boules de la Ms\e;(j‘ue

tirages possibles ?
3°) On tire maintenant simultanément 3boules de la caisse. Ql@ est
Réponse :

eOnnote:b; ; bz ; bs; bs ; bs ; bg ; by les7boules.
e On pose: Q= {bl ;b by by b b b7}.

bre de tirages possibles?

1°) Chaque tirage successif avec remise de 3 boules e
Donc ; le nombre de tirages possibles est : 73.= 7 x
2°) Chaque tirage successif sans remise de 3 b

Donc; le nombre de tirages possibles est A3 f‘: 7x6x5=210..
3°) Chaque tirage simultané de 3 \est une combinaison de 3 éléments de Q.

s 7! 7! _7x6x5_35

‘-11 e dans Q.
=343.
3-arrangement dans Q.

Donc ; le nombre de tirages pogsi est:C;=——=——= =
3141 3141 3x2x1
Nombre de parti mble fini
Exemple 4 :
1°) a) Montrer que, (k+1D!—k!=kk!

n
2°) a) Montrer quef¥a € N : ZCﬁ =2"
k=0

b) Quel est
Réponse :
1)a)Ona:vk eN;(k+ 1! = (k + k!

Donc;VkEN; (k+ D) —k!=(k+ Dkl — k! = (k+1—1)k! = kk!

D'ot;Vk €N: (k+1)! — k! = kk!

e de parties d’'un ensemble () ayant 0 élément(s) ?

b) S = Y20%0kk! = ¥292°((k + 1)! — k!) = (2! = 11) + (3! — 2!) + (4! — 3)) + -+ + (2021! — 2020!)
=2021! - 1.Donc; S = 2021 ! — 1.
2)a)Ona;Va,beN,vneN:(a+b)" = 2=OC§a”'kbk. Donc;a=b=1,0na:
R Ck1vkik = (1 4+ )" = 2. D'ou; Vn € N, X, Ck = 2n
b) Le nombre de parties de Q a 0 élément est C?.




)
( Exercices Généraux

1.Les numéros de téléphones d’'un réseau téléphonique
sont des nombres entiers de 6 chiffres.
Quelle est la capacité de ce réseau ?
2.0n lance deux dés cubiques de couleurs différentes, un
noir et un jaune. On reléve dans I'ordre le numéro présenté
par le dé noir, puis celui présenté parle dé jaune.
Schématiser I'ensemble des résultats possibles.
Quels est le nombre de résultats possibles ?
3.Combien de facons différentes 3 personnes peuvent
occuper 5 chaises ?
4.Combien de groupes de 7 éleves peut-on former dans une
classe de 12 éleves ?
5.De combien de maniéres différentes peut-on distribuer 5
stylos a 5 éleves ?
6.1°) 3 personnes occupent au hasard des places dans
une voiture a 5 places. Quel est le nombre de
facons différentes possibles ?
2°) Le chauffeur et 3 personnes occupent des places
dans une voiture a 5 places, le chauffeur occupe la
place de commande. Quel est le nombre de fagons
différentes possibles ?
7.Une caisse contient 8 boites dont 3 noires,
3 jaunes et 2 blanches.
1°) On tire au hasard 3 boules simultanément
a) Quel est le nombre de tirage possible ?
b) Quel est le nombre de tirage contenant 1 seule
boule noire ?
c) Quel estle nombre de tirage contenant au moi
une boule noire?
2°) On tire maintenant au hasard 2 boules simultanéme
a) Quel estle nombre de tirage

b) Quel est le nombre de tirages c deux
boules de mémes couleurs ?
c) Quel est le nombre de tirages c ant deux

boules de coule

Schématiser le no
2°) Quel estle nomb
(aetbles numéros
9.1°) Montrer que

de tirages possibles.
tirages donnanta+b > 7.
boules tirées).

EN; Xh(-Drcr=0

2°  ntrerque;Vn € N*; Y%_ kCk = n2nt

n
10.Résoudre dans R I'’équation suivante : ZCﬁ 2kxk =0
k=0
11.Une caisse contient 4 boules numérotées de 1 a 4.
1°) On tire successivement avec remise deux boules.
a) Donner le nombre de tirages possibles, et
schématiser ce nombre.
b) Quel est le nombre de tirages donnant la-b |= 1
(aetbles numéros de boules tirées) ?
2°) On tire maintenant successivement
deux boules.
a) Donner le nombre de tirages possib
schématiser ce nombre.

b) Quel est le nombre de tirages do
3°) On tire maintenant simult
a ) Donner le nombre d
schématiser cenom

deux boules.
possibles et

s donnant : [a-b | =1.
monnaie mauritanienne trois fois

b) Quel est le nombre
12.0n lancdeune piéce

de suite note a chaque fois la nature de la face visible(
A Atabe et F : pour face en Frangais). Quel est
le nombre sultats possibles ?

Schém ces résultats a 'aide d’'un arbre.

13.La fabrication d’'une piéce nécessite de passer par celle-
cisur quatre machines A, B, C, D. déterminer les trajets

es dans chacun des cas suivants :

T’~rdre de passage est indifférent.

piéce doit d’abord passer par A ;

c) La piéce doit passer par Bavant CetD
14.Soit T 'ensemble des naturels formés de 3 chiffres
distincts non nuls a, b, c.
a) Quel estle cardinalde T ?
b) Calculer la somme des naturels de T.
15.Une urne A contient 2 boules blanches, 3 boules bleues et
5t  esrouges. Une urne B contient 4 boules bleues. On tire
simultanément 2 boules de l'urne A que l'on place dans
I'urne B, puis on tire 3 boules simultanément de I'urne B.
Quel est le nombre de tirages tricolores possibles ?
16.Démontrer que pour tous naturels n et P tels

que p=letn>p-lona pCP —(n+1)Cg‘1

n+




Chapitre 15 : STATISTIQUES

Définitions :
a. Population :
La population est I'ensemble sur lequel porte I'étude statistique. Ses éléments sont également appelés des
individus. Un sous ensemble de la population s’appelle un échantillon.

b. Caractére:

Une propriété retenue, ou un critere sur lequel porte I'étude pour analyser une population est appelé caractere.
S'il prend des valeurs chiffrées, on dit que le caractére est numérique ou quantitatif (par exemple, la taille des
éléves d’une classe...).

Sinon, on dit que le caractere est qualitatif (par exemple, les loisirs d’une personne, ou le métier d’une personne...).
Notre étude portera ici exclusivement sur les caractéres quantitatifs
c.Classe:

méme valeur ou un méme ensemble de valeurs.

Les données doivent étre suffisamment précises pour que tout individu appartienne a e et une seule.

d. Effectif, fréquence, pourcentage :

Définitions :

L’effectif n d’'une classe est le nombre d’individus chez lesquels on observe ¢ u caractére.
La fréquence f d'une classe est le quotient de I'effectif n relatif a cette valeur p fectif total N de la

population étudiée ; f = %

= La distribution des fréquences est la liste des fréquences d&

= Le pourcentage p d'une classe s’obtient en multipliant sa fré fpar100;p =100 X f =100 x %
Remarquel :

Toute fréquence est comprise entre Oet 1, tout pourcentagesgst compris entre 0 et 100.

Comme la somme des effectifs de toutes les classes vau g e de leurs fréquences vaut 1 et la somme de

leurs pourcentage vaut 100.
e. Effectifs cumulées, fréquences cumulées :
Définitions :

On considere un caractere quantitatif. £

= L’effectif cumulé corresponda
inférieure ou égale a x

(effectif cumulé croissant) ou

a. Série statistique :
Définition :
On considere un cariagtgre numérique appliqué a une population étudiée.

ainsi obtenues forme une série statistique a une variable.

Plus généralement, on-appelle série statistique, tout ensemble de couples (x;; n;).

ol x;est la valeur ou le caractere et ou n; est I'effectifavec1 <i <n

Si a chaque classe est associée une seule valeur du caractere (x; € N), on dit que le caractére est discret.
Si a chaque classe est associé un intervalle de valeurs (x; € D), on dit que le caractére est continu.

Si x; n’est pas numérique, on dit que la série est qualitative.

Exemple 1:
On arelevé le nombre de freres et de sceurs d'un groupe de 50 éleves.On a obtenu les résultats suivants :

Nbre freres et soeurs 0 1 2 3 4
Effectifs 13 119 | 15| 2 1

La population étudiée est le groupe de 50 éléves.
Le caractere étudié est le nombre de fréres et sceurs ; c’est un caractere numérique discret.




Exemple 2 :
Au cours d’une visite médicale, on a pesé 60 personnes. Les résultats obtenus exprimés en kg, sont donnés par

le tableau suivant :

Poids (kg) 140; 45] 145; 50] 150; 55] 155; 60] 160; 65] 165;70]
Effectif 6 10 12 19 9 4

La population étudiée est le groupe de 60 personnes.

Le caractere étudié est le poids ; c’est un caractere numérique continu.

b. Caractéristiques de position ou critéres de la tendance centrale :

= Etendue:

L’étendue d’'une série statistique a une variable est la différence entre les valeurs extrémes observée du

caractére.

Exemple 3 :
Dans I'exemple 1, I'étendue est; 4 — 0 = 4. \

Dans I'exemple 2, I'étendue est; 70 — 40 = 30.
= Mode ou classe modale :

Si le caractére est discret, le mode est la valeur du caractére correspondant a I'effectif le pl
avoir plusieurs modes).

Exemple 4 :
Dans I'exemple précédent, le mode est 1 car il correspond a I'effectif maxi

grand (il peuty

Si le caractere est continu, la classe modale est 'intervalle de valeuyrs du car:
plus grand (il peut y avoir plusieurs classes modales).
Exemple 5 : |
Dans I'exemple précédent, la classe modale est I'intervalle ]5;; 6
= Médiane:
La médiane M d’une série statistique partage cette série.en deux

e correspondant a 'effectif le

1 correspond a I'effectif maximum 19.

rties de telle sorte que :

- Au moins la moitié des valeurs sont inférieures ou égale @la iane;
- Au moins la moitié des valeurs sont supérieures ou #Ma médiane.
Exemple 6 :
La médiane delasérie:2; 3; 5; 10; 12; 19; st10.

+10
La médiane de lasérie:2; 3; 5; ;12 “2— =17,5.

Calcul de la médiane :
Si la série contient n valeurs ran ns 'ordre croissant :

1
- Sin estimpair ; laghédiangsest la iéme valeur de la série.

n n+1
- Sin est pair ; la fédjan la demi- somme des Eleme et Tleme valeurs de la série.

Exemple 7 :
n=3+5+4+4+9=21 impair.
Valeur 1 7 2141
5 =11
Effectif 3 9 .
La médiane est la 11e valeur donc : 3.
n=3+5+4+12=24 pair.
Valewr | 1| 2 | 3 | 7 g:%:u =13
Effectif | 3 5 4 12 12° valeur + 13° valeur 347
Me = E =5

2 2
Plus généralement, si le caractere est discret, une médiane est un réel M séparant la population étudiée en deux
groupes de méme effectif.
Notons G, le groupes des individus ayant une valeur du caractére inférieure ou égale a M.
Notons G, le groupes des individus ayant une valeur du caractére supérieure ou égale a M.
Dire que M est une médiane, signifie que G; et G, ont méme effectif.




On peut remarquer que pour un caractere discret, la médiane n’est pas toujours précisément définie. C'est le
cas de I'exemple 1.

= Moyenne arithmétique :

Définition :

La moyenne arithmétique est la somme de toutes les valeurs divisée par le nombre de valeurs.

On considére un caractére numérique x;. On peut présenter les données sous la forme ;

Valeur du caractére oucentre de l'intervalle Xy | Xy | X3 Xp
Effectifs n, | ny, | ng n,
Soit I'effectif total ; N =nq + ny; + nz + .-+ n,

n1x1+n2x2+n3x3+--~+npxp
N

La moyenne arithmétique de la série est le réel noté ; X =

Notons les fréquences correspondantes ;f; f2; f3; -} fp-

Ona; fi =22 =22, =22 5 fy =2 X=f1+fr+fs++fp
» Linéarité de la moyenne arithmétique :

Propriété :

Lorsque, pour chaque individu, on additionne les valeurs observées pour deux caracteres,
valeurs ainsi obtenues est égale a la somme des moyennes des valeurs observées p
caracteres.

Lorsque I'on multiplie toutes les valeurs observées pour un caractére par u
des valeurs ainsi obtenues est égale au produit de la moyenne des%s 0

moyenne des
cun des deux

bre réel k, la moyenne

ées par le nombre k.

Exercice :

Démontrer cette propriété.

Exemple 8 :

On a lancé un dé 100 fois, et on a obtenu les résultats suivants :

4;6;1;2;5;2;1;2;3;5;4;3;1;6;6;4;2;2;3; 3; 1, 4; 6; 4; 2, 6;4; 3; 634 6; 3; 3; 4, 4; 6 ;

2;3;1;2;5;6;5;5;3;3;5,4,1;3;1;3; 2,4, 5,6, 4,4, 6, 1 #5,6;3;4;6;3;4;5;

3;1;5;1;3;5;2;3;6;1;5;3;4;2;2;4;1;5; 1;4;6; 1, 2; 1;8; 3.

1°) Ordonner les données ;

2°) Préciser la population et la variable étudiée

3°) Quelles sont les modalités ? s

4°) Déterminer l'effectif et la fr Nie chague modalité ;

5°) Le dé est-il équilibré ?

6°) Représenter ces données da iagramme en batonnets

Réponse :

1°) Pour ranger les ré
puis tous les «?

lane€rs par ordre de facon méthodique et slire, on peut cocher tous les « 1 »,

2°) La population étudiée est 'ensemble des 100 lancers du dé. La variable est le nombre qui apparait sur la

face supérieure du dé.

3°) Les modalités sont 1; 2; 3; 4; 5; 6.

4°) Déterminons I'effectif et la fréquence de chaque modalité ;
Modalités 1 2 3 4 5 6
Effectifs | 15 | 15 | 22 | 18 | 13 | 17

Fréquences | 0,15 | 0,15 | 0,22 | 0,18 | 0,13 | 0,17

5°) Les fréquences d’apparition des différentes faces sont

sensiblement différentes.

Le dé n’est pas équilibré ; On a par exemple beaucoup plus de 3

que de 5.




Exemple 9 :
Le tableau suivant donne les notes (sur 10) obtenues par les éléves d'une classe lors d’'un test.

Notes 3 4 5 6 7 8 9
Effectifs | 1 4 8 9 7 5 2
1°) Construire un tableau contenant les effectifs cumulés, les fréquences et les fréquences cumulées ;
2°) Déterminer ;

a) Le nombre d’éleves ayant une note strictement inférieurea 5 ;

b) Le nombre d’éléves ayant une note supérieure a 7 ;

c) Le pourcentage des éléves qui peuvent dire « j’ai la moyenne » (c’est-a-dire une note supérieure a 6).
Pensez-vous que le terme "moyenne"” soit adapté a ce sujet ?

Réponse :
Voici le tableau demandé
Notes 3 4 5 6 7 8
Effectifs 1 4 8 9 7 5
Effectifs cumulés 1 5 13 22 29 34
Fréquences 0,028 0,111 0,222 0,25 0,194 A
Fréquences cumulées 0,028 0,139 0,361 0,611 0,806

Pour calculer les fréquences cumulées, il faut diviser les effectifs cumulés par I'effectif et éviter de cumuler
les fréquences de facons a limiter les erreurs d’arrondi.
2°)a) D’apreés le tableau, on lit 5 éléves ont une note strictement supérieure a 5.
b)14 éleves ont une note supérieures a 7.

c) A partir du tableau, on peut confirmer que 13,9% des éléves o
86,1% des éleves peuvent affirmer « j’ai la moyenne » (86,1 =

Le mot moyenne est pris ici au sens scolaire du terme, (la moitié de
Exemple 10 :
Dans une classe de 25 éléves, les notes obtenues lors d’'unydevoir so

newote inférieure ou égale a 4. Donc
te maximale) et non le sens statistique.

les suivantes ;

14;15;4;7;11;14;9;10;12;12;16;10; 18; 13;12;3;11;14:42; 1 3;6;12;10;7.
1°) Déterminer I'étendue et le mode de cette série ; L)

2°) Calculer la moyenne arithmétique ;

3°) Quel est le pourcentage d’éléves ayant une n périeure ou égale a 10.
Réponse :

1°) On commence par trier les N:st- e“ue I'on compte les effectifs correspondant a chaque note.
ATlissue de ce regroupement, la sériggdeS\notes peut se présenter de la fagon suivante :

Notes 3 141|6 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15| 16 | 18
Effectifs| 1 1 1 1| 4] 2 5 2 3 1 1 1
L’étendue de la se
Son mode vaut®2, car,

la note obtenue le plus de fois.
ecest; ¥ =—(1x3+1x4+1x6+-+18x1)=>X=2"=11

ayant une note supérieure ou égale alamoyenne:4+2+5+2+3+1+1+1=19

2°)La moyenne arithm

3°) Le nombre d’éle

Le pourcentdge c

19
— X =769
-espondant P 100 = 76%

Exemple 11 :
On a mesuré 60 épis de blé au centimeétre pres. Les résultats obtenus sont

donnés par I'histogramme de la figure ci-contre :

1°) Déterminer I'étendue et la classe modale de cette série ;

2°) Calculer sa moyenne arithmétique ;

3°) Dans un lot de 140 épis, la moyenne de longueur est d’environ 8,9¢m.
Quelle est la moyenne des longueurs de 'ensemble des 200 épis ?




Réponse :
1°) D’apreés la figure illustrant les données, la longueur maximale d'un épi est 13c¢m, et la longueur minimale est
de 7cm.
L’étendue est donc; 13 — 7 = 6¢cm.
La classe modale est I'intervalle [9; 10], car c’est dans cette classe qu'il y a le plus d’épis de blé ; 24.
2°) Considérons le tableau suivant :

Centre de
U'intervalle

Effectifs 3 |15 | 24 9 6 3
L’effectif total est 60 éps. La moyenne arithmétique de la série vaut :

7518595105 |11,5| 12,5

_ 1 579 _
X:5(3><7,5+15><8,5+24><9,5+9><10,5+6><11,5+3x12,5)=a=>X=9,65cm

Ne S des

3°) D’apres 1°, la somme des longueurs du premier lot vaut 579¢m. Dans le deuxiéme lo

S
longueurs des 140 épisvérifie ; Tao = 8,9cm

Puisque la moyenne du deuxieme lot est d’environ 8,9cm, donc, S = 140 X 8,9 = 1 246
On en déduit que la somme de toutes les longueurs des 200 épis est environ égal
1246 + 579 = 1825cm

1825
La moyenne de 'ensemble des 200 épis est ; 200 - 9,1cm.

c. Caractéristiques ou criteres de dispersion :
= Variance: Y
Soit une série statistique ; (x;; n;)1<i<p de moyenne X. La Par

- - A2
- ny(xg — X2 +np(xz — X2 + - +n,(x, — X) _
n1+n2+n3+"'+np

= Ecarttype:

a. Diagramme en batonnets :
Dans un repere orthogonal, on desSige tha segment paralléle a I'axe des ordonnées pour figurer chaque

modalité. La hauteur de ce segme roportionnelle a I'effectif de la modalité.
Exemple 12 :
La série suivante don
un diagramme en bétonn

re de¢’livres lus par an sur une population de 100 personnes, représenter par
s données de cette série :

2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
20 | 15 | 7 8 5 2 3 1 2

Nbre de livres
Effectifs
Réponse :
Représentons p

dfagramme en batonnets les données de cette série( choisir une graduation sur les axes):
30

25

20

B Nb de livres

B effectifs

1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10 11




Remarque 2 :
On joint parfois les sommets de deux batons consécutifs par un segment de droite.

On obtient ainsi le polygone des effectifs.

b. Histogramme :

Dans le cas ou les valeurs de la variable sont regroupées en classes, on utilise un histogramme ou chaque classe

est représentée par un rectangle dont un coté est la classe sur I'axe des abscisses, et dont I'aire est

proportionnelle a I'effectif de la classe.

Si toutes les classes ont la méme amplitude (largeur), les hauteurs des rectangles sont alors proportionnelles

aux effectifs des classes.

Exemple 13 :

Représenter par un histogramme la répartition d'un groupe d’éléves suivant la taille :

Taille (en cm) | [150; 155[ | [155;160[ | [160;165[ | [165;170[ |[170;175[ | [175; 180]
effectif 5 12 28 23 13 9

Réponse :
Représentons par un histogramme la répartition d'un groupe d’éléves suivant la taille e
graduation convenable de chaque axe.

effectif

B effectif

Bureau Entier

c. Diagramme polaire :(ou radar
Il est utilisé souvent pour des donf#é ronologiques, ce diagramme utilise un axe tournant autour d’un point.

Les différentes positions de I'axe corrgspondent aux modalités.

Chaque modalité est répré n point dont I'écart au centre du graphique est proportionnel a I'effectif
de cette modalité.®
Exemple 14 :

Le tableau suivant
ville mauritanienn

résente les températures maximales et minimales enregistrées en degré Celsius dans une
la semaine du 1 au 7janvier 2014.

Représenter le s de cette suite statistique par un diagramme polaire :
Date T. Maximales T. minimales
05/01/2014 32 12
06/01/2014 32 13
07/01/2014 28 12
08/01/2014 27 21
09/01/2014 36 28
10/01/2014 31 23
11/01/2014 20 11




Températures

01/05/2014

=¢==\laximales
== minimales

d. Diagramme circulaire :
Il s’agit d'un disque partagé en secteurs dont les angles au centre sont proportionnels aux
modalités qu'ils représentent.

Exemple 15:

Voici les dépenses d’investissement d'une commune en Ouguiyas, représe
données :

Remboursement | Ensei - Sport Urbanisme
Poste Voirie Social 8 rexAp

ectifs des

iagramme circulaire ces

des emprunts Cu 15irs Environnement
Dépenses | 9592836 | 2838411 4962 561 54 3 8204 686
Réponse :
Représentons par un diagramme circulaire ces données
Deé es
H Voirie
B Social

® Remboursement des emprunts

@ Enseignement - Sport Culture -
Loisirs

® Urbanisme Environnement

emprunts
16%

Exemple 16:
Voici le relevé des températures extérieures maximales et minimales exprimées en degrés Celsius (°C)

enregistrées dans des zones étrangéres, au mois de janvier 1992.
Mini | 0 0 1 | -2|-2| 2 4 4 5 5 3 1 0 3 4 5
Maxi | 1 2 3 2 3 5 7 6 8 8 6 3 3 5 7 9

Mini | 8 0 -1 0 3 3 3 3 6 4 5 6 3 3 7
Maxi | 9 10 8 5 7 10 8 9 10 | 12 6 9 10 | 10 | 10

1°) Calculer la moyenne et I'écart type des températures minimales.

2°) Méme question avec les températures maximales.

3°) Avec les températures minimales, regrouper les données en classes d’amplitude 2°C ; ([—2; 0, [0; 2], ...)
Méme question avec les températures maximales.




Réponse :
Moyenne des températures minimales

Mini -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 8
Effectifs| 2 1 5 2 1 8 4 4 2 1 1
_ 1
X=ﬁ(2x—2+1x—1+5><0+2><1+1><2+8><3+4><4+4><5+2><6+1><7+1><8)

1 86
=—( 4—1+2+2+24+16+20+12+7+8)——><86—ﬁ=>
La variance :
86 86 86 86\2
V=2( 2-2) +1(-1-3) +5(0-2) +-+1(s-%)
24+14+54+24+1+8+4+4+2+1+1
148\2 117 86 162\2
() (A s () 1 (8)
31
148\ 2 117 86 162
22(‘3) 13 +5(-5) v (3 I
31 l
V ~6.3683 >
| |
L'écart type : ¢ = VV ~ /6.3683 ~ 2.5235 empératires minimdles
Moyenne des températures maximales :

Maxi |[1[2[3[5]6]7[8]9]10]12 g | rmptracires maximales
Effectifi 1 | 2 | 4|3 |3|3 4461
=—(1X1+2><2+4-><3+3X5+3X6+3><7+4-><8 X9+6x10+1x12)
=—(1+4+12+15+18+21+32+36+60 =—=>X 6354-

La variance :
197 197 197 197
V=1(1—§) +2(2-2)F 2T A 12——
1+2+4+3+ +4+4+6+1
£\ 2 2 N
Vo] (8 e (3
=V = 5.5477.
+2+4+3+3+3+4+4+6+1
L’écart type : @ R/5.5477 ~ 2.3553
3°a) b)
Intervalles | [-2; 0] [0;2[ | [2;4]] [4;6]| [6;8] Intervalles | [1;3[] [3;6] | [6;8 [8;10[| [10;12

Effectifs | 3 7 [ 9] 8| 4 Effectifs | 3 7 6 8




( Exercices Généraux

Organisation de données- Effectifs - Fréquences
1.Soit la série statistique suivante :

X; 3 4 5 6 7 8 9
n; 5 8 9 11 9 8 5
1°) Donner le mode, la médiane et calculer la moyenne ;
2°) Compléter un tableau de fréquences et d’effectifs
cumulés ;

3°) Représenter sur un diagramme a batonnets et tracer
le polygone des effectifs ;

4°) Déterminer le nombre de valeurs qui dépassent 7 ;
5°) Déterminer le pourcentage des valeurs qui
n’atteignent pas 5 ;

6°) Calculer la variance de cette série, son écart type.
2.0n a relevé les tailles, en cm, des éléves de la

cinquieme année.

173;180; 160; 174; 170; 173; 163; 154; 170; 176;

170; 169; 164; 174 ; 165; 177 ; 158; 180; 162; 169;

163; 170; 180; 163; 170; 171; 167; 184; 173; 166;

174; 180; 183; 171; 181; 163; 173; 184; 163; 178;

162; 175; 161; 163; 175; 172; 179; 178; 180; 172;

164; 162; 181; 172; 179; 170; 184; 182; 177; 179;

177;181;180;178;163;183;177;181; 172.

1°) Ordonner les mesures.

2°) Quelle est la population ? Quels sont les individus ?
Quelle estla variable étudiée ?

3°) Regrouper les mesures en classes d’amplitude 4 cm.

4°) Construire le tableau des effectifs cumulés et des

fréquences cumulées.

5°) Combien d’éléves ont une taille strictement inféri€@re

al1,70cm?

3.0n jette un dé 100 fois et on note la lecture xi. Qn

appelle ni I'effectif correspondant 3 ure Xi (ni | o

nombre d’apparition du chiffre x;). btient le tableau

suivant:

Xi 1 2 3 4 6

ni |20 10 20
Déterminer les fréquence quefices cumulées.

Caractéristiques de p
4.Déterminer le mode,
I'étendue de la série
5.Dans un Lycée,troi ses de terminale C ont le
méme sujet de Mathé ues au cours d’un Bac blanc.
Les notes obtenues sont les suivantes :

Terminale | 6,5 |8 |9 |10 | 11 | 125 | 14 | 16

oyenne, la médiane et
X. 2.

G 3 |7|/5|3 |3 |4 |1 |1
_ 1 1 11
Terminal | 7 | 8 | 9 0 1 12,5 5
G STsTels (3 14 |2z [1 |2
_ 7, 1 (1 1 [1 1 ]1
Tel:r(lzmal 6 5 9 0 1 ) 4 5 7
3 4|4 (5|4 |2 |3 |4 |2 |3

1°) Calculer les moyenne mi; mz2; ms des notes
respectivement en TCy1 ; TCz ; TCs.

2°) En déduire la moyenne m des notes des trois classes
réunies.

6.0n a relevé 'dge des vingt personnes d’une entreprise :
20;18;36;30;20; 24;60;26;40; 24;30;32;18;
24;50;26;42;28;52;28.

Construire le tableau statistique de la série des ages
(indiquer I'effectif, 1a fréquence, la fréquence cumulée).
Déterminer le mode, la moyenne m, la médiane, I'étendue
de cette série statistique.

7.0n a mesuré la durée de vie (en certaines heures) de

900 ampoules.
w des effectifs

Les résultats ont permis de dress
e etles effectifs

cumulés croissants.

Faire un tableau avec les classes, les
cumulés croissants.
Déterminer graphiquement
médiane.

8.La moyenne des note
12,5 sur 20. Avec 6 sur 20 au prochain
controle, cette moye passeraita 13.

ombre de controles effectués a ce jour ?
9.Lggmoyennedes notes de Francais d'un éleve a I'issue
iers devoirs est 11, 75 sur 20.

eure moyenne peut-il espérer obtenir apres
e et dernier devoir ?

proximation de la

eve est actuellement de

Caractéristiques de dispersion

10.0n lance deux dés 60fois de suite et on note, pour
chaque lancer, la somme des points obtenus.

Points |2 |3 |4 |5|6|7 |8]|9]|10]|11 |12
Effectif | 2|3 |3 |5|8|11|9|8|5 |3 |3
1°) Calculer la moyenne, I'écart moyen et 'écart type de
cette série statistique.

2°) Construire les diagrammes en batons des effectifs
cumulés croissants et décroissants.

En déduire la valeur de la médiane.

11.Lors d'un controle de 400 pointes, on relevé la taille
(en mm) de chacune d’elles, et regroupé les résultats
dans le tableau suivant :

Taille (en Effectif

mm)

28,5 2
28,8 9
29,1 5
29,4 15
29,7 60

30 165

30,3 95
30,6 21
30,9 15

31,12 9
31,5 4

1°) Calculer la moyenne m et I'écart type o de cette série.



2°) Quel est le pourcentage du nombre de pointes dont la
taille est comprise entre m — cetm+ o
12.Un professeur de francais recense le nombre de livres

lus par chacun de ses 180 éleves au cours du drenier
mois. Il obtient le résultat suivant :

= 18 éleves n’'ont lu aucun livre,

= 72 éleves ontlu 1 livres,

= 45 éleves ont lu 2 livres,

= 36 éleves ontlu 3 livres,

= 9 éleves ontlu 4 livres,

1°) Recopier et compléter le tableau suivnat :

Nombre de livres 0 1 2 3 4
Effectif
Fréquence

Fréquence (en %)

Effectif cumulé croissant

Effectif cumulé décroissant

Combien d’éléves ont lu au moins 2 livres ? moins de 2
livres ?
2°) Quel est le mode de cette série statistique ?
3°) Calculer la moyenne, I'écart moyen et I'écart type.
4°) Représenter le résultat de cette enquéte par un
diagramme circulaire.
13.Une usine utilise deux types de machines, M1 et Mz,
pour produire la méme piéce. La direction a relevé la
production journaliere de chacun de ses ouvriers :
Les ouvriers travaillant sur une machine M1 produisent
entre 35 et 39 pieces par jour;
Les ouvriers travaillant sur une machine M2 produisent
entre 40 et 44 pieces par jour.
On regroupe ces données dans le diagramme en batons
suivant:

Nombre d’ouvriers

25

20

39 40 41 42 43 44
Nombre de piéces par jours

Organiser les données dans un tableau faisant apparaitre
les effectifs (nombre d’ouvriers) ni

Représentation graphique

14.0n a relevé la taille (en m) de 50 individus.

Les résultats obtenus sont les suivants :

1,71; 1,72; 1,82 ; 1,57; 1,75; 1,78;1,96; 1,67 ;1,63 ;
1,72 ; 1,67; 1,73; 1,77;1,69;1,78;1,71; 1,82 ; 1,62;
1,74; 1,69;1,7 ;1,79;1,65; 1,75 ; 1,7 ; 1,84; 1,64;
1,73;1,68;1,74; 1,78 ; 1,68; 1,79; 1,74;1,6; 1,73;
1,72;1,79; 1,74 ; 1,75; 1,68; 1,74;1,69;1,73; 1,64;
1;74; 1,67; 1,72; 1,63;1,75.

Regrouper les données dans wun tableau suivant les
classes [1,5;1,6[;[1,6;1,65[;[1,65;1,7[;
[1,7;1,75[;[1,75;1,8[;[1,8;19][;[19; 2[.

Construire I'histogramme correspon e classe
d’amplitude 0,1 sera représentée par u le de
base 3 cm et le rectangle représentant la cla
[1,65; 1,7[ aura une hauteur de 2 cm

15.Le tableau ci-dessous recense les té
bétail (bovin et ovin) dans cert

Bovin(x1000) | Fgégu Dvin(x1000)[Fréquence(%
Burkina 4250 19,85
Cameroun 5000 13,7
1750 1,6
N 5,500 18,6
| 69
4750 18,75
2750 16,6
4750 7,55
Total 28 000

pléter le tableau des fréquences(arrondies10-3prés).
9 Dessiner un diagramme circulaire représentant la
répartition de la population de bovins de ces huit pays.
Représenter par un diagramme a bandes les effectifs de la
population ovine de ces pays.




